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SZEKVENCIALIS
PROGRAMOK SZINTEZISE

Levezetés

Hoare-Dijkstra-Gries mddszere (levezetési
szabalyok)

Felilrél lefele térténd finomitasi eljaras: minden
lépésben egy rész-specifikacot vizsgalunk, amelyhez
vagy tudunk koézvetlenil megoldo (teljesen helyes)
programot rendelni, vagy felbontjuk részekre
valamelyik programszerkezet mentén.
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Stratégia

» Visszalépéses (visszaugrasos) keresés

« Dontéseket hozunk, amelyek kdvetkeztében fokozatosan
oOlt testet a program. Egy dontés mindig egy
programrésszel kapcsolatos kérdésre kapott valasz:
- Osszetett program szerkezet vagy elemi?
= Ha elemi, akkor az Ures-e vagy melyik értékadas?
> Ha 6sszetett, akkor szekvencia, eldgazas vagy ciklus?
- Ha szekvencia, akkor mi a koztes allitas?
- Ha elagazas, akkor mik a feltételek?
> Ha ciklus, akkor mi az invariansa, mi a terminalé fliggvénye?

- célba ér-e? — hogyan csokkenthet6 a terminald fugvénye? —
invarians-e az invarians? — kezdetben jé-e az invarians?

» Minden dontést a levezetési szabalyokkal ellenérziink.

« Ha valamikor egy szabaly nem teljesiil, akkor
visszaléplnk (visszaugrunk) a nem teljesul6 szabalyt
érint6 dontési pontra és masik dontést hozunk.
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1. Példa

« Szamoljuk ki csak 6sszeadassal és kivonassal egy
természetes szam egy masik természetes
szammal vett osztasi maradékat!

« A=NxNxN

ndr
Q= (n=n'Ad=d A d>0)
R=(Q~A d|(n-r) A r<d)
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1. Példa folytatasa

» Legyen ciklus! (ciklus lev. szab.)

« Valasszunk invarianst! Az 1n—a=R érdekében
In—a=R.

« R=(QA d|(n-r) A r<d)

1. 1=(Qn dl(@-1r) 1 I=(QAr<d)

rxd —(d|@-r)

1. Példa folytatasa
o 1=(Qna dl@m1) o I=(Qnr<d)

r>d —(@d| (n-r))

r:=r-h r:=r+l

« r-tkéne d ala csokkenteni re[0..d-1]-t végigprobaljuk

t=r t=d-r
2. Iao=t>0azaz 2. Irna=t>0azaz
Inr>2d=r>0 Ina=d-r>0

ami igaz, mert Q miatt d>0

ami igaz, mert I miatt r<d

3. Har:=r-h, ahol O<hs<r, 3. Har:=r+1, akkor
akkor Inont=t =1f(S,t<t,) Irant=t,=If(S,t<t,)
hisz If(Sy,r<t,)=r-h<t, hisz If(Sy,d-r<ty)=d-r-
ami r=t, miatt igaz 1<t,

ami d-r=t, miatt igaz
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1. Példa folytatasa
o 1=(Qadl@1) o I=(Qar<d)

r>d -l (n-r))
4. Ino=1f(Sy, 1) 4. Ina=lf(S,, 1)

If(S,, )= Ir—rh =
=(Q~ d| (n-r+h))
[=Q
I=d|(n-r)és
ha h=i*d ahol ieN (0<h<r),

(QAr+1<d)?

. r>d
akkor d | (n-r+i*d)),
példaul lehet h=d (i=1) ri=r-d
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2QAar<d A—(d] (n-r) =

1=(Qna d| (1)

5.

Legyen S inkabb szekvencia, amelynek masodik tagja
az eddig levezetett ciklus, kozbeesd allitasa: 1

1
2.

igy teljesiil (szekv. lev. szab.), hogy Q = If(S, R)

1. Példa befejezése

Q#1, tehat Q # If(while o.do S, od), R)

Egyrészt 1 = I, tehat I = If(while . do S, od) , R)
Masrészt Q = I'"=1f(r:=n, )

1. Példa masik megoldasa
« 1=(Qrdl(1)

részfeladat
r=n o A=NxNxNxN
rxd ndrh
— “— Q=@Qnd|l@1D)Ar=d
R = (Q Ah=i*d AieN
AhSr A (i+1)*d>1)

o 1no=lf(S, D= (QA d| (n-r+h))
ha h=i*d ahol ieN (0<h<r),
akkor d | (n-r+i*d)),
Keressiik meg a lehet6 legnagyobb i*d-t!
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Részfeladat egyszerisitése

¢ A=NxNxNxN
n d r h
Q=@Qnd| @D Ar=d
R = (Q'Ah=i*d AieN* A h<r A (i+1)*d>1)

1. A=NxNxN
d r h
Q = (d=d’Ar=r' Ar>d)
R = (Qrd|h Ahsrah+d>r)

2. A=NxNxN
d r h
Q =(d=d'Ar=r' Ar=d)
R = (Qrd|h Ah<r A 2%h>1)
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Részfeladat megoldasai

» Legyen ciklus! (ciklus lev. szab.)
« Valasszunk invarianst! Az 1n—a=R érdekében

In—a=R.
o R=(Qnrd|lhahsr © R=(Qnrd|hahsr
Ah+d>r) A 2*h>T1)
. I'=(@Qnd|h ahsr) . I'=(@Qnd|h ahsr)
h+d<r 2%h<r

—

_]

h+h
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2.

3.

4.
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Részfeladat megoldasainak folytatasa

I'=(Qnd|hahs<r)
h+d<r 2*h<r
h:=h+d h:=2*h

h-t kéne névelni, amig h<r, azaz t = r-h

Ina=t>0 2. Ina=t>0
I' Ah+d<r=r-h>0 I’ A 2*h<r = r-h>0
Hah :=h+d, akkor 3. Hah :=2*h, akkor

Inant=t,= If(S,,t<t,) Inant=t,= If(S,,t<ty)
If(Spr-h<tp)=r-(h+d) <t,  If(Ser-h<ty)=r-2*h <t,
Ina=If(S,, I) 4. IAo=1f(Sy, I)
I'Ah+d<r= I'heh+d = I'A2*h<r=Ih2h=
(QAd] (h+d) A h+ds<r) (QAd]2*h A 2*hs<r)
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Részfeladat megoldasainak befejezése

1. Példa megoldasanak harom valtozata

I'=(@QAdlhAahsr) r=n
5. Q'#»I, tehat Q' # If(whileo’ do S’y 0od) , R") F2d
Legyen S’ inkabb szekvencia, amelynek masodik tagja az r:=r-d
eddig levezetett ciklus, kdzbeesé allitasa: I’ mint az els6 megoldas
1. Egyrészt!’= I, tehat I’ = If(whilea’ do S’y od) , R") ri=n ri=
2. Masrészt Q'=1"<1, mert Q-ben d<r, azaz Q'=If(h:=d, I) r>d r>d
igy teljesiil (szekv. lev. szab.), hogy Q' = If(S, R’) . —
h:=d h:=d h+d<r 2*h<r
h+d<r 2*h<r h:=h+d =72
h:=h+d h:=2*h r:=r-h r:=r-h
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1. Példa 3. valtozatanak javitasa 2. Példa

» Szamoljuk ki csak 6sszeadassal és kivonassal két

r:=n r:=n . 2 -
természetes szam szorzatat!
r>d r>d
« A=NxNxN

h:=d X 'y Z
2*h<r Q= (x=x'Ay=y’)

I"=F As=2*h R=(z=x"y’)
h:=2*h ¢ =r-h
r:=r-h
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2. Példa folytatasa 2. Példa 1/a. programja 2:=0

» Legyen ciklus! (ciklus lev. szab.)
« Valasszunk invarianst! Az I~—a=R érdekében I<R.

x#0

z, X:=z+y, x-1

° R=(@=x") =(z2=%10Y") I= =y rz+x'y=x%)
Va. 2/a. IA—a=R: o=x#0
[=@=y rz+x*y=x*y) I=(QA1<k<x+1A Ira=t>0: t=x
A Z=Z101Y) Inant=ty= If(Spt<ty): S x:=x-1
Ina=1f(S,, D: I Ax#0=21lf(xi=x-1, )= *1 A x>0 =
= —1)*y = X'*y =
/b 20a. EZ * ():L 12 Y X* y Ax>00))
g , =(z-y+xy=x* Ax>
I=(z+xy=x"y) [=@=y'rz=Zi1xY)
z+y
Q#lL de Q=12"%= (0 + x*y = x"*y’)
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2. Példa 1/b. programijd 2E0 2. Példa 2/a. programja k=01
x#0 A y#0 k<x
Z,X,y :=z+x+y-1,
x-1,y-1 z, k:=z+y, k+1
I=(z+x*y =x*y) I=(QA1<SKSxX+1AZ=E_; 1Y)
IA—o=R: a=x#0Ay#0 In—o=R: a=ksx
[Aa=t>0: t=x+y Iha=t>0: t=x+1-k
Inant=ty= If(Spt<ty): Sp: xy:=x-1,y-1 Inont=ty= If(Sp,t<ty): Sg: k:=k+1
Ina=1f(S,, 1): I Ax#0 Ay#0lf(xy:=x-1y-1,1)= Ina=1f(S,, 1: [ Ak<x =2If(k:=k+1, [)= [kk+1 =
=Yl A x>0 A y>0 = =(QA1sk+1<x+1] A %:Zhl.kY)
=(z+ x-1D*@y-1) =x"*y' Ax>0 Ay>0) zty
z+x+y-1 QL de Q=1k-01=
Q#lL: de Q=1*= (0 + x*y = x"*y") = (QA1S1Sx+1A0=2_; 4 y)
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2. Példa 2/b. programja 2:=0 3. Példa
x#0
» Szamoljuk ki természetes szam decimalis
2, xi=z+y,x-1 szamjegyeinek 6sszegét!
I=(y=y AZ=3_ .\ o
o=y ixtLx Y ) . A—NxN
n s
In—o=R: a=x#0 Q= (n=n)
Ina=t>0: t=x R=(s=r(n))
Inant=ty= If(Spt<ty): Sp: x:=x-1
Ina=1f(S,, 1): I Ax#£01f(x:=x-1, D=1 **1 A x>0 = ahol r(0)=0
==y’ Az=Zi v yrx>0) r(n) =r(ndiv10) + (nmod 10) (n>0)
zZ+y s S
Q#lL: de Q=1"=(y=y' A0 =211, Y) e r(n) =r(n) += r(0) +@
o I=(s+r(n)=r))
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) 3 s:=0 3
3. Példa folytatasa — 4. Példa
. s, m:=s+nmod 10, n div 10 « Szamoljuk ki az n alatt a k binomialis egyutthatot!
« Legyen ciklus!
e Vélasszunk invarianst! Az In—a=R érdekében I<R. ¢ A= § * E * EI
Q = (n=n" A k=K’ A ke[0..n])
1= (s + () = (1)) R=(b=])
In—a=R: o =n#0
IA0=t>0: t=n ahol vne N :[8] = [:J =1
Inont=t;= If(S,,t<ty):  Sp: n:=ndiv10 K1
n n |
IAa=1f(S,, 1): 1 A n0=1f(n:=n div 10, [)= [r-ndiv10 vnz2, vke[l.. n—l]:m =[R_J =
= (’f +r(ndiv10) =r(n") ) b b
n n
s+ nmod 10 ° [k]:[kJ *:[g]*@
Q»lL: de Q=15"= (0 +r(n) =r(n’))
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b:=1

4. Példa folytatasa =

+ Legyen ciklus! ‘ bl bk

» Valasszunk invarianst! Az I~—a=R érdekében I<R.

R HE

Ciklus invarians utofeltétel

%%gnygitésével

. g S
> Pl : maradékos osztas: n,d, r: N, d=0
cdlmr)ar<d  ~ d|(n-r)

« Intervallum sziikitése
o Pl.:szorzas: x,y,z:N (k:N 0j valtozd)

In—o=R: a=k#0 o z=XMY'=Z X Z=%_1 1 X
Ina=t>0: t=k « Kiszamitas particionalasa (rekurziv figgvény)
Inant=t;= If(Spt<ty): Sg: ki=k-1 Pl. : szorzés: x,y,z:N
Ina=l1f(S,, 1): [Ak#02lf(k=k -1, )= I**1Ak>0 o z=x"*y’ ™ z+ x*y = x"*y’
Ky — —1V* (v — — =X - -
=@ L[ a0 RN A s B it
T kb1 Pl. : Decimalis szamjegyek 6sszege: n,d: N
b*—— d=r(n") ~ d + r(n)=r(n")
Q»l: de Q=1""1=(n=n’ A 1*[ﬂ :[;] ) r(n) = r(n div 10) + (n mod 10) [n:=ndiv 10]
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5. Példa 5. Példa 1.megold =2
i<n
+ Rendeziink ndvekedd sorrendbe a valés szamokat * Legyen ciklus!
tartalmazé tdmbat! » Vaélasszunk invarianst!
« A=Rn Gyengitsiik az R-t az 1..n intervallum sziikitésével.
X
Q = (x=x) I = (ie[2.n+1] A sort(x[1.. i-1]) A xeperm(x’) ) iz
R = (sort(x[1.n]) A xeperm(x)) IAm0oR: o= i<n
. . . . . IAa=t>0: t=n+1-i
ahol sort(x[l..1]') : v]e[l;.1—1]: X[]]SX[],_'—.l,]. Inant=t= If(Sot<ty): St is=i+1
xeperm(x’) : xazx’ egy permutdcioja o= lE(S,, 1): Inign Slf(i=it1,1)= [i+1

x[a.b]<x[c.d] : Vie[a..b] Vje[c..d]: x[i]<x[j]
<x[a], ..., x[b]> ha 1<a<b<n

X[a-b] = { <> ha a>b
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= (i+1€[2.n+1] A sort(x[1..i]) A xeperm(x’) )
Beilleszt(x[i], x[1..i-1])
Qal: de Q=12
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5. Példa 1. folytatasa: ciklusmag

» Aciklus magja legyen szekvencia!

Ino At=t,
o Beilleszt(x[i], x[1..i —1])
[i<i+1 At=t,
i=i+l
I At<t,

» Aszekvencia levezetési szabalyanak masodik
feltétele teljesdil:
[+ A n-i+1=ty = If(i := i+1, [ A n-i+1<ty)
« Specifikaljuk Ujra az elsé részt egyszerisitve:
A =R"xN
x i
Q = (x=x" Ani=1'€[2..n] A sort(x[1..i-1]) )
R = (i=i'e[2.n] A sort(x[1..i])
Ax[1.ileperm(x’[1.i]) A x[i+1.n]=x"[i+1.n])

‘ t=t,-hoz elég, ha i nem valtozik ‘
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5. Példa 1. folytatasa: részfeladat
« Bontsuk fel a specifikaciét:
A=R"xNxR
x 1 a

Q = (x=x"Ai=i' Ai€[2.n] A sort(x[1..i-1]) )_

Q = (x=x" ni=i'€[2.n] A sort(x[1..i-1]) na =x"[i])

R’ = (i=i'€[2..n] A sort(x[1..i-1]) A a =x"[i] Aje[1.i]
AX[1.j-1]=x"[1.j-1] A x[i+1.n]=x"[i+1.n]
AVKe[j.i-1]: x"[k]>a A x[j+1.i]5x"[j.i-1]

A(G=1v x[j-1]<a
x[k+1]=x"[K]

R = (i=i"e[2.n] A sort(x[1..i])
Ax[1.ileperm(x”[1.i]) Ax[i+1.n]=x"[i+1.n])
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5. Példa 1. befejezés: részfeladat

j=i

+ Legyen ciklus!

» Valasszunk invarianst!
Hagyjunk el az R’-bél! x[jl, j :=x[j-1],j-1

j#1 A x[j-1]>a

I' = (i=i’ A je[1.i] Ax[1.j-1]=xX"[1.j-1] A x[i+1.n]=x[i+1.n]
AVke[j.i-1]: X [k]>a ax[k+1]=x[k] na=x[]]) jz

In—o=R: a=(#1 A x[j-1]>a)

Ina=t>0: t=j

Inant=ty= If(Spt<ty): Sg: ji=j-1

Ina=If(S, I): IAG#L Ax[j-1]>a) = If(:=j-1,1)=111

= (i=1' Aj-1 e[1.i] Ax[1.j-2]=xX[1.j-2] A x[i+1.n]=x"[i+1.n]
A Vke[j-1.i-1]: X'[k]>a A x[k+1]=x"[k] Aa=X[i] )
Q&L de Q=1 1 x[j] < x[j-1]
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5. Példa 2. megold

» Legyen ciklus!
« Valasszunk invarianst!

Gyengitsiik az R-t az 1.nintervallum szlkitésével, de
picit erésitsuk is!

1= (i€[1..n] A sort(x[1..i-1]) A xeperm(x)A x[1..i-1]<x[i.n])

IA—a=R: o =i<n-1 iz
Ina=t>0: t=n-i

Inont=ty= If(Spt<t)): S i:=i+1

Ina=lf(S,, 1): IAisn-1=1f(i:=i+1, I)= [i<it

= (i+1e[1.n] A sort(x[1.i]) A xeperm(x’) A x[1.i]<x[i+1.n])

Q»lL: de Q=Iit
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5. Példa 2/a. folytatasa: ciklusmag
I = (ie[1..n] A sort(x[1..i-1]) A xeperm(x’)A x[1..i-1]<x[i..n])

« Aciklus magja legyen szekvencia!

Ina At=t,
7
[ici+1 At=t,
=i+l
I At<t,

« Aszekvencia levezetési szabalyai k6zil a masodik
teljesul
» Az els6 rész tovabbi kifejtésre szorul.
Egyszerisitve:
A=R"xN
X i
Q = (x=x"Ai=i'e[1.n-1])

5. Példa 2/a. folytatasa: részfeladat

« Legyen ciklus! J:i=n
» Valasszunk invarianst! j>i
Gygngitsf.]k azR-taz x[j-1]>x[j]
i.n intervallum szikitéséve X[, %[i-1] := x[j-1], <[] ‘ San

[ = (i=i'€[0.n] Ax[1.i-1]=x"[1.i-1]
Ajeli.n] A x[i.n]eperm(x”[i.n] ) A x[j]<x[j+1.n]) J:Z

IA—a=R: oa=j>i

Ina=t>0: t=j

Inont=ty= If(Sp,t<ty):  Sp: ji=j-1

Ino=1f(S,, I): Inj>i lf(i=j-1, D=11=

(i=i'e[0..n] A x[1..i-1]=x"[1.i-1]
Aj-1€[i.n] A x[i.n]eperm(x”[i.n] ) A x[j-1]<x[j.n])
ha x[j-1]>x[j] akkor x[j-1]¢ x[j]

R = (i=i'e[1.n-1] A x[L.i-1]= x"[ Li-1] Q#l: de Q=0
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i=1

5. Példa 3. megold

« Legyen ciklus!
» Valasszunk invarianst!

Gyengitsik az R-t az 1..n intervallum szikitésével, de
picit erésitsik is!

I = (i€[1..n] A sort(x[1..i-1]) A xeperm(x")A x[1..i-1]<x[i..n])

[A—a=R: o =i<n-1 iz
IAna=t>0: t=n-i

Inant=t;= If(Spt<ty): Sy i:=i+1

Ino=1f(Sy, I): Inisn-1=1f(i:=i+1, )= [+

= (i+1€[1.n] A sort(x[1.i]) A xeperm(x’) A x[1..i]<x[i+1.n])

indemin;; , x[j] ! x[i]© x[ind]
Q»l: de Q=1i<!
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5. Példa 2/b. folytatasa: ciklusmag

» Aciklus magja legyen szekvencia!

1 t=t,
nent=h ind := min;_;_, x[j]
x[i], x[ind] := x[ind], x[i]

InaAt=ty Aind=min;_; , x[j]

[i<i+1 At=t,

i=i+1

1 At<t,

» Aszekvencia levezetési szabalyai (mind a harom)
az eddigiek alapjan nyilvanvaléan teljesul

» Az els6 tagprogram azonban tovabbi kifejtésre
szorulna, de ez egy nevezetes feladat, a minimum
kivalasztas, amelynek megoldasa jol ismert.
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Visszavezetés

» Nevezetes algoritmus mintak: programozasi tételek
« A programozasi tétel sémainak kitéltése
o Allapottér egyeztetés
- Kozos alapallapottér megvalasztasa
- Tipus megvalésitas
° Véltozénevek

o Alland6 értékii valtozok konstans értékkel valo
helyettesitése

= Fliggvények megadasa
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