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VALÓDI  PROGRAMOK 

HELYESSÉGE 

Floyd módszere 
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Szekvenciális programok kategóriái 

 A valódi programok formális helyesség 

bizonyításáról lesz szó 
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strukturálatlan strukturált 

determinisztikus valódi • 

nem-determinisztikus • • 

Irányított gráf öt féle csomóponttal: 

 Számítási csomópont: egy be-, egy kivezető él 

◦ y , z ← f(x, y, z)   f : A → S  O   (A = I  S  O ) 
(x, y, z )∉ Df  esetén hibás működés 

 Elágazási csomópont: egy be-, két kivezető él 

◦ egy  : A → 𝕃 kvantorfüggetlen feltétel segítségével az 

aktuális állapot alapján egyértelműen kiválasztható az egyik 

kivezető él. 

 Gyűjtő csomópont: két be-, egy kivezető él 

 Indítási csomópont: START,  egy kivezető él 

 Befejezési csomópont: STOP,  egy bevezető él 

 

Szekvenciális program megadása  

program-gráffal 
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 Egyetlen indítási és egyetlen 

befejezési csomópontja van. 

Valódi program 
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y2 > x  

START 

y1, y2, y3 ←0,0,1 

STOP 

y2 ← y2 + y3 

z ← y1 y1, y3← y1 + 1,  y3 + 2 

T F 

 Minden csomóponton át 

legalább egy olyan út  

vezet a gráfban,  amely az 

indítási csomópontból a  

befejezési csomópontba 

visz. (Nincs felesleges 

csomópont.) 

 Célunk az, hogy kijelöljük azt a <0 , 1 , … , i , … >  (i  A) 

végrehajtási sorozatot, amely egy rögzített indítási csomópont 

és 0 kiinduló állapot esetén valósul meg.  

 A (i, S ) → (i+1, S’ ) programállapot-átmenet program-gráfok 

esetén a (i, G, p ) → (i+1, G, p’ ) átmenetként realizálódik, 

ahol G a program-gráf, p és p’ pedig olyan csomópontjai, ahol 

p-t p’ követi.  

 Üres program-gráf esetén a végrehajtás egy elemű: 0 

 A végrehajtás akkor áll meg, ha egy befejezési csomópontba 

jutunk, vagy ha egy számítási illetve elágazási lépés hibás 

működés okoz, az utolsó állapot a fail lesz. 

 

A program végrehajtásának értelmezése 
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 Ha G nem üresgráf és p nem befejezési csomópont, akkor 

a (i, G, p ) → (i+1, G, p’ ) átmenet: 

◦ Ha p egy y , z ← f(x, y, z) számítási csomópont és F:A → A , 

ahol F(x, y, z) =(x, f(x, y, z)),  akkor i+1= F(i)  és p’ a 

következő csomópont. 

Ha i ∉ Df , akkor i+1=fail és p’=p.  

◦ Ha p egy  feltételű elágazási csomópont, akkor i+1= i és 

a rákövetkező p’ csomópont az elágazás T vagy F ágán talált 

csomópont attól függően, hogy  igaz vagy hamis a i 

állapotban.  

 Ha i ∉ D , akkor i+1=fail és p’=p.  

◦ Bármely más csomópont esetén i+1=i és p’ a következő 

csomópont. 
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 Egy valódi programmal a kiinduló állapottól függően más 

és más végrehajtás valósulhat meg.  

 Egy rögzített kiinduló állapot mellett azonban a 

végrehajtás egyértelműen (determinisztikus módon) 

meghatározható.   

 Minden végrehajtási sorozathoz egyértelműen 

hozzárendelhető az indítási csomópontból a befejeződési 

csomópontba vezető út a program-gráfban.  

Megjegyzések 
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Valódi programok parciális helyességének 

vizsgálati módszere 

 Adott a  (x) S  (x, z) parciális helyességi 
tétel. Ennek a tételnek a bizonyítására Robert W. Floyd 
(1967) a következő módszert javasolta. 

 állapottér: A = I  S  O v = (x, y, z)  

 
1. Helyezzünk el a program gráfjában az indítási ponthoz 

(L0), a befejezési ponthoz (Lh) és más különböző 
pontjaihoz (Li, i𝒥, ahol 𝒥 a 0-t és a h-t is tartalmazó 
indexhalmaz) címkéket úgy, hogy minden ciklust 
(irányított kört) szakítson meg legalább egy ilyen 
címkézett pont.   

 

2. Minden Li címkéhez (i𝒥) írjuk fel annak érvényes 
részeredmény specifikációját:  Qi(x, y, z) 
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3. Minden Li címkétől az Lj címkéig (i,j𝒥) terjedő olyan 
ij útszakaszra, amelyen nem található újabb címke, a 
program szövege alapján határozzuk meg az 
útszakasz-jellemzőket: 

◦ útszakasz végrehajtási feltétele:  
Rij(x, y, z) (Rij : A → 𝕃) 

◦ útszakasz végrehajtási eredménye:  
rij (x, y, z)  (rij : A → S  O) 

 

4. Állítsuk fel a következő helyességi feltételeket: 

   (x)  Q0(x, y, z)        (célszerű: Q0(x, y, z) = (x)) 

  (ij)(Qi(x, y, z)  Rij(x, y, z)  Qj (x, rij(x, y, z)) 

  Qh (x, y, z)   (x, z)    (célszerű: Qh(x, y, z) =  (x, z)) 
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Útszakasz jellemzők számítása: rα 
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y, z ← f(x, y, z) 

y, z ← g(x, y, z) 

r (x, y, z) = (y, z) 

r (x, y, z) = g(x, y, z) 

r (x, y, z) = g(x, f(x, y, z)) 

1. lépés 

2. lépés 

3. lépés 

Útszakasz jellemzők számítása: Rα 
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R (x, y, z) = T 

R (x, y, z) = (x, y, z) 

R (x, y, z) = (x, y, z)   (x, y, z) 

1. lépés 

2. lépés 

3. lépés 

 (x, y, z) 

(x, y, z) 

F 

T 

Parciális helyesség tétele (Floyd) 

 Adott az S valódi program és a (, ) specifikáció. Ha Floyd 

módszerét követve a 4. lépésben meghatározott helyességi 

feltételek igazak, akkor (x) S  (x, z).  

 Bizonyítás Azt kell belátni, hogy egy -t kielégítő állapotból 

induló véges végrehajtás -t kielégítő állapotba jut.   

Bármelyik ilyen végrehajtásához egyértelműen tartozik egy véges 

hosszú, az L0 címkétől Lh címkéig tartó út.  Válasszuk ki a vizsgált 

végrehajtás azon állapotait, amelyek éppen ezen program-gráfbeli 

út egy-egy címkézett pontjánál következnek be:  

 <i0
 , … , im

> ahol i0 = 0, im = h, ik<ik+1 (k=1..m ) 

A helyességi feltételek miatt ha i0
 kielégíti -t, akkor ik

 kielégíti 

a végrehajtáshoz tartozó program-gráfbeli útnak a ik
 állapot 

bekövetkezésénél (címkéjénél) felállított részeredmény 

specifikációt (k=0..m), ennél fogva im
 kielégíti -t. 
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Példa: parciális helyesség bizonyítása 

 Feladat:            

  (x)      :  x≥0 

  (x , z) :  z2 ≤ x < (z+1) 2 

 Program:  
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változók:   x, y1, y2, y3, z : ℕ 
     y1= n    (=z) 
     y2= 1+ 3 + 5 + … + (2n + 1) 
     y3= 2n+1 
ahol 
 
nℕ:     
     1+ 3 + 5 + … + (2n + 1) = (n+1)2 

[ 

] 

][ xz 

]][..0[ xn

y2 > x  

START 

y1, y2, y3 ←0,0,1 

STOP 

y2 ← y2 + y3 

z ← y1 y1, y3← y1 + 1,  y3 + 2 

T F 

A 

B 

C 

(x) :  x≥0 

(x , z) :  z2 ≤ x < (z+1)2 

QB(x, y1, y2, y3, z) : y1
2 ≤ x     

              y2=(y1 +1)2   y3=2y1 +1 
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     y1= n   
     y2= 1+ 3 + 5 + … + (2n + 1) = (n+1)2 
     y3= 2n+1 

 Elhagyhatjuk a változókat a jelölésekből: 

◦ Qi(x, y, z)   helyett Qi   

◦ Rij(x, y, z)  helyett Rij 

◦ rij(x, y, z)  helyett rij 

 Ekkor Qj (x, rij(x, y, z)) helyett elég Qj(x, rij) -t írni. 

 Vagy Qh(x, rih(x, y, z)) ami (x, rih(x, y, z).z ) 
helyett elég Qh(x, rih)-t vagy (x, rih.z)-t írni. 
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Rövidítsük a jelöléseket 

y2 ← y2 + y3 

A 

B 

y1, y2, y3←0,0,1 

Rα : T 
rα  : 0, 0+1, 1, z 

Rα :T 
rα  : y1, y2 + y3, y3, z 

Rα : T 
rα  : y1, y2 , y3, z 

1. lépés 

2. lépés 

3. lépés 

Az α  útszakasz (A-tól B-ig): 

Kell:  (x)  R  QB(x, r) 

azaz     x≥0    T  02 ≤ x    1=(0 +1)2   1=2·0 +1   

QB(x, y1, y2, y3, z) = y1
2 ≤ x    y2=(y1 +1)2   y3=2·y1 +1 
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y2 > x  

y2 ← y2 + y3 

y1, y3← y1 + 1,  y3 + 2 

B 

B 

Az β  útszakasz (B-től B-ig): 

Kell:  QB  Rβ  QB(x, rβ) 

Rβ : T 
rβ : y1+1, y2 + y3+2,y3+2, z 

Rβ : T 
rβ  : y1, y2 + y3, y3, z 

Rβ : T 
rβ  : y1, y2 , y3, z 

1. lépés 

2. lépés 

3. lépés 

Rβ : y2 ≤ x 
rβ  : y1+1, y2 + y3+2,y3+2, z 

4. lépés 

azaz     y1 
2 ≤ x    y2=(y1 +1) 2   y3=2y1 +1  y2 ≤ x     

                     ( y1 +1) 2 ≤ x    y2+ y3+2=(y1 +2) 2   y3+2=2y1 +3  

QB(x, y1, y2, y3, z) = (y1 
2 ≤ x    y2=(y1 +1) 2   y3=2y1 +1) 

F 
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y2 > x  

z ← y1  

T 

B 

C 

Az γ  útszakasz (B-től C-ig): 

Kell:  QB  R  (x, r .z) 

R : T 
r  : y1, y2 , y3, y1 

R  : T 
r   : y1, y2 , y3, z 

1. lépés 

2. lépés 

R : y2 > x 
r  : y1, y2 , y3, y1 

3. lépés 

azaz     y1
2 ≤ x    y2=(y1 +1)2   y3=2·y1 +1  y2 > x    

       y1 
2 ≤ x < (y1 +1)2 

QB(x, y1, y2, y3, z) = (y1 
2 ≤ x    y2=(y1 +1) 2   y3=2y1 +1) 
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Valódi programok teljes helyességének 

vizsgálati módszere 

 A  {{(x)}} S {{ (x, z)}}   tétel a bizonyítására Floyd a 
következő módszert javasolta. 

 

 Hajtsuk végre a parciális helyesség vizsgálatnál leírt 
első három lépést. 

4. Válasszunk egy alkalmas < reláció mellett egy jól 
rendezett halmazt W< W (teljesen rendezett és 
minden nem üres részhalmazának van minimális 
eleme) 

5. Minden Li-hez (i𝒥) rendeljünk egy Ei: A → W 
függvényt. 
(Megengedjük az Ei(x, y, z) helyett az Ei-t használni.) 
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6. Állítsuk fel a következő helyességi feltételeket: 

   (x)  Q0(x, y, z) 

  (i)(Qi(x, y, z)  Ei (x, y, z)  W< ) 

  (ij)(Qi(x, y, z)  Rij(x, y, z)   
         Qj (x, rij (x, y, z))  Ej(x, rij (x, y, z)) < Ei (x, y, z)  

  Qh (x, y, z)   (x, z) 

 

 Ha csak a megállást kell bizonyítani, akkor elég csak az 

iterációkban elhelyezett címkékkel dolgozni és 

  (i)(Qi(x, y, z)  Ei (x, y, z)  W< ) 

  (ii)(Qi(x, y, z)  Rii(x, y, z)   
                             Ej(x, rii (x, y, z)) < Ei (x, y, z)  
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Teljes helyesség tétele (Floyd) 

 Adott az S valódi program és (,  ) specifikáció. Hajtsuk 

végre az S programra Floyd módszerének egyes lépéseit. Ha 

a 6. lépésben meghatározott összes helyességi feltétel igaz, 

akkor {{(x)}} S {{ (x, z)}} .  

 Bizonyítás  A parciális helyességet korábban bizonyítottuk, 

ezért most csak azt kell megmutatni, hogy a -t kielégítő 

állapotokból nem indulhat végtelen végrehajtás.  

Ha mégis indulna, akkor az ellentmondana annak, hogy W< 

egy jól rendezett halmaz, hiszen ekkor létezne egy csökkenő 

végtelen <w0, w1, w2, …> sorozat (wiW< , iℕ),  amelynek 

elemeit a vizsgált végtelen végrehajtásnak a program-

címkéknél megvalósult állapotaiban állít elő a címkéhez 

tartozó E
k
 függvény.  
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 Általában jó választás, ha W=ℤ és W< = ℕ.  

 A leállás igazolásához elég csak az iterációkat megszakító 

Li címkékhez egy-egy Ei: A → W termináló függvényt 

rendelni.  

 Iterációt megszakító Li címkénél a Qi(x, y, z) 

részeredmény specifikációt és az Ei x, y, z) termináló 

függvényt egybevonhatjuk: Ii (x, y, z, n), ahol n∊ℤ  

 és ezek után az ii iterációs szakaszra a bizonyítandó 

állítások az alábbiak szerint módosulnak: 

 Ii(x, y, z, n)  n0 

 Ii(x, y, z, n)  Rii(x, y, z)  Ii(x, rii(x, y, z), m)  m<n 

 

Megjegyzések 
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Példa: megállás bizonyítása 

 Bizonyítsuk be, hogy az előző példában megadott 

program megáll minden pozitív egész számra. 

 Elég csak a β útszakaszra bizonyítani 

  QB  R  QB (x, r)  EB(x, r) < EB  
sőt elég csak a megállást: 

  QB R   EB(x, r) < EB  

 

 Legyen W=ℤ és  W<= ℕ és EB : x ‒ y1
2 
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QB: y1
2 ≤ x    y2=(y1 +1)2   y3=2y1 +1 

EB : x ‒ y1
2 
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Rβ : y2 ≤ x     

rβ  : y1+1, y2 + y3+2, y3+2, z 

y2 > x  

y2 ← y2 + y3 

y1, y3← y1 + 1,  y3 + 2 

F 

B 

B 

Kell:  QB   EB ∊ℕ 

  QB  Rβ  EB(x, rβ) < EB  

és      y1 
2 ≤ x    y2=(y1 +1) 2   y3=2y1 +1  y2 ≤ x     

       x ‒ (y1+1)2 < x ‒ y1
2 

azaz     y1 
2 ≤ x    y2=(y1 +1) 2   y3=2y1 +1   0  x ‒ y1

2 

y1:ℕ 



2012.09.26. 

5 

Floyd módszer helyes és teljes 

 Egy bizonyítási eljárást akkor mondunk helyesnek, hogy 
ha bármelyik általa levezetett állítás tényleg igaz (ha a 
módszer megmutatja, hogy egy program helyes, akkor 
tényleg az). 

◦ Itt két különböző „helyesség” fogalom szerepel: a program 
helyessége és a bizonyítási eljárás helyessége. 

◦ A Floyd módszer helyességét beláttuk.  

 Egy bizonyítási eljárást akkor mondunk teljesnek, ha egy 
igaz állításhoz adható levezetés (egy helyes programról 
bebizonyítható a módszerrel, hogy helyes). 

◦ Itt két különböző „teljesség” fogalom szerepel: a program teljes 
helyessége és a bizonyítási eljárás teljessége. 

◦ A Floyd módszer teljessége belátható.  
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y2 = 0  

START 

y1, y2, y3 ←x1, x2, 1 

STOP 

z ← y3 y2, y3← y2  1, y1 y3 

T F 

y2 ptl  
T F 

y1, y2← y1 y1, y2 /2 

 1. Feladat: Bizonyítsuk be, hogy a 
mellékelt program, amely 
meghatározza az egész számok 
körében az x1-nek x2-dik 
hatványát, ahol x2 nem negatív, 
helyes. 
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y2 = 0  

START 

y1, y2, y3 ←x1, x2, 1 

STOP 

z ← y3 y2, y3← y2  1, y1 y3 

T F 

y2 ptl  
T F 

y1, y2← y1 y1, y2 /2 

B 

QB(x 1, x2, y1, y2, y3, z) :  
    x2 0   y2 0   y3*y1

y2 =x1
x2  

A (x 1, x2) :    x2 0 

C (x 1, x2, z) :  z=x1
x2  

 (x 1, x2) : x2 0  

QB(x 1, x2, y1, y2, y3, z) :    x2 0   y2 0   y3*y1
y2 =x1

x2  

(x 1, x2, z) : z =x1
x2  

 

1. A  B:   (x)   RAB  QB(x, rAB) 
   RAB: T    rAB: y1, y2, y3 ←x1, x2, 1  

  

 x2 0  T  x2 0   x2 0   1*x1
x2 =x1

x2  

 

 

4. B C:  QB   RBC  (x, rBC) 
   RBC: y2 = 0   rBC: z← y3  

 
  x2 0   y2 0   y3*y1

y2 =x1
x2  y2 = 0   y3 =x1

x2  
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QB(x 1, x2, y1, y2, y3, z) :    x2 0   y2 0   y3*y1
y2 =x1

x2  

 

2. B FTB:  QB   RFT
BB  QB(x, rFT

BB) 
   RFT

BB: y2  0  y2 ptl rFT
BB: y2, y3← y2  1, y1* y3 

 
  x2 0   y2 0   y3*y1

y2 =x1
x2  y2  0  y2 ptl  

   x2 0   y21 0   y1*y3*y1
y2-1=x1

x2  

 

3. B FFB:  QB   RFF
BB  QB(x, rFF

BB) 
   RFF

BB: y2  0  y2 ps  rFF
BB: y1, y2← y1 * y1, y2 /2 

 
  x2 0   y2 0   y3*y1

y2 =x1
x2  y2  0  y2 ps   

  x2 0   y2/2 0   y3*y1*y1
y2/2

 =x1
x2  
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EB(x 1, x2, y1, y2, y3, z) : y2  

 

2. B FTB:  QB   RFT
BB  EB(x, rFT

BB)<EB 
   RFT

BB: y2  0  y2 ptl rFT
BB: y2, y3← y2  1, y1* y3 

 
  x2 0   y2 0   y3*y1

y2 =x1
x2  y2  0  y2 ptl y21 < y2  

 

3. B FFB:  QB   RFF
BB  QB(x, rFF

BB) 
   RFF

BB: y2  0  y2 ps  rFF
BB: y1, y2← y1 * y1, y2 /2 

 
  x2 0   y2 0   y3*y1

y2 =x1
x2  y2  0  y2 ps  y2/2 < y2  
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i = 0  

START 

∀k∊[0..n]: S[k]←X[k] 

STOP 

∀k∊[0..n]: Z[k]←S[k] 

S[j]S[j+1] 

T F 

j=i 

T 

F 

i←n 

j←0 

i←i  1 

S[j]>S[j+1] 
F 

T j←j+1 

 2. Feladat: Bizonyítsuk be, hogy a 

mellékelt program, amely n+1 

darab valós számból álló X tömb 

elemeit növekvő sorrendbe 

rendezi a buborékrendezés 

algoritmusával, teljesen helyes. 
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