Numerikus modszerek 1. 2. ZH megoldasa 2011. december 5.

Programtervezé informatikus Bsc szak

1. Az egyenlGtlenségbdl

A A
ax L Ay
[] x20 x|
(2 pont)
Az egyenl6tlenség bal oldalabdl az y = Ax helyettesitéssel
IAx| _lA-ATYl Iyl
— A~ Ty]] [A-ty| LAyl
Iyl
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A7ty 1
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Innen a kondicidszamra a becslés
1 M
cond(A) = | Al [AT <M=
m m
(4 pont)
2. Az A miétrix inverze
1 4 0 -2
Al=".1 03 o0
6 120 4
1
Al =3, A e = g 6=1 = condoo(A) =1-3=3
(5 pont)
Az A szimmetrikus matrix, a 2-es kondiciészamhoz szamitsuk ki a sajatértékeit.
2—A 0 1
det(A — \XI) = 02—\ 0l=2-N>=(2-))=
1 02—\
= 2-N[2-N=-1=2-NAN—-4r+3]=0
A métrix sajatértékei
4++/16—-12 442
)\1:2, o3 = = =241.
’ 2 2
max [A\;| 3
de(A) = ———=-=3
condz(A) min [A;] 1
(5 pont)
3. a) Eldszor ki kell szdmolnunk az dtmenetmatrixot.
By = -D'(L+U)=
~ Ja o)t T o 1] 1o 1] _fo 1}
- 0 4 -1 0 4 [1 0] |3 O
A konvergencia elégséges feltételét vizsgaljuk.
1
IBsylloo = 1-a<!
(3 pont)

Mivel talaltunk olyan illeszkedd normét, aminek az értéke egynél kisebb, igy V xo € R3-bél
inditva az iterdciot, konvergens lesz. A konvergenciat tanult konvergencia tételre hivatkozva
is bizonyithatjuk, ekkor az A szigorian diagondlisan dominans tulajdonsigara hivatkozhatunk.

(1 pont)



b) Az iteraci6 hibabecslése (1 pont)
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1
1=

% = X[ < 1 = xolloo

c) Szamitsuk ki az els6 1épést xg = 0-bdl indulva. A Jacobi-iteracié vektoros alakja

Xk4+1 = —Dfl(L +U)-xx + D b= BJ(l) "Xk + C1),

0 1 _ 1 [3 3
Ba=[{ 4] em=pe- 3 [3]= 4]
4

x1 =B -0+ cya) =y

ahol

Tehat

I
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A hibabecsléshez szamitsuk ki a hidnyzé mennyiséget:

3
1 = Xolloc = lles() = Olloc = lesllos = 5

k
1
—(2) <1073

>10= k>5

1\k k
. 1 1 4 3
Ixk — X*||oc < 1(4_)411 “||x1 — X0|loc = (4) 3
1000 < 2%¢ = 2k

(3 pont)
. a) El6szor ki kell szamolnunk az dtmenetmatrixot.

Bsyy = —-(D+L)"'U=

[ 407" Jo -1]_1[40] [0o1]_ [o !}
B -1 4 0 0 16[1 4] [0 0] [0 &
Megkaptuk az atmenetmatrixot, a konvergencia elégséges feltételét elegend6 megvizsgalnunk.

1
[Bslloe = =a<1

(4 pont)
Mivel taldltunk olyan illeszkedd normét, aminek az értéke egynél kisebb, igy V xo € R3-bél
inditva az iteraciét, konvergens lesz. A konvergencidt tanult konvergencia tételre hivatkozva is
bizonyithatjuk, ekkor az A szigorian diagondlisan dominans vagy szimmetrikus és pozitiv definit
tulajdonsagdra hivatkozhatunk. (1 pont)

b) Szamitsuk ki az els6 1épést xg = 0-bdl indulva. A Gauss—Seidel-iteracié koordindtas alakja
2 X 2-es matrix esetén

m _ 1 0
xy = an (am ) b1>
o _ 1 RO
Ty = 422 (a21 €Ty bg)
Most
W _ 1 (o _3
g = 2 (:U2 —1—3)—4
m _ 1w 1 /3 _15
2T ("’31 +3)_4 <4+3>_16
Tehat
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¢) A hibabecsléshez szamitsuk ki a hidnyzé mennyiséget:

15

1 = Xollec = llesq) = Ollee = llesllec = 14



Az iteracié hibabecslése

1\k k k
N 1 1 4 15 5 (1
[k = x"[[oc < ) “[lx1 = xol[oe = () ‘376 41 ()

T1-13 4

(3 pont)
. a) A Richardson-iteraci6 tanult konvergencia tételét haszndljuk a megolddshoz.
A tétel szerint szimmetrikus és pozitiv definit A métrixra az

Xkt1 =I—p-A)-xx+p-b
iterdcié pontosan a p € (O, %) paraméterek esetén konvergens barmely kezd&vektorra. Ahol
O<m= < <...<\,=M

az A matrix sajatértékei.
Latjuk, hogy a feladat megolddsdhoz az A matrix sajatértékeit ismerniink kell. A 2. feladatban
mar meghataroztuk az A sajatértékeit. Ezek nagysag szerinti sorrendbe rendezve

AM=1, =2 JA3=3.
A tételben szerepl6 jeloléseket hasznalva
m=1, M=3.

Tehét az iteracié a p € (0; %) paraméterek esetén konvergens barmely kezdovektorra. (2 pont)

b) Az optimélis paraméter a tétel szerint
2 2

M +m 4
Ezen paraméter mellett az &tmenetmatrix spektralsugara a tétel allitasa szerint
M-m 2 1

1
bo =5

By,) = —— .
Bro) = 3w — 17 2
Mivel By, szimmetrikus, ezért
1
0(Bpo) = [[Bpgllz = 9= q

a kontrakcids egylitthaté a 2-es vektornormdaban. (4 pont)

. A A miétrix J-re illeszkedd faktorizacidjat hatarozzuk meg, azaz a
A=LU-Q
alakot, ahol J = {1,2),(2,3)} a pozici6halmaz. Ez az aldbbi pozicidkat jelenti.

*

1. 1épés: Az A matrix szétbontasa a pozicidhalmaz els6 sora és oszlopa alapjan, majd elimindlas
az 1. oszlopban.

B 4 0 1 0 10
A1:B:P1—Q1 = PIZ -1 2 -1 R Ql: 0 0 O
21 4 000
Pj-en elvégezziik az elimindcidt.
N 4 0 1 1 00
Ay =L;P;=|0 2 —% , Lit= —% 10
01 5 5 01

Az Ly matrixszal val6 szorzds a Gauss-eliminacié 1. 1épését jelenti, tehat P1-et megszorozva balrdl
L1-gyel, a Py els6 oszlopaban a f64t16 alatti elemek kinullazédnak. Az LII matrixot a P matrixbdl
ugy kapjuk, hogy az els6 oszlopanak elemeit pgll)—gyel leosztjuk. P1-en elvégezzik az eliminaciot.

(2 pont)



2. lépés: Az ;&2 matrix szétbontdsa a pozicibhalmaz masodik sora és oszlopa alapjan, majd
eliminalas a 2. oszlopban.

B 40 1 40 1 00 0
Ay=10 2 -2 =P2-Q2 = Py={02 0|, Q=|00 3
01 § 01 7 00 0
Po-n elvégezziik az eliminécidt.
B 4 0 1 1 00
As=LoP2= {0 2 0|, L;'=1[0 1 0
00 I 041

Az Lo matrixszal valo szorzas a Gauss-eliminacio 2. 1épését jelenti, tehat Pa-t megszorozva balrdl
La-vel, a P2 masodik oszlopdban a f64tlé alatti elemek kinulldzédnak. Az Lo L maétrixot a Pg

matrixbol dgy kapjuk, hogy a masodik oszlopanak diagonalis alatti elemeit pg)—vel leosztjuk.
(2 pont)
Ezutan fel tudjuk irni a kivant alakot.
100 1 00 1 00
L = Li'Ly'=|-3 10 01 0|=|-% 10
t o 0 31 1y
2 2 2 2
N 40 1
U = Az3=LsP2=|0 2 0
00 I
01 0
Q = Qi+Qz=1[0 0 2
0 0 O
(2 pont)

Az f(z) =2+ Vo +2—1=0 megolddsit az zj+1 = 1 — /) + 2 iteraciéval keressiik.
Az iterdcids sorozatot ugy kaptuk, hogy az egyenletet atrendeztiik a vele ekvivalens alakra,

r=1-vzr+2 < z4++VvVr+2-1=0

majd felirtuk a fixponttétel kozelité sorozatat.
a) Ellendrizziik, hogy a [—1;0] intervallum tartalmaz-e gyokot.

f(=1) =-1+y/-1+2-1=-1 <0
f0) =04+/0+2-1=v2—-1 >0,

és f € C[—1; 0], igy a Bolzano-tétel miatt az intervallum tartalmaz gyokot. (1 pont)

b) A p(z) =1— vz + 2 fiiggvény a [—1;0] intervallumot [—1;0]-ba képezi?
Mivel ¢ szigortian monoton fogyé fiiggvény (¢'(x) = —2\/% < 0), ezért
@ ([=1:0) = [p(0); p(~1)] = [1 = V25 0] € [-1;0).

Igazolnunk kell még, hogy ¢ kontrakcié a [—1;0] intervallumon.

/ 1 / 1
¢ (£) Ve POl <5 =0 £€[-10]
Tehét ¢ kontrakcié [—1;0]-n. (4 pont)

A sorozat konvergencidjat a fixponttétel garantdlja.

c) A hibabecslés a fixponttételbél xg € [—1;0] esetén (1 pont)

lop —2" [ < (=] |lwo—2"| < | =) .
2) T TS \3
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