Modellek és algoritmusok, C szakirany

Potzarthelyi dolgozat a 2. részbdl
2010.12.22.

1. Adjuk meg az aldbbi mdsodrendd linedris inhomogén differenciaegyenletet valés megolddsdt :

13 25

Gnto + Gpy1 — 6ay, =n, ag:= 16’ ay = 16 (n € N).

a) Oldjuk meg el6szor az a,, o + an+1 — 6a, = 0 homogén egyenletet, melynek karakterisztikus egyenlete : A2 + X —6 = 0.
Ennek gydkei : A\; =2, Ay = —3. Az alaprendszer : 2", (—3)", (n € N). Igy a homogén megoldasok :

ah(n) =C12" + CQ(-?))", (Cl, CyeR,ne N).

b) Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat keressiik a jobb oldalnak megfelel§ a,(n) := An + B alakban,
alkalmas A, B € R szamokkal. Ez utébbi pontosan akkor megoldéas, ha :

(An+2)+B)+(A(n+1)+B)—6-(An+ B)=n (VneN)

azaz :
(An+2A+ B)+ (An+ A+ B)—6An—6B=n%&
—4An+3A—-4B=n (VneN) <
“4A =1, 3A—4B =0
R | 3 ) 13 dn+3 . L
Tehat : A = 1 B = 16.Ezze1.ap(n)f ridaE T T: . Igy a teljes megoldas :
dn+3
Ay = ah(n) + ap(n) =C12" + 02(73)’“ — nlg R (Cl,CQ eR,n € N)

c) Az els6 két tag felhasznalasaval :

13 3 25 7
a():T6201+02_T67 a1:T6:201—302—T6 <:>Cl+02:1, 201—302:2@01:1, Cy =0.

Tehéat a keresett valds sorozat :

4n 43
= 2” — .
an T (n €N)
2. Adott az alabbi fiigguénysorozat :
. 3xn?

i) Hatdrozzuk meg a konvergencia halmazt és a hatdrfigguényt.
i) Igazoljuk, hogy a konvergencia nem egyenletes a kapott halmazon.
i4i) Bizonyitsuk be, hogy Y6 > 0 szdm esetén a konvergencia egyenletes a [§, +00) intervallumon.

Megoldas : i) Ha x # 0 akkor a sorozat n-nek racionalis tortfiiggvénye, igy :

3xn? 3z _ 3 3

im ———— = lim = = —.
n—-+oo 1‘27’),2 —+ 5 n—-+oo QC2 + 5 .Z‘Q “+ 0 x

n2

illetve Erf (fn(0)) = 2111 (0) = 0. Ennek megfelelGen a fiiggvénysor konvergencia halmaza K H(f,) = R és hatarfiigg-
vénye :
. 3zn
f(z) = lim

2 0, ha =0
n—+oo 2202 + 5 -

;, ha z € R\ {0}



i) Mivel az (f,) fliggvénysorozat minden eleme folytonos fiiggvény, de a hatéarfiiggvény nem folytonos a 0 pontban (itt
masodfaju szakadasa van), ezért a megfelels tétel értelmében a konvergencia nem egyenletes R-en.

iii) Ha tehat ¢ > 0 tetszGlegesen rogzitett és x € B := [, +00), akkor érvényes az alabbi becslés :

3zn? | — 15| 15 15 15

3
— — = < > + .
(@) = f(@) ‘x2n2 +5 :c’ |z|(n?22 +1)  z(n?z?+1) ~ §(n262+1) < 26 (V2296 neN)

15
Mivel (2—> z-t6l fliggetlen nullsorozat, igy :
n243

15 15 15
Ve >0 IN = [’/sﬁ} +1eNVneN,n>N Vze B mellett: |fu(z) — f(z)] < (W) < (W) <,
tehét a konvergencia egyenletes a B halmazon.

3. Tekintsiik az aldbbi fiiggvénysort :
en:v -
Zm, (e #2@33#1112)

n>0

i) Hatdrozzuk meg a konvergencia halmazt és az dsszegfiigguényt.

ii) Igazoljuk, hogy :
*f/‘éemdx_l_lg
=) (em=2n T 2 2/e 2

xT

Megoldas : A fenti sor a kovetkez6 alakba irhato : Z (exei 2)717 igy ez egy geometriai sor ¢ = . eﬁ hanyadossal.
Tétel értelmében ez pontosan akkor konvergens, ha "=
ezei2‘ = |ezei2| <lee®<|e® =2 |()? e <e® 4" +4e <1<
Ezen a halmazon teljesiil az is, hogy z # In2. Igy a konvergenciahalmaz és az sszegfiiggvény :
e’ \" = e’ " 1 2—e”
KH<Z <ew—2> ) = (=00,0), f(2) 7;(@2—2) PG (z € (=00,0))-

er —2

1
ii) Koénnyi meggondolni, hogy az integralas {— 1, —ﬂ intervalluman a fiiggvénysor egyenletesen konvergens, ugyanis

majoralhato egy konvergens x-t6l fiiggetlen geometriai sorral, mert, :

o - ()

<(35m) = (qemy)” omert we[-a-))

n
1
és itt ano (ﬁ) konvergens geomtriai sor, ugyanis : 0 < 2\/(57_1 <1.
1
Az Osszegzés és az integralas felcserélhetSségi tételének értelmében mivel f, € R[ — 1,—5} (Vn € N) és Z fn

n>0

1
egyenletesen konvergal a [— 1, —5] intervallumon, ezért :

N e 3 IR e "3 e0 20 —e®1-3 1 1 1
= [ (Y ) :/ dw = | | T=5-52+5
,;)/—1 (er —2)n ™" /_1 2 -2/, T2 ™ >l "2 2 T

n=0

4. Tekintsiik az aldbbi 27 szerint periodikus fligguényt :

i) :={0’ ha —mSE<0 (4o om) = f(a), (x € R)).

z, ha 0<z<m ’

i) Adjuk meg f Fourier sordt!

ii) Igazoljuk, hogy a Fourier sor konvergens az x = 0 pontban.



1
Megoldas : i) a9 = — —/ xdr = —

2m
1" B 1 sin(kx)q™ " sin(kx) B
ak = — » f(z) cos(kx)dx = 77/0 x cos(kx)dx = (parc.int.) = - ([x ’ ]0 /0 ’ d:z) =
1 rcos(kx) 1 . 1 N 0, ha k=21 (1<[l€eN)
_E{ A }0 o (cos(km) — cos0) = ﬁ((_) -1)= ~E T ha k=2l+1 (I eN)
Hasonléan
1 T 1 g 1 s(k T 7" k
b=~ [ f(z)sin(kz)dz = = / zsin(kz)dz = (parc.int.) = ,({_xw] N / cos( ;z:)dx> _
T ) . T Jo m k 0 0 k
1 _1)k+1
=7 — (—mcos(km) + 0cos0) = ( ]i .
T

Ekkor f Fourier sora :

2 s(20 + D —1)k+1
Sf(x) —ao-i-z ay, cos kx + by sin kz) = g ;Z ol +—E Z( ]3 sin(kz), (x€R).
n>1 >0 E>1
ii) Ha a fenti egyenlGségbe 0-t frunk, akkor adédik, hogy : Sf(0) = & — > i L Bkko
11 11 n = U- run r : = — — — — - r .
gy gben x unk, . hogy TP DYCTRSTE
T2 2 1 T 2 1 &1
SfO)<-4+242 AT
|f()|_4+7r+7r (21+0)2_4+7r 2 ¢ 12

Ez ut6bbi sorosszeg véges, igy az eredeti sor abszolut konvergens, igy konvergens is.



