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1. Adjuk meg az aldbbi mdsodrendi linedris inhomogén differenciaegyenletet valés megolddsdt :

Un42 — 2an+1

5 =2""'n —a,, ay:=0, a;:=1 (n€N).

Megoldas : Atszorozva 2-vel, atrendezés utan a kovetkezs egyenletet kapjuk :

Apto — 2ap41 + 2a, =2"n (n € N).

a) Oldjuk meg el6szor az a, 1o —2a, 1+ 2a, = 0 homogén egyenletet, melynek karakterisztikus egyenlete : A2 —2\+2 = 0.
Ennek gyokei a komplex : Ay =1+, A =1 —i. A valés megoldas meghatarozasahoz, irjuk at trigonomertikus alakba

példaul az elss gyokot : Ay = 1+1i = \/i(cos % +isin %) A valos alaprendszer : (v/2)" cos %, (vV/2)" sin %ﬂ, (n e N).
Igy a homogén megoldasok :

an(n) = C1(V2)" cos %” + @(ﬁ)nsm%ﬁ, (C1,Cs € R, € N).
b) Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasét keressiik a jobb oldalnak megfelels a,(n) := 2" (An + B) alakban,
alkalmas A, B € R szamokkal. Ez utobbi pontosan akkor megoldés, ha :
2"2(A(n+2)+ B)—2-2"" (A(n+1)+ B) +2-2"(An+ B) = 2"n (V¥n € N)

azaz :
(4An +8A+4B) — (4An+4A+4B) +2An+2B =n &

2An+4A+2B=n (VneN)s&
94 =1, 4A+2B =0

1 1 .
Tehat : A = X B = —1. Ezzel : a,(n) = 2”(§n — 1) =2""1n — 2" Igy a teljes megoldas :

an = ap(n) + ay(n) = C1(V2)" cos % + C(V/2)" sin % +2" 1ty — 2" (01,0 € R,n € N)

c) Az els6 két tag felhasznalasaval :
(10:0:01—1, alzlzﬂClcos%—i—\/éCgsing—l @01:1, 02:].

Tehéat a keresett valds sorozat :

ap = (\/5)" cos % + (\/i)n sin % + 27y — 2" (neN)

2. Adott az alabbi fiigguénysorozat :

= R).
fn(x) 1 (neN, zeR)

i) Hatdrozzuk meg a konvergencia halmazt és a hatdrfigguényt.
ii) Igazoljuk, hogy a konvergencia nem egyenletes a kapott halmazon.
i4i) Ldssa be, hogy VY6 > 0 szdm esetén a konvergencia egyenletes a [, +00) intervallumon.
Megoldas : i) Mivel (e"*) = ((e®)™) geometriai sorozat, igy :
0, ha [e"| <1< 2 <0

lim (e”)" = 1, ha e*=12=0
noeo 400, ha e*>1< x>0



Ennek megfelelGen a fiiggvénysor konvergencia halmaza K H(f,) = R és hatarfiiggvénye :

. 1, ha <0
1
= 1. _— — =
f)= Mmoo 5 haw
0, ha >0

i) Mivel az (f,) fliggvénysorozat minden eleme folytonos fiiggvény, de a hatéarfiiggvény nem folytonos a 0 pontban (itt
elsofaju szakadasa van), ezért a megfelel tétel értelmében a konvergencia nem egyenletes R-en.

iii) Ha tehat 6 > 0 tetszlegesen rogeitett és « € B := [d, +00), akkor :

[fn(2) — f(2)| =

1 0‘_ 1 < 1 < 1 _(1)"
ent 4+ 1 _enx+1—6n6+1 ené_ 65

1\
Mivel €® > 1 ezért ((—5) ) x-t6] fliggetlen nullsorozat, igy :
e

n N
Ve>0 3N €N VneNn > N Vo € B mellett, : |fu(2) - f(2)] < () < (5) <=

tehat a konvergencia egyenletes a B halmazon.

3. Tekintsik az alabbi figgvénysort :
2n

> i

IR
= (1+a2)n
i) Hatdrozzuk meg a konvergencia halmazt és az dsszegfiigguényt.

ii) Egyenletes-e a konvergencia ?

ii1) Bizonyitsuk be, hogy :

—Jo (T+a2)n 24

£U2

1+ 22

2
5 hanyadossal.

Megoldas : A fenti sor a kovetkezs alakba irhato : Z ( #
T

n>0

n
) , gy ez egy geometriai sor ¢ =

Tétel értelmében ez pontosan akkor konvergens, ha

1,2

-
1+ 221 1422

<ler<l+’s0<1

és ez igaz minden val6s x esetén, tehat, a konvergenciahalmaz és Gsszegfiiggvény :

2

2 n too T n
k(S (r5R)") == 10 =3 () = =1 wem

n=0 -
1+ 22
2 2 n
ii) Mivel a sort generalo fiiggvénysorozat alapjara lim —— =1 ezért az ((7) ) sorozat nem konvergal egyen-
z—+o0o 1 4 22 1+ 22

letesen a 0 fliggvényhez. Paldaul :

n
1+n

Fulv) = ( )”427&0 (n — +o0),

igy a fiiggvénysor egyenletes konvergencidjanak sziikséges feltétele értelmében, a fenti fliggvénysor konvergencidja nem
egyenletes az R halmazon.

1
iii) Koénnytd meggondolni, hogy az integralas [O, 5} intervallumén a fiiggvénysor egyenletesen konvergens, ugyanis ma-
jordlhato egy konvergens x-t6l fiiggetlen geometriai sorral, mert :

2

| fr(z)| = (1 ji x2)n < (1(%320)” = (i)n (VneN, Vze [0, %}), illetvez (i)nkonvergens.
n>0




1
Az Gsszegzés és az integralés felcserélhetGségi tételének értelmében mivel f,, € R{O, 5] (Vn € N) és Z fn egyenletesen
n>0

1
konvergal a [0, 5} intervallumon, ezért :

Sl IR g 3 z37% 13
Z/ m‘“:/@ (;mm)dhfo (1+a2)de = [o+ 2] 7 = 22

4. Tekintsiik az aldbbi 27 szerint periodikus fliggvényt :

f(@) =zl (x€[=m +7], f(z+27):=f(z), (reR)).

i) Adjuk meg f Fourier sordt!
ii) Mely pontokban konvergens a kapott sor és hol dllitja eld a fiigguényt ¢

“+oo
1
ii1) Szdamitsuk ki a kévetkezd sordsszeget : go W

1 l T
Megoldas : i) ag = o | f( )dx / xdx = g
s ™ Jo

1 ™
Mivel f péaros fiiggvény, igy : b = —/ |z|sin(kx)dz =0 (V1 <k eN).
™

—T

17 27 B 2 sin(kx)q™ T sin(kx) B
ap = ;/ || cos(kz)dx = ;/0 x cos(kx)dx = (parc.int.) = ;({x ? ] —/0 Tdm) =

- 0

0, ha k=2 (1<l€N)
,ha k=21+1 (l€N)

- = [cos(kx)}z kf (cos(km) — cos0) = —((=1)* —1) = { R

Ekkor f Fourier sora :

(20 + 1)z
Sf(x): —ao—&—; (ay, cos kx + by sin kx) = —;COSQZ_:_I , (zeR).

20+1 4 1
ii) Mivel [Sf(z)] < T + %Z W < g + — Z (CESIE (Vx € R) és a majoralo sor egy konvergens z-t6l
1>0 1>0

fiiggetlen numerikus sor, igy Weierstrass tétele értelmében S f egyenletesen konvergens R-en, igy Sf(x) = f(z) (Va € R),
példaul :

4R cos(20 4+ 1)z
, 7] = _;27) .

Vo € [—m, 7] : |z| =

9 2
2 — (20+1)
= 1 2
iii) Ha a fenti egyenl@ségben z = 0-at irunk, akkor adodik, hogy : Z m =3
1=0



