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1. Tétel

Mi a logika, ezen beliil a matematikai logika targya és feladata? Milyen nyelvi eszkdzdket hasznalnak a matematikai
logika targyalasahoz és miért? Mi indokolja az 1. rendii nyelv bevezetését. Ismertesse az elemi aritmetika, mint
matematikai struktura logikai nyelvét.

Logika: Targya az emberi gondolkodas és bizonyos gondolkodasi formak vizsgalata, valamint hogy feltarja az allitasok
kozti kapcsolatokat és osszefiiggéseket. Feladata a helyes gondolkodasi és kovetkeztetési formak vizsgalata.

Matematikai logika: A logikanak az az aga, amelynek feladata a matematikan beliili helyes gondolkodasformak, helyes
kovetkeztetési szabalyok feltarasa és kialakitasa.

Nyelvi eszkozok: Feladatuk az egyszer( allitasok (kijelent6 mondatok) leirasa (formalizalasa), valamint a logikai
0sszekotok meghatarozasa. Ezeket az eszkozoket a nyelv abécéje, szintaxisara és szemantikajara lehet bontani. A nyelv
abécéje jelekbdl és szimbolumokbdl all (elvalasztd jelek, miiveleti jelek, stb.), melyeket 6sszefoglalva betliknek, az
ezekbdl allo véges sorozatokat pedig szavaknak nevezziik. Ebbdl a formalis nyelv az abécé elemeibdl alkotott szavak
egy részhalmaza, az ide tartozo szavakat kifejezéseknek nevezziik. Hogy mely szavak a nyelv kifejezései, erre olyan
szabalyok vannak, melyeket dsszefoglalva a nyelv szintaxisanak (nyelvtannak) neveziink. Végiil pedig hogy mik is a
kifejezések jelentései, az ezeket meghatarozo szabalyokat nevezziik a nyelv szemantikajanak (jelentéstannak).

Az elsérendii nyelv bevezetését az indokolja, hogy létrehoztunk olyan itéletvaltozokat, melyekkel meghatarozhatjuk,
hogy a kiilonb6z6 kijelentések az univerzum mely elemeire vonatkoznak. Ezek alapjan azt a nyelvet nevezziik
elsérendt nyelvnek, amelyben szerepelnek a ,,minden” vagy ,,.barmely” (V) univerzalis kvantor és a ,,1étezik” vagy ,,van
olyan” (3) egzisztencialis kvantor.

Az elemi aritmetika nyelve (az Ar nyelv)(bévebben TK 36-37.0ldal): Mint struktirat, az alabbi médon tekintjiikk: <Ng ;
=;s, +, x ; 0>. Ebbdl az els6 elem a struktiara univerzuma (No)(univerzum: ahonnan az allitasokban definialt elemeket
vessziik, hatarat az allitasok hataskore adja meg), a masodik az alaprelacioja (=), a harmadik az alapmiiveleteket
tartalmazza (S(x) — rakovetkezés; + - osszeadas; x - szorzas), a negyedik pedig a konstansa (0). Abécéje all
individuumvaltozokbdl (x, v, z, ...)(individuum: amikre vagy akikre vonatkozik az allitas), logikai 6sszekoték jeleib6l
(=AY, D), kvantorokbol (V,3) és elvalaszto jelekbdl (,,(, ,,)”, ,,,”)- A szintaxisa mutatja meg, hogy az abécébdl hogyan
lehet felépiteni a kifejezéseket és a koztiik 1év6 relaciokat. Ezen beliil vannak termek (a 0 konstans, az
individuumvaltozok, valamint olyan kifejezések, amelyeket az alapmiiveletekkel irtunk fel) és formulak (ezen beliil
atomi: két term alaprelacioval vald 6sszekapesolasa; valamint tetsz6leges A és B formulakbol 6sszeko6tok és kvantorok
segitségével felirt formuldk). A szemantikdjaban egy individuumvaltozot tartalmazé term egy olyan miiveletet ir le,
melyet alapmiiveletekkel hatdrozhatunk meg, illetve egy individuumvaltozot tartalmazé formula olyan logikai
fiiggvényt ir le, melyet az alaprelacio, a logikai 6sszekotok €s a kvantorok segitségével hatarozhatunk meg.

Ugyanez a tétel kicsit mdasképpen:

A logika targya a gondolkodas. Feladata a gondolkodasformak analizalasa, a helyes gondolkodasformak
meghatarozasa és helyes kovetkeztetési szabalyok kidolgozasa. A logika egyik fontos alapfogalma az allitas, amelyet
valamely kijelentd mondat informaciotartalmaként definialhatunk. Az allitdshoz tartozoé két segédfogalom az igazsag és
a hamissag fogalma. Az allitasok k6zds tulajdonsaga vagy kozos jellemzoje az, hogy informaciétartalmuk vagy igaz,
vagy hamis. Egy megallapitast a logika szempontjabdl akkor tekintiink allitasnak, ha tetszdleges kontextusban vagy
igaz, vagy hamis. Azt mondjuk, hogy egy allitas igaz, ha informaciétartalma megfelel a valosagnak, és hamis az
ellenkezd esetben. Az igaz és a hamis értékeket igazsagértékeknek nevezziik.

A logika feltarja az allitasok kozotti kapcsolatokat és dsszefiiggéseket. Ennek ismerete igen fontos a gondolkodas
legkiilonbozobb teriiletein. A gondolkodas ismerete igen fontos a gondolkodas legkiilonb6zobb teriiletein. A
gondolkodas egyik kozismert formdja a kovetkeztetés. Bizonyos adott informéciokbol — el6zményekbdl, premisszakbol
— kiindulva kovetkeztetéssel olyan (1j informaciohoz — zarétételhez, konklazidohoz, kovetkezményhez — juthatunk, amely
az el6zményekben rejtetten szerepelt.

A logika legfontosabb feladatainak egyike annak tisztdzasa, hogy melyek a helyes kovetkeztetés ismérvei. A
kovetkeztetés premisszai allitasok, a konklazié szintén allitas lesz.

A matematikai logika a logikanak az az aga, amelynek feladata a matematikan beliili helyes gondolkodasformak,
helyes kovetkeztetési szabalyok feltarasa és kialakitasa. A matematikai logika leird nyelvként a matematikaban
altalaban alkalmazott jeldlésrendszerrel rokon nyelvet hasznal.

A matematika logika feladata a matematika egyes dgaival — mint axiomatizalt elméletekkel — kapcsolatos globalis
kérdések vizsgalata. Ehhez a matematikai elméletet egy preciz matematikai — logikai nyelv segitségével formalizaljak,
majd a logika eszkdzeivel vizsgaljak.

A logika targyalasahoz sziikség van egy leir6 nyelvre. Ennek a nyelvnek alkalmasnak kell lennie az allitasok pontos
leirasara és az allitasok kozotti logikai kapcsolatok megfogalmazasara. Az e feltételeknek eleget tevd nyelvet logikai
nyelvnek nevezziik.

A logikai nyelv els6 feladata az egyszer( allitasok leirasa. Az egyszert allitasokat kijelentd mondatokkal
fogalmazhatjuk meg, amelyekben individuumokrodl allitunk valamit.




A logikai nyelv masodik feladata a logikai 6sszekdt6k meghatarozasa. A logikaban egy- és kétvaltozos logikai
Osszekotoket hasznalnak.

Egy konkrét helyzetet leir6 logikai nyelvrdl elmondhatjuk, hogy a nyelv dbécéjének elemei a leirasban el6forduld
individiuumok neveinek dsszessége, az individuumvaltozok, az allitasok leirasahoz sziikséges predikatumok, a logikai
0sszekotok jelei és a kvantorok. A szintaxis a predikatumok és a miiveletek formai jegyeinek, a szemantika pedig ezek
tartalmanak meghatarozasat irja le.

Nyelv = abécé + szintaxis + szemantika

Az AR nyelv:

A struktara az <Ng;=;s,+,x;0> négyes
e Univerzuma: N
e Alaprelacioja : kétvaltozos: =
e Alapmiiveletei: egyvaltozos:s(x) (rakovetkezés)

kétvaltozos: + (0sszeadas), x (szorzas)

e Konstansa:0

A strukturat leird logikai nyelvet nevezziik Ar nyelvnek. Az Ar nyelv abécéjének
o logikan kiviili” (specialis) része:

Abécé <=:5,+x;,0>
Szignatara | (2;1,2,2;1)

o logikai” része:
Individuumvaltozok:x,y,z,. ..
Logikai 6sszekotok jelei:—,és,vagy,impli
Kvantorok:valamennyi,létezik

e Elvalasztojelek: ()



2. Tétel

Mit értiink matematikai struktaran? Hogyan lehet egy matematikai struktirat nyelvként felfogni? Mi a struktura tipusa?
Mi a nyelv tipusa? Miért fontos a tipus fogalma? Mi a szignatira. Miért az univerzum szamossaganak és nem az
elemeinek konkrét ismerete fontos. Adott nyelv és adott univerzum esetén, a bazis alapjan hogyan lehet megadni egy
interpretaciot?

Mit értiink matematikai strukturdn?

Def.: Legyen U tetsz6leges nemiires halmaz, R az U-n értelmezett relaciok, M az U-n értelmezett miiveletek
halmaza, C pedig U-beli elemek egy halmaza. Ekkor az <U; R; M; C> négyest (matematikai) struktiranak
vagy modellnek nevezziik.

Hogyan lehet egy matematikai struktirdt nyelvként felfogni?

Olyan leiré nyelvet kell definidlni, amelyekben minden strukttrabeli allitas leirhato, és a nyelv szintaxisa és

szemantikaja egymastol fiiggetlen.

Mi a struktira tipusa?

A strukturaban szerepld alaprelaciok és alapmiiveletek aritasanak(valtozéinak szama) és a konstansok db-szamanak

sorrendhelyes felsorplasa.

Mi a nyelv tipusa?

A nyelv tipusa a struktara tipusaval van 6sszhangban; a predikatum és a fiigvényszimbolumok aritasanak sorrendhelyes

felsorolasa.

Miért fontos a tipus fogalma?

A struktarakat és a formalizalt nyelveket tipusuk szerint egymashoz lehet rendelni ,ezért fontos a tipus foglama.

Mi a szignatura?

Def.: Legyen <U; R; M; C> egy struktura. Ha ReR és R: U" —{i,h}, akkor legyen v,(R)=n. Tovabba ha meM és

m: U"—U, akkor legyen v,(m)=n. v; pedig adja meg C elemeinek a szdmat. A (v, v, v3) harmast a struktira
szignatarajanak nevezzik.

pl.: Ar nyelv: <Ng;=;s,+,%,0>, (2;1,2,2;1)

Miért az univerzum szdmossdgdanak és nem az elemeinek konkrét ismerete fontos?

(-Az univerzum az elemek fajtajanak a megjelolésével nem a nyelv része, hanem a struktira értelmezési tartomanya. )
2997777

Adott nyelv és adott univerzum esetén, a bazis alapjan hogyan lehet megadni egy interpretdciot?
Bdzis:  (bazisnak nevezziik a formula itéletvaltozoinak egy rogzitett sorrendjét)
egy n-valtozos formula igazsagttablajaban a valtozok sorrendje.

pl.: (YVZA(Z=—>—X) formula; X,Y,Z bazis.
Vegyiik észre, hogy egy n valtozoés formula ig. tablaja egy b:{i;h}"—>{i;h} n-valtozés logikai
mivelet igazsagtablaja. A b miiveletet szokas a formulaval leirt miiveletnek is nevezni. A b
miivelet az {i;h}" halmazt két diszjunkt részre osztja. A b igazsaghalmazan {i;h}" azon
részhalmazat értjiik, mely elemihez b az i igazsagértéket rendeli, hamishalmazan pedig azt,
mely elemeihez b h igazsagértéket rendel.
Rogrzitett bazis esetén a formulahoz ilyen médon megadhaté miivelet egyértelmii, a miivelet
igaz-, illetve hamishalmazat ezért nevezhetjiik egyuttal a formula igaz-, illetve
hamishalamzanak.

Tehat, ha a X,Y,Z bazis , akkor elkézithejiik, az (Y vZ)A(Z=>—>—X) formula ig.tablajat:

(YVZ)A(Z=——X)
H

Y
i
i
h
h
i
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h
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Akkor a formula igazsaghalmaza: {(i,i,h),(h,i,i),(h,i,h),(h,h,i)} halmaz,

valamint a formula hamishalmaza: {(i,i,i),(i,h,i),(i,h,h),(h,h,h)} halmaz.

Tehat meg tudjuk adni az adott nyelv és az adott univerzum esetén, a bazis alapjan
a formula interpretacioit.



3. Tétel

Mit értiink itélet vagy allitas alatt? Milyen esetekben nem tekintiink egy mondatot allitasnak. Sorolja fel az alapeseteket.
Mire szolgal az itéletvaltoz6 és az individuumvaltoz6? Melyek a legfontosabb logikai 6sszekotdjelek? Mi a logikali
miivelet? Hany egy és kétvaltozds logikai miiveletet ismer? Mire valok ezek?

Mit értiink itélet vagy allitas alatt?
Olyan megallipitas, melyrél egyértelmiien eldonthed, hogy igaz vagy hamis.
Milyen esetekben nem tekintiink egy mondatot allitisnak. Sorolja fel az alapeseteket.
Egy mondat nem allitas, ha: 1. Az individuumleiras nem egyértelmiien hatarozza meg az individuumokat.
(pl.:Anna elég jol uszik.)
2. Nem létezik az individuum. (pl.:A magyar papa Bécsbe utazott.)
3. A mondat nem kijelentémonadt. (pl.:Siess!)
4. A mondat jovo0 ideju. (pl.: Anna haja holnap is szdke lesz.)
5. Nem donthe6 el az igazsagérték. (pl.:Es a festmény szép.)
6. Az 6nhivatkozast tartalmaz¢ allitasok. (pl.: Most nem mondok igazat.)
Mire szolgal az itéletvaltozo és az individuumvaltozé?
Individuumvaltozo: az individuumok halmazat (az univerzumot) futja be, tehat barmelyik individuum lehet az értéke.
pl.: Legyen az individuumhalmaz No;x,y,z individuumvaltozok és a relacio:
i(gaz) hazazxésy legkisseb k6zos tobbszorose,

R(xy,2)=
h(amis) egyébként.
Ennek megfeleléen R(2,3,6) egy igaz allitas.

[téletvdltozé: az allitasok halmazat futja be, beletartozik minden olyan szimbdlum (pl.: R,S,...), mely az {i,h}halmazbol
vesz fel értéket. Lehet 6ket masnéven logikai valtozoknak is hivni, mert értékiiket [L-bol veszik fel.
Melyek a legfontosabb logikai 6sszekotéjelek?

—  negacid

A konjunkcio

v diszjunkcid

= implikacio

< ekvivalencia

Mj.: a logikai 6sszekotbjelek azok a logikai miiveletek, amik az emberi gondolkodasban megszokott
kapcsolatokat fejezik ki az allitdsokkal kapcsolatosan.

Mi a logikai miivelet?
A logikai miiveletek olyan allitasok, amelyek kdzti miivelet, mely érteke (eredménye) igazsagérték, és ez az eredmény
kizaroélag az adott miivelet argumentumaban 1évé allitasok igazsagértékétol fiigg.

1 2 3 4 1. és a 4. nullvaltozos miveletek vagy masnéven konstans fliggvények.
P i P |l_p| h 2. és a 3. egyvaltozos miiveletek.
i i i h h Logikai 6sszekotdjelként csak a 3. miivelet hasznalatos ez a — vagyis a tagadas.
h i h i h

Hany egy és kétvaltozos logikai miiveletet ismer? Mire valok ezek?

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. | 11. | 12. | 13. | 14. | 15. | 16.

XY | Al Vv i iolo|e | l | =2 e || X |=X| Y |aY ] i h
i i i i i i h h h h i h i h i h i h
i h h i h h i i h i i h i h h i i h
h i h i i h i i h h h i h i i h i h
h h h h i i h i i h i h h i h i i h

A kévetkezo logikai jelek szerepelnek a fenti tabldzatban, mint logikai 0sszekétok:

— negacio —nem igaz, hogy... egyvaltozos

A konjunkcid —...6s... kétvaltozos

\Y diszjunkcio —>...vagy... kétvaltozos

= implikacio —ha...,akkor... kétvaltozos

= ekvivalencia —...akkor és csak akkor, ha... kétvaltozos

@ kizaré vagy —vagy..., vagy.... kétvaltozos

| Sheffer-vonas  —...és... koziil legalabb az egyik sem kétvaltozos

2 Pierce-vonds ~ —»sem...,sem... kétvaltozos



4. Tétel

Mit értiink egy formulénak adott I interpretacioban valé Boole értekelésén (igazsagkiértekelésén)? Milyen eleme az
igazsagkiértékelés az itéletlogikanak? Mit ad meg egy igazsagtabla? Mi az igazsagértékelés fiiggvény (@A, (pAh)'?
Hogyan kapcsolodik egymashoz az igazsagértékelés, az igazsagtabla, az igazsagkiértékelés és az interpretacio?

Mit értiink egy formuldnak adott I interpretacioban valé Boole értékelésén (igazsagkiértékelésén)?
Def.:(0g szemantikaja) og-beli formulak I interpretacidbeli Boole-értékelése a kovetkez6-szerkezeti indukeio elve
szerint definialt- B;: ap— {i,h} fliggvény:
1. ha A primformula, akkor B,(A) legyen I(A),
2. Bi(—A) legyen — B,(A),
3. B|(AAB) legyen B,(A)A B((B),
4. B|(AvB) legyen B\(A)v B(B),
5. Bi(A=B) legyen B,(A)= B,(B).
Figyelem!!!
Roévidebben: a.) ha A primformula, akkor B,(A)=1(A)
b.) Bi(=A)=—Bi\(A)
Bi(AoB)= B,(A)oB(B)
Milyen eleme az igazsagkiértékelés az itéletlogikanak?
o Szemantikaja
Mit ad meg egy igazsagtabla?
Megmondja az egyes logikai 6sszekotéjelek igazsagértékét.
Def.: A egy formula; Py,...,P, pedig benne szerepl§ itéletvaltozok. Az A formula igazsagtablaja egy olyan tablazat
melynek fejlécében a formulaban szereplé minden egyes itéletvaltozo és a formula neve all. A tablazat egyes soraiban
az itéletvaltozokhoz logikai értékeket rendeliink. Az A formula oszlopaban pedig az szerepel, hogy az adott
interpretacioban az A formula igaz vagy hamis-e.
Mi az igazsagértékelés fiiggvény (A, pA")?
Def.:Egy A n-valtozos formula jelentése-rogzitett bazis esetén- a formuléval leirt ba:{i,h}"—>{i,h} n-valtozos logikai
miivelet, ahol az itéletvaltozokat interpretal6 igazsagérték n-esek a formula A'-val jelolt igaz. vagy A"-val jelolt
hamishalmazaba tartoznak. Az itéletlogikai formulak szemantikaja ezek utan megadhato6 ugy is, hogy megadunk egy
olyab fiiggvényt, amelyik minden formuldhoz a formula igazsdghalmazat , vagy épp a formula hamishalmazat rendeli.
Ez az igazsagértékelés fiiggvény.
Def.: Legyen A tetszbleges itéletlogikai formula. Hatarozzuk meg A-hoz az interpretacidira vonatkozé @A’ és pA"
feltételeket a szerkezeti rekurzid elve szerint:
1. Ha A primformula, a @A' feltételt pontosan azok az I interpretaciok teljesitik, amelyekben I(A)=i,
a pA" feltételt pedig pontosan azok, amelyekben I(A)=h.
2. A ¢(—A)' feltételek pontosan akkor teljesiilnek, ha teljesiilnek a (pAh feltételek.
3.A (p(A/\B)f feltételek pontosan akkor teljesiilnek, ha a q)Af és a pB' feltételek egyiitesen teljesiilnek.
4. A o(AvB)' feltételek pontosan akkor teljesiilnek, ha a pA'vagy a ¢B' feltételek teljesiilnek.
5. A p(A=B)' feltételek pontosan akkor teljesiilnak, ha a pA"vagy a B feltételek teljesiilnek.
Hogyan kapcsolédik egymashoz az igazsagértékelés, az igazsagtabla, az igazsagkiértékelés és az interpretacié?
Mindegyik arra szolgal, hogy formularol meghatarozzuk, hogy milyen esetekben lesz igaz vagy hamis értékd.



5. tétel

Ismertesse az itéletlogikat leird nyelvet (ABC, szintaxis, szemantika). Mi a viszonya ennek az L elsérendi nyelv Ly

nulladrendi résznyelvéhez. Mi a nyelv tipusa, szintaxisa és szemantikaja altalaban? Miért kell rogziteni a feldolgozas
sorrendjét az implikacios lancban?

A legegyszerlibb logikai nyelv az itélet- vagy allitas-logika nyelve.

A nyelv ABC-je:

-itélet- vagy allitasvaltozok (az allitasok szimbolizaldsara). Esetenként logikai valtozonak is nevezziik ezeket a
valtozokat. Jelolés: X,Y,Z...(indexelt valtozatuk is).

-logikai 6sszekotbjelek: —, A, v, D vagy a jegyzetben még —, esetleg <.

-elvalasztojelek: (és)

Szintaxis: A nyelvtanilag helyes mondatok szerkesztési szabalyai.

Szemantika: A nyelv mondatainak értelmezése.

Az itélet- vagy allitaslogika szintaxisa:

A nyelvtanilag helyes mondatok a jo! formdalt formulak (jff).

1.X itéletvaltoz6 jff. (primformula)

2.Ha A, B jff-k, akkor (A), —A, (AAB), (AvB), (AoB), (A<B) jff-k.

3.Minden jff az 1,2 véges sokszori alkalmazasaval all el6.

Szerkezeti indukcio elve.

Lo minden formuléja T tulajdonsagu.

(alaplépés) minden primformula T tulajdonsagq.

(indukcios 1épés)

Ha Ae L, T tulajdonsagu, akkor —A is T tulajdonsaga

Ha A ¢és Be Ly T tulajdonsagt, akkor AoB is T tulajdonsagu

Egyértelmii elemzés.

Minden formuléjara pontosan az egyik igaz

-A formula primformula

-A formula egy egyértelmiien meghatarozott Lo—beli formula negaltja

-A formula az egyértelmiien meghatarozhato A és B formulakbol a o logikai miivelettel eléallitott AoB formula
Logikai miiveletek prioritasa. Formulaszerkezet. Részformula: egy formula részformulaja a benne eléfordulé olyan
Osszefliggo jelsorozat, amely maga is itéletlogikai formula. K6zvetlen részformula - legsziikebb részformula vagy a
logikai miivelet hataskore.

A primformulanak nincs kdzvetlen részformuldja.

A —A kozvetlen részformulaja: A.

Az (AoB) kozvetlen részformulai az A (baloldali) és a B (jobboldali).

A formulak tipusanak megallapitasa (negacios, diszjunkcios, konjunkcids, implikacios...).

Formula szerkezeti faja. Zarojelelhagyas. — kdzvetlen részformulék ebben az esetben.

— hataskore tdle jobbra a vele azonos szinten 1évo elsd logikai 6sszekotdjelig 1€vo részformula.

o kétvaltozods logika miivelet hataskore a tdle jobbra és balra az els6 nala kisebb prioritasu logikai 6sszekotéjelig 16vo
részformula.

Szerkezeti rekurzio elve.

Pontosan egy az Ly-on értekmezett F fiiggvény van, amelynek

(alaplépés) értékeit rogzitjiik minden primformulara és megmondjuk, hogy.

(indukcios 1épés)

- a —A-n felvett értéke az A-n felvett értékébol, illetve

-az (AoB)-n felvett értéke az A-n és a B-n felvett értékekb6l hogyan szarmaztathato.

A B formula logikai dsszetettségét a szerkezeti rekurzioval definialjuk. L(B)

1. Ha B primformula. Akkor L(B)=0.

2. az L(—B) legyen L(B)+1.

3. az L(BoD) legyen L(B) + L(B)+1.

Diszjunkciés, konjunkciés formulalanc - asszociativitas - tetszéleges zardjelezéssel wff alakava tehet. Implikaciés
formulalancra a jobbrol balra zarojelezés konvencio érvényes.

Szemantika: Az itéletlogika nyelvének interpretacidja egy 1:V, —{i, h} fiiggvény

(az itéletvaltozok kiértékelése = igazsagkiértékelés).

Egy n-véltozos Q formula valtozoi igaz vagy a hamis értéket vehetnek fel, ezek minden értékkombinaciojahoz a
formula helyettesitési értéke hozzarendeli az igaz vagy a hamis értéket (igazsagtabla). Ez azt jelenti, hogy a Q n-
valtozos formula egy

{i.h}" —{i,h} leképezést ir le.

Az 6sszes interpretacié megadhato, adott bazis esetén szemantikus faval.

Definicié. EQy n-vdltozos szemantikus fa egy n-szintii binaris fa, ahol a szintek a bazisbeli valtozoknak vannak
megfeleltetve. Egy X valtoz6 szintjén a cstucsokbol kiindulo élparokhoz X, —X. cimkéket rendeliink. X jelentése X igaz,



—X jelentése X hamis. Igy egy n- szintii szemantikus fa 4gain az 6sszes (2" ) lehetséges igazsagkiértékelés (|
interpretacio) megjelenik.
Szemantikus fa az X, Y, Z logikai valtozokra, mint bazisra:

Y
4 V4

hhi  hhh

Legyen A egy tetszleges n-valtozos itéletlogikai formula. Az altala leirt {i.h}" —{i,h} leképezés megadasa
igazsagtablaval a gyakorlati alkalmazéasokban kivihetetlen.

Az itéletlogika szemantikdja a felhasznalasorientalt targyalasban Az igazsagértékelés. Ez egy rekurziv modszer arra,
hogy egy formuldhoz,az igazsagtabla felirdsa nélkiil, hozzarendeljiik annak jelentését oly modon, hogy megadjuk
minden formulafajtira a @A'és a (pAh feltételt amelyeknek pontosan azok az interpretaciok tesznek eleget amelyekben
I (A) igaz, illetve hamis.

Ugyanez a tétel masképpen:

Az itéletlogika (nulladrendii logika) nyelve (L, ez része az L elsérendii nyelvnek): Nulladrendii nyelvnek nevezziik azt
a logikai nyelvet, ahol a nyelvi eszkdzokbdl csak az egyes individuumokra (amikre vagy akikre az allitas vonatkozik)
vonatkoz6 allitasok fogalmazhatok meg. Ez a nyelv harom részre bonthatd: abécére, szintaxisra és szemantikara.

Az nyelv abécéje (Vo) egyszeri elemekbdl all, ugy mint elvalaszto jelekbdl ( () ), itéletvaltozokbol (A, B, C, ..., X, Y,
Xi...)(ele: V), konstansokbol (igaz, hamis), valamint miiveleti jelekbdl, Gsszek6tékbbl (— negacio; A és; ¥ vagy; —
vagy o implikacio; <> vagy = ekvivalencia). A miiveleti jeleket erésségiik (prioritas) szerinti sorrendben (precedencia)
irtam fel. Ezeket az elemeket 6sszefoglalva betliknek, az ezekbdl allo véges sorozatokat pedig szavaknak nevezziik.
Ebbdl a formalis nyelv az dbécé elemeibdl alkotott szavak egy részhalmaza, az ide tartozo szavakat kifejezéseknek
nevezziik.

A nyelv szintaxisa (nyelvtan) megmutatja, hogy mely szavak a nyelv kifejezései, és ezekre milyen szabalyok vannak,
definici6 szerint négy darab. Az elsé az, hogy minden itéletvaltozo itéletlogikai formula is egyben, ezeket a formulakat
atomi- vagy primformulaknak nevezziik. A masodik az, ha A egy itéletlogikai formula, akkor —A is az (itt —A kozvetlen
komponense A). A harmadik azt mondja ki, hogy ha A és B itéletlogikai formulak és ° binér logikai 6sszekotdjel (Iehet
A Y, o, =), akkor ( A °» B) is itéletlogikai formula (itt ( A ° B ) kozvetlen komponense A és B). Végiil az utolso szabaly
szerint Minden itéletlogikai formula az el6z6 harom szabaly véges sokszori alkalmazasaval all el6.

Ide tartozik még harom fontos tétel.

Az els6 a Szerkezeti indukci6 elve, amely azt mondja ki, hogy Ly minden formulaja T tulajdonsagu, ha minden
primformula T tulajdonsagu. De ez csak akkor igaz, ha van olyan A € Ly, ami T tulajdonsagu, akkor —Ais T
tulajdonsagu, illetve ha van olyan A, B Lg T tulajdonsaguak és ° binér logikai 6sszekotdjel, akkor (A°B)is T
tulajdonsagu.

A masodik Az egyértelmii elemzés tétele, mely szerint Ly minden formulajar6l elmondhaté, hogy VAGY primformula,
VAGY egy egyértelmiien meghatarozhatd Ly-beli formula negaltja, VAGY pedig egy egyértelmiien meghatarozhatd Lo-
beli A és B formulak és ° binér logikai 6sszekotdjel felhasznalasaval eléallitott ( A ° B ) alaki formula.

A harmadik pedig a Szerkezeti rekurzi6 elve, amely kimondja, hogy pontosan egy olyan Lo—on értelmezett F fiiggvény
van, amelynek értékeit Lo primformulaival adjuk meg, és hogy az F ~A-n felvett értéke az A-n értékbdl, illetve (A - B
)-n felvett értéke (ahol ° binér logikai dsszekotdjel) az A-n és a B-n felvett értékbdl hogyan szarmaztathato.

A nyelv szemantikajaval (jelentéstan) hatarozzuk meg, hogy mik is a kifejezések jelentései. E18szor is definialnunk kell
az interpretacid fogalmat. Ha megmondjuk, hogy egy formulaban az itéletvaltozoknak (vagy csak egy adott
itéletvaltozonak) mi az igazsagértéke (igaz vagy hamis), azzal meghatarozhatjuk a formula igazsagértékét is. Ezekez a
meghatarozott (tetszéleges) értékadasokat nevezziik interpretacionak, amit I-vel jeloliink. Ekkor tulajdonképpen
Mindezek utan a szemantika definici6 szerint Ly—beli formulék | interpretaciobeli igazsagértékelése (Boole-értékelése)

a By: Lo—>{i, h} (szerkezeti rezolucioval definialt) fliggvény, ahol harom szabaly 1ép fel. Ha A primformula, akkor B,
(A) legyen I(A), B, (—A) legyen =B, (A), valamint Bi( A ° B)) legyen B, (A) ° B, (B).

Itt kiilon figyelmet kell szentelniink arra, hogy milyen sorrendben szeretnénk feldolgozni az implikécios lancot, mert
ennek elmulasztasaval teljesen mas értékek johetnek ki adott interpretacioban, azaz ugyan arra a formulara kijohetne
igaz és hamis érték egyarant, raadasul mindez megkiilonbdztethetd feldolgozasi modszerekkel (kiilonbdzo sorrendben).



6. Tétel

Mi a jolformalt formula definicidja az itéletlogikaban? Mit ir le egy ilyen formula? Héany leképezést lehet definialni n
itéletvaltozo felett? Milyen eleme a jolformalt formula fogalma az itéletlogikdnak?

Az itéletlogika nyelve —szintaxis ( o, Szintaxisa)

A nyelvtanilag helyes mondatok a jo! formalt formulak (jf) [well formed formula (wff)]
1. X itéletvaltozo jff. (primformula)

2. Ha A, B jff-k, akkor (A), —A, (AAB), (AvB), (AoB), (A-B) jff-k.

3.Minden jff az 1,2 véges sokszori alkalmazasaval all el6.

Ki kell egésziteni!!!1!1!11!11!!!] TK 46.-oldaltol!!!!!
FONTOS: AZ ELSORENDBELI JFF NEM U.A,
MINT AZ ITELETLOGIKABAN




7. Tétel

Mit értiink formalizalas alatt az itéletlogikaban? Milyen lehetdségek vannak egy formula altal leirt leképezés
megadasara? Mit jelent az, hogy egy formula leir egy leképezést? Mit jelent az, hogy adott leképezéshez megadunk egy
azt leir6 formulat? Formalizalja az IF-THEN és az IF-THEN-ELSE mukddését.

Mit értiink formalizalas alatt az itéletlogikaban?
Legyen adott egy kdznapi vagy matematikai probléma, mely csak individumokra vonatkoz6 allitasokat (itéletlogikai
allitasok) tartalmaz. Tekintsiik 4t az ilyen problémak itéletlogikai formulakkal vald leirasanak folyamatat. A problémat
altalaban természetesnyelven leirt egyszerii vagy Osszetett kijelentdmondatokkal adjak meg.. Minden allitast kifejezo
egyszeril mondat helyett bevezetiink egy-egy allitasjelet. Egy Osszetett mondtot, amennyiben nem mellérendelt
egyszerti mondatok kapcsolata, analizalunk, és atalakitjuk az eredeti mondattal azonos értelmi, de egyszeri
mondatokbol olyan nyelvtani 6sszekotokkel felépitett mondattd, ahol a nyelvtani 6sszekdtok egyben logikai 6sszekdtok
is. Ezutan az allitasjeleket a logikai 6sszekotoknek megfeleld jelekkel 6sszekapcsolva kapjuk a problémat vagy
megallapitast leird dsszetett itéletlogikai allitast. Ebben kicserélve az allitasjeleket itéletvaltozokkal nyerjiik az
itéletlogikai formulat.
P1.:”Panni, Robi és Sanyi késziilnek a vizsgara.”

Ez a kijelent6 mondat 3 allitas — x késziil a vizsgara (ahol x lehet Panni, Robi és Sanyi valamelyike) —egyilittes

bekovet kezését jelenti.

Jelolje P,R,S rendre a kovetkezé mondatokat:

“Panni késziil a vizsgara” ; “Robi késziil a vizsgara” ; “Sanyi késziil a vizsgara”

A formalizalt mondat PARAS ¢és a megfeleld itéletlogikai formula: XAYAZ.

Az eredmény egy konjunkcios formula(lanc).
Milyen lehetdségek vannak egy formula altal leirt leképezés megadasara?

Mit jelent az, hogy egy formula leir egy leképezést?
Mit jelent az, hogy adott leképezéshez megadunk egy azt leiré formulat?

Formalizalja az IF-THEN és az IF-THEN-ELSE miik6dését.
A programozasi nyelvekben feltételes utasitasoknak (kapcsoloknak) nevezziik az
IF <feltétel> THEN <utasitas(ok)>
és az
IF <feltétel> THEN <utasitas(ok)> ELSE <utasitas(ok)>
szerkezetil utasitasokat.
A program irasakor <feltétel> helyére egy F itéletlogikai formula keriil, amelyben az itéletvaltozok igazsagértéke az
utasitas végrehajtasakor adott. Az <utasitas(ok)> helyére a programozé konkrét p, p1, p, végrehajtando
programutasitas(oka)t ir (ezek tehat nem allitasok). Vezessiik be a

i(gaz) ha az x programutasitasok végrehajtodnak,
V(X)<
h(amis) egyébként.
relaciot. Ekkor a két feltételes utasitas értelmezése: “IF F THEN V(p)” és az “IF F THEN V(p,) ELSE V(p,)”.
Formalizaljuk a két utasitas milkodését, azaz adjunk meg olyan formulakat, amelyek pontosan leirjak az utasitasok
mitkodését.
Az ”IF F THEN V(p)” miikodését az
(Fv V(p))v(=FA V(p))
formula és az “IF F THEN V(p,) ELSE V(p,)” miikodését az
(FAV(p1)A=V (p2))V(=FA=V(p1)AV(p2)
formula irja le.

HIANYOS!!!!!



8.a. Tétel

Mi egy formula igazsagtablaja és igaz halmaza? Milyen specialis tulajdonsagti formulékat ismer az altaluk leirt
leképezést tekintve? E specialis formulak igazsagtablaja alapjan felirhat6-e mind a KDNF mind a KKNF?

Mi egy formula igazsagtablaja és igaz halmaza?

Formula igazsagtablaja:
Def,.: Azt, hogy milyen igazsagértéket rendeliink egy formulahoz a kozvetlen részformulak igazsagértékének

figgvényében , kiolvashatjuk a logikai miiveletek miivelettablaibol, amelyeket — mivel igazsagértékeken
hajtjuk végre a miiveleteket — igazsagtablanak nevezziik.

Def,.:Egy n-véltozos formula esetén egy 2" sorbél 4llo tablazat; fejlécében a formulaban szerepld
itéletvaltozok, alattuk az oszlopaikban az igazsagértékek; a formula oszlopaban az itéletvaltozok
igazsagértékei altal meghatarozott igazsagértékek szerepelnek.

Formula igaz halamza:

Def..Egy x formula igazsaghalmazan {i,h}" azon részhalmazat értjiik, mely elemeihez x az i igazsagértéket
rendeli. Rogzitett bazis esetén a formulahoz ilyen modon megadhat6 miivelet egyértelmdi, a miivelet
igazhalmazat ezért nevezhetjiik egyuttal a formula igazsdghalmazanak.

Milyen specialis tulajdonsagu formulikat ismer az altaluk leirt leképezést tekintve?

negacios, konjunkcios, diszjunkcios, implikacios formula, valamint elsérendben univerzalis és egzisztencialis
konjunkcios, diszjunkcios, implikacios lancformula

E specialis formulak igazsagtablaja alapjan felirhaté-e mind a KDNF mind a KKNF?

1. 2. 3. 4,

X Y —X XAY XvY X=Y
i i h i i i
i h h h i h
h i i h i i
h h i h h i

1. formula KKNF-je: (=X)v(=X)
1. formula KDNF-je: (=X)A(=X)

2. formula KKNF-je: (=XAY)v(XA=Y)Vv(XAY)
2. formula KDNF-je: (XvY)

3. formula KKNF-je: (XAY)
3. formula KDNF-je: (XvY)A(Xv=Y)A(=XVY)

4, formula KKNF-je: (—XAY)
4. formula KDNF-je: (XvY)A(=XVY)A(=Xv=Y)

Tehat felirhato.



8. tétel

Mi egy formula igazsagtablaja és igaz halmaza? Milyen specialis tulajdonsagti formulékat ismer az altaluk leirt
leképezést tekintve? Lehet-e tobb formula igazhalmaza ugyanaz? Ha igen, akkor mi ennek a feltétele? Megkaphato-e
tetsz6leges Fy ,F, formulara az F; AF, igazhalmaza az F, ,F, igazhalmazabdl?

Mi egy formula igazsagtablaja és igaz halmaza?
Formula igazsagtablaja:

Def,.: Azt, hogy milyen igazsagértéket rendeliink egy formulahoz a kozvetlen részformulak igazsagértékének
figgvényében , kiolvashatjuk a logikai miiveletek miivelettablaibol, amelyeket — mivel igazsagértékeken
hajtjuk végre a miiveleteket — igazsagtablanak nevezziik.

Def,.:Egy n-véltozos formula esetén egy 2" sorbél 4llo tablazat; fejlécében a formulaban szerepld
itéletvaltozok, alattuk az oszlopaikban az igazsagértékek; a formula oszlopaban az itéletvaltozok
igazsagértékei altal meghatarozott igazsagértékek szerepelnek.

Formula igaz halamza:

Def.:Egy x formula igazsdghalmazan {i,h}" azon részhalmazat értjiik, mely elemeihez x az i igazsagértéket
rendeli. Rogzitett bazis esetén a formuldhoz ilyen médon megadhat6 miivelet egyértelmii, a miivelet
igazhalmazat ezért nevezhetjiik egyuttal a formula igazsaghalmazanak.

Milyen specialis tulajdonsagu formulikat ismer az altaluk leirt leképezést tekintve?

negacios, konjunkcios, diszjunkcios, implikacids formula, valamint elsérendben univerzalis és egzisztencialis
konjunkcios, diszjunkcios, implikacios lancformula

Lehet-e tobb formula igazhalmaza ugyanaz?

Rogzitett bazis esetén nem lehetséges, mert rogzitett bazis esetén a a formulahoz megadhaté miivelet egyértelmi a
definicio alapjan.

Ha igen, akkor mi ennek a feltétele?

A formula valtozdi ne alkossanak rogzitett bazist.

Megkaphato-e tetszéleges F, ,F, formulara az F; AF, igazhalmaza az F; ,F, igazhalmazabél?

Igen.

Mert, ha tudjuk, hogy a két formula kiilon-kiilon hol igaz, akkor ott, ahol mind a két formula egyszerre igaz, ott az
F1AF2 is igaz igy, és igy adva van F1AF2 igaz halamaza is.




9. Tétel

Mit jelent az, hogy egy adott igazsagkiértékelés kielégit egy F formulahalmazt? Mi az igazsagkiértékelés? Definialja a
tautologia, a kielégithetd formula, a kielégithetetlen formula fogalmakat és a szemantikus kdvetkezmény fogalmat.

Mit jelent az, hogy egy adott igazsagkiértékelés kielégit egy F formulahalmazt?
Egy o igazsagkiértékelés akkor elégit ki egy F formulahalmazt, ha a formulahalmaz minden eleme igaz értéket vesz fel
a o igazsagkiértékelésre. Jel.: o|=F
Mi az igazsagkiértékelés?
(Igazsagkiértékelés masnéven Boole-értékelés)
Def.: (L, szemantikaja) L, —beli formulak I interpretaciobeli Boole-értékelése a kovetkezé — a szerkezeti
rekurzi6 elve szerint definialt - B,:L, — {i,h} fliggvény:
1. ha A primformula, akkor B, (A) legyen I(A),
2. B (—A) legyen —B, (A),
3. B, (AAB) legyen B, (A)A B, (B),
4. B, (AvB) legyen B, (A)v B, (B),
5. B, (A=B) legyen B, (A)= B, (B).
Figylem!!! —,A,V,= a definicidban a bal oldalon az itéletlogika nyelvi abécéjének szimbdluma,
a jobb oldalon pedig logikai miiveletek.
Definidlja a tautolégia, a kielégithet6é formula, a kielégithetetlen formula fogalmakat és a szemantikus
kovetkezmény fogalmat.
Tautologia: Az A formula tautoldgia, ha —A kielégithetetlen.
Kielégithet6 formula: Az A formula kielégithetd, ha 3 olyan interpretacid, amire A értéke igaz. Egy ilyen interpretaciot
A modelljének neveziink.
Kielégithetetlen formula: Ha A-nak nem létezik modellje.
Szemantikus kdvetkezmény: Legyen F az L, nyelv formulainak tetszoleges halmaza és B egy tetsz6leges formula. B
tautologikus kovetkezménye F formulahalmaznak, ha F minden modellje B-nek is modellje. F formulai a
feltételformulak/premisszak. B a kovetkezményformula/konkluzié. Jeldlés: Fl=,B




10. Tétel

Mi a funkcionalisan teljes miivelethalmaz? A logikai 6sszekotéjelek mely részhalmazarol tudja kozvetleniil eldonteni,
hogy az funkcionalisan teljes? A logikai 6sszekotdjelek mely egyéb részhalmazai alkotnak funkcionalisan teljes
miivelethalmazt? Ezt bizonyitsa is.

Kérdés: mi a funkcionalisan teljes miivelethalmaz?

Definici6: a logikai dsszekétdjelek egy halmazat funkcionadlisan teljes miivelethalmaznak nevezziik, ha e logikai
Osszekotdjel-halmaz elemeinek felhaszndlasdval tetszéleges {i,h}"—{in} leképezéshez konstrudlni lehet a
leképezest leiro jol formalt formulat.

Az 6t logikai 6sszekdtd jel (—,A,v,<>,D) mint miivelethalmaz funkciondlisan teljes. Azaz (a definicid szerint)
barmely {i,h}"—{i,n} leképezés leirhat6 az 6t logikai dsszekdtdjelet tartalmazo jol formalt formulaval.

Kérdés: a logikai dsszekdtdjelek mely részhalmazai alkotnak funkcionalisan teljes miivelethalmazt?

Allitas: az ilyen formulak leiraséhoz nincs is sziikség mindegyik logikai dsszekotéjelre, tehat a {—,A,v}, {—,A}
{— v}, {— >} mivelethalmazok kiilon-kiilon alkalmasak az el6bb emlitett célra, azaz ezek mindegyike
funkcionalisan teljes miivelethalmaz.

Bizonyitas:

I. {—,A,v} funkcionalisan teljes: a kovetkezd két algoritmussal létrehozhatunk olyan kitiintetett diszjunktiv
normélfat (KDNF), illetve Kkitiintetett konjunktiv normalfit (KKNF), amelyek tetszéleges {ih}"—{i,n}
leképezést irnak le.

1.KDNF eléallitasa:
a)Tekintsiik az o={i,h}"—>{i,n} leképezés igazsagtablajat. Legyenek Xi, Xy, .., X, az
igazsagtablaban szerepld itéletvaltozok.
b) Jeloljiik meg az igazsagtablaban azokat a sorokat, ahol o igaz.
c¢)Minden megjeldlt sorhoz rendeljiink hozza egy k=X A X2 A ... A X,  teljes elemi
konjunkciot, amelyben X;” legyen x;, ha X; abban a sorban igaz, —x;, ha x; abban a sorban
hamis (i=1 ... n).
d) A kapott teljes elemi konjunkciokat flizziik diszjunktiv lancca.

Az igy létrejott diszjunkcid az o leképezést leiro KDNF, ugyanis lathatjuk, hogy ke csak az
igazsagtabla hozzatartoz6 soranak megfeleld igazsagértékelésre igaz, és ezért a végsé KDNF
pontosan azokban az igazsagértékelések mellett igaz, amelyekre a. is igaz.

2. KKNF eléallitisa:

a) Tekintsiik az a={i,h}"—{i,n} leképezés igazsagtablajat. Legyenek xi, Xy, ..., X, az igazsagtablaban
szerepld itéletvaltozok.

b) Jeloljik meg az igazsagtablaban azokat a sorokat, ahol o hamis.

¢) Minden megjelolt sorhoz rendeljiink hozza egy ke=X;” v Xz’ Vv ... v X;’ teljes elemi diszjunkciot,
amelyben x;” legyen x;, ha x; abban a sorban hamis, —x;, ha x; abban a sorban igaz (i=1 ... n).

d) A kapott teljes elemi diszjunkciokat fiizziik konjunktiv lancca.
Az igy létrejott konjunkcid az a leképezést leir6 KKNF, ugyanis lathatjuk, hogy ke csak az
igazsagtabla hozzatartoz6 soranak megfeleld igazsagértékelésre hamis, és ezért a végsé KKNF
pontosan azokban az igazsagértékelések mellett hamis, amelyekre o is hamis.

Il. Abbol, hogy {—,A,v} funkciondlisan teljes, kovetkezik, hogy {—,A}, {—.Vv}, {—,>} miivelethalmazok is
funkcionalisan teljesek. Ugyanis a halmazokbol hianyz6 miiveletek leirhatok a helyette szerepld(k)
segitségével a kovetkezképpen:

L:XvY==(—-XA=Y)

2. XAY =(=XvaY)

3 XvY==XDY
XAY=(X>4Y)

B



11. Tétel

Lassa be, hogy a {—,A,v} logikai 6sszekdtdjelek funkcionalisan teljes miivelethalmazt alkotnak. Definidljaa 0. és 1.
rendii kl6z fogalmat. Milyen altalanos érvényl helyes kovetkeztetési formakat ismer?

Lassa be, hogy a {—,A,v} logikai dsszekotdjelek funkcionalisan teljes miivelethalmazt alkotnak.
Logikai miiveletek egy halamza funkcionalisan teljes halmaz, ha ezen miiveleteknek megfelel6 logikai 6sszekotd
jeleknek és itéletvaltozoknak a felhasznalasaval barmilyen [Ln—IL logikai miiveletethez meg lehet konstrualni egy a
miiveletet leiré formulat.
{—,A,v} funkcionalisan teljes 1d. KKNF és KDNF
Definialja a 0. és 1. rendii klé6z fogalmat.
0. rendii kloznak, masnéven elemi diszjunkcionak nevezziik az egységdiszjunkcio és a kiilonbdzo alapu literalok
diszjunkcigjat.
1. rendii kloznak nevezziink egy olyan zart Skolem-formulat, amelynek a magja elsérendi literalok diszjunkcidja.
Magyardzat:
Literal:egy primformula, vagy annak negaltja
Egy literalt esetenként egységkonjunkcionak vagy egységdiszjunkcionak (egységkloznak) neveziink.
Milyen altalanos érvényii helyes kovetkeztetési formakat ismer?
Legyen {A,,...,A,} tetsz6leges formulahalmaz, és B egy formula. Az ({Ay,..,An},B) part kovetkeztetésformanak
nevezziik. Az ({Ay,...,Aqn},B) par helyes kovetkeztetésforma, ha {A;,...,An} kielégithetd és {Ay,...,An}=oB.
igy a kovetkezd kovetkeztetés formak igazak:

1. levalasztasi szabaly, vagy modus ponens ({A=B,A},B)

2. kontrapozicié vagy modus tollens ({A=B,—B}—A)

3. reductio ad abszurdum ({A=B,A=—-B}—A)
4. indirekt bizonyitas ({—-A=B,—~A=-B}A)
5. feltételes szillogizmus ({A=B,B=C},A=C)
6. kovetkeztetés esetszétvalasztassal ({AvB,A=C,B=C},C)
7. modus tolledo ponens ({AvB,—A},B)

8. modus ponendo tollens ({A®B,A},—B)

9. v-ra vonatkozo kovetkeztetésformak ({A},AvB) és ({B},AvB)
10. A-re vvonatkoz6 kovetkeztetésformak ({A,B},AAB)

11. =-re vonatkozo6 kdvetkeztetésformak ({B},A=B)

12. ——-re vonatkozo kovetkeztetésformak {——A}A) és ({A},——A)



12. Tétel

Definialja nullad- és elsérendben a literallal, a diszjunkcidval, és a konjunkcioval kapcsolatos fogalmakat. Definialja a
kiilonb6z6 normalformakat. Miért fontosak a normalformak?

Definidlja nullad- és elsorendben a literdllal, a diszjunkcioval, és a konjunkcioval kapcsolatos fogalmakat!

e Literal: Egy primformulat (primvaltozot) vagy annak a negaltjat k6zos néven literalnak neveziink. A
primformulat a literal alapjanak hivjuk. Egy literalt esetenként egységkonjukcionak vagy éppen
egységdiszjunkcionak (egységkloznak) is fogunk nevezni.

e Diszjunkcio: v miveleti jel, a neve diszjunkeié. Logikai 0sszekotoként ... vagy ... A ,,P vagy Q” allitas
jelolése P v Q. jelentése P v Q akkor és csak akkor igaz, ha P és Q koziil legalabb az egyik igaz, illetve
akkor és csak akkor hamis, ha P is és Q is hamis. Ebbél az értelmezésbol lathatod, hogy ez a miivelet a
,megenged6 vagy”, bar az elnevezés a , kizard vagy”-ra utal.

o Elemi diszjunkcioé: Az elemi diszjunkcio vagy mas néven kloz az egységdiszjukcid és a kiilonbozo alapt
literalok diszjukcioja.

o Teljes diszjunkcié: Egy elemi diszjunkcid teljes egy n valtozos logikai miiveletre nézve, ha mind az n
itéletvaltozo alapja valamely literaljanak.

e Konjukcié: A A miiveleti jel neve konjukcié. Logikai 6sszekotoként ... és ... A P és Q” allitas
jelolése: P A Q, jelentése : P A Q akkor és csak akkor igaz, ha P is és Q is igaz, illetve akkor és csak
akkor hamis, ha P és Q koziil legalabb az egyik hamis.

o Elemi konjukcio: Az elemi konjukcio az egységkonjukcio és a kiilonb6zo alapu literalok konjukcidja.

o Teljes konjukcio: Egy elemi konjukcio teljes egy n valtozds logikai miveletre nézve, ha mind az n
itéletvaltozo alapja valamely literaljanak.

Definialja a kiilonbozo normdalformakat.

Diszjunktiv normalformanak — roviden DNF-nek — nevezziikk az elemi konjukcidk diszjunkciojat. Konjuktiv
normalformanak — roviden KNF-nek — pedig az elemi diszjunkciok (kl6zok) konjukcidjat. Kitiintetett a diszjunktiv
normalforma (KDNF), ha teljes elemi konjukciok diszjunkcidja, illetve Kitiintetett a konjuktiv normalforma
(KKNF), ha teljes elemi diszjunkciok konjukcidja.

Miért fontosak a normdlformak?

Mert a legegyszeriibb klozokat tartalmazza a legegyszertibb (és, vagy) miiveleteket. Es ezekek hasznalataval nagyon
sok mindent be lehet rezolicidval bizonyitani.



13. Tétel

Melyek a haldéaxiomak? Mit fejez ki a haldelméleti dualitis? Milyen struktarat alkot az {i,h} halmaz a {—,A,v}
miveletekre? Lassa be, hogy az itéletlogika is Boole algebra.

Melyek a haléaxiomak?
Def.: Egy <U;=;®,0> matematikai struktarat hilonak neveziink, ha ® és © binér miiveletek U-n, és eleget
tesznek az Gn. haldaxidmaknak, azaz tetszéleges x,y,zeU-ra:

(1) x®y = y®x (2) xOy =yOx (kommutativitas)
(3) (x®y)®z = x®(Yy®z) (4) (xOy) Oz =xO(yOz) (asszociativitas)
(5) x®(xOQy) = x (6) xO(x®y) = x (abszorptivitas)

Mit fejez ki a haléelméleti dualitas?

(1) és (2),a (3) és (4), az (5) és a (6) kolcsondsen atirhatdak egymasba a ®,O miiveletek feleserélésével. Ezért
mondjuk, hogy a két halomiivelet egymas dualisa.

Milyen strukturat alkot az {i,h} halmaz a {— A,v} miiveletekre?

Boole-algebrat alkot. Beldthaté a hdaldaxiomdkkal és ez egy elég hosszadalmas bizonyitds.

Lassa be, hogy az itéletlogika is Boole algebra.

{—.A,v} funkcionalisan teljes miivelethalmaz.

{i,h}"—{i,h} miivelet igazsdghalmaza az {i,h}" részhalmaza, igy az sszes IL"—>IL logikai miivelet igazsaghalmazainak
halmaza: P(L") hatvdnyhalmaz.

Egy halmaz hatvanyhalmaza Boole-algebra a -,J,N miiveletekkel.

Igy az itéletlogika algebrai modelljei a Boole-algebranak.



14. Tétel

Melyek a De Morgan azonossagok az itéletlogikaban és a predikatumlogikaban? Mikor mondjuk, hogy egy struktira
komplementumos hal6? Mi a Boole algebra? Lassa be a De Morgan azonossagok fennallasat az itéletlogikaban a Boole
algebra axiomai alapjan.

Melyek a De Morgan azonossdgok az itéletlogikaban és a predikdatumlogikaban?

ftéletlogika:
1. “(X/\Y): —|X\/—|Y,
2. —|(X\/Y): —XA™Y

Predikatumlogikaban:

1. —VXA=3Ix-A
2. —3IXA=VXx—-A

Mikor mondjuk, hogy egy struktira komplementumos halo?

Az <U;=; ®, @> korlatos halo valamely a elemének komplementuma egy olyan xeU elem, amelyre
a®x=min ¢és a®X=max

Azt az a elemet, amelynek van legalabb egy komplementuma, a halé komplementumos elemének, ha pedig a-nak
pontosan egy komplementuma van, akkor a halo egyértelmiien komplementumos elemének nevezziik. Ha a halé minden
eleme komplementumos (egyértelmilen komplementumos), akkor azt mondjuk, hogy a halé komplementumos
(egyértelmiien komplementumos).

Mi a Boole algebra?

Bool algebranak nevezziik a disztributiv, egyértelmtien koplementumos haldkat.

Lassa be a De Morgan azonossdgok fenndllasdat az itéletlogikaban a Boole algebra axiomadi alapjdn.

Bool algebra axiomai:

. X, ®Y)=y®X

. (X, ®y)=ydx

. (X, ®y) ®z= x®(y®2z)

. (X, ®y) ®z=xD(yDz)

. X, ®(X®yY)= X

. X, D(X®Y)= X

. X, ®(ydz)= (X, ®Y)® (X, ®2)
X, @ (Y®z)= (X®Y)R®( XxDz)
. X® k(x)=0

10. x @ k(x)=I

O© oo NO O, WN -

Egy <U;=; k, ®, ®> Bool algebraban minden x,yeU-ra
k(x ® y) = k(X) ® k(y) ésk(x @Yy) =Kk(x) ® k(y).

Bizonyitsuk be az elsé azonossagot. Ha k(x) @ k(y) valéban komplementuma x ® y-nak, akkor (9) és (10) bal oldalan
behelyettesitve a két kifejezést, a min, illetve a max elemet kellene kapjuk. (9) bal oldalan behelyettesités utan az

(x®y) ® (k(x) @ k(y))
kifejezés all, ami (7) miatt
(x®y) ®k(X) @ (x®y) ®K(Y)).
Alkalmazva (1)-et és (3)-at, ebbdl az
(x®k(X) ®y) @ (x® (y ®k(y))
kifejezést nyerjiik. (9) miatt ez (min ® y) @ (X ® min), ami (8)-at alkalmazva a
(Min® y) ® x) ® ((Min ® y) @ min)
kifejezést adja. De (2) és (6) miatt ez épp



((Min ® y) ® x) ® min.
Megint alkalmazzuk (1)et és (7)-et, igy nyerjiik, hogy
((Min ® y) ® min) @ (x ® min),

majd pedig megint (1)-et és (5)-ot alkalmazva kapjuk, hogy min @ (X ® min). Végiil még egyszer (6) alkalmazasaval
megkapjuk az eredményt: min. Hasonléan jarhatunk el a (10) axiémaba vald helyettesités utan.

A masik De Morgan-azonossag ennek dualisa, tehat a dualitas elve miatt fennall.



15. Tétel

Hogyan lehet megadni egy BN — B, (B={i,h}) leképezést leiro DNF-et, illetve KNF-et? Milyen egyszerisitési
szabalyokat ismer? Hogyan lehet ezek segitségével belatni, hogy egy formula tautologia, vagy hogy kielégithetetlen?

Konyv: 94-102. o. (teljesen hasznalhat6, anyagot teljesen lefedi, egyszeriien érthetd)

Definicidk:

Egy primformuléat (itéletvaltozot) vagy annak negaltjat ko6zos néven literdlnak neveziink. A primformulat a /literdl
alapjanak  hivjuk. Egy literdlt esetenként (?pontos def. hidnyzik?) egységkonjunkcionak vagy éppen
egységdiszjunkcionak is fogunk nevezni.

Elemi konjunkcié az egységkonjunkcid és kiilonbozé alapu literalok konjunkcidja, elemi diszjunkcio vagy kioz pedig az
egységdiszjnunkcio és kiilonbozd alapu literdlok diszjunkcidja. Egy elemi konjunkcid, illetve egy elemi diszjunkciod

teljes egy n-valtozos logikai miiveletre nézve, ha mind az n valtoz6 alapja valamely literalnak.

Diszjunktiv normdalforma (DNF) az elemi konjunkciok diszjunkcidja.

Kitiintetett diszjunktiv normdlforma (KDNF), ha teljes elemi konjunkcidk diszjunkcidja.
Konjunktiv normdalforma (KNF) az elemi diszjunkciok (klozok) konjunkcioja.
Kitiintetett konjunktiv normalforma (KKNF), ha teljes elemi diszjunkcidk konjunkcidja.

Algoritmus a KDNF és KKNF megkonstrualiasahoz:

Adjuk meg b mivelet miivelettablajat. Az elsé n oszlopba a miivelettabla fejlécébe irjuk be a(z) [b-t meghatarozd

rogzitett bazis szerinti] X3,Xo,...,X, itéletvaltozokat.

A b-t leird KDNF el6allitasa:

1. Legyenck a miivelettabla azon sorai ahol az
igazsagérték n-eshez b az i igazsagértéket rendeli
rendre $y,Sy,...8y. Minden ilyen sorhoz rendeljiik hozza
egy X AXoA...AX, teljes elemi konjunkcid, ugy
hogy X’; literal X; vagy —X; legyen aszerint, hogy
ebben a sorban X; oszlopaban i vagy h igazsagérték
szerepel. Az igy nyert elemi konjunkciok legyenek
rendre K, Ke, ..., K.

2. A Kg, ke, ..., kg teljes elemi konjunkciokbol
készitsiink egy diszjunkcids lancformulat. Az igy
kapott kv Kg, v ... v K formula a KDNF.

A b-t leird KKNF el6allitasa:

1. Legyenck a mivelettdbla azon sorai ahol az
igazsagérték n-eshez b a h igazsagértéket rendeli
rendre $y,S,,...Sp. Minden ilyen sorhoz rendeljiik hozza
egy X'1vX’; v...vX’, teljes elemi diszjunkciot, ugy
hogy X’; literal X; vagy —X; legyen aszerint, hogy
ebben a sorban X; oszlopaban h vagy i igazsagérték
szerepel. Az igy nyert elemi diszjunkcidok legyenek
rendre dg;, ds, ..., dg.

2. A dg, ds, ..., dg teljes elemi diszjunkciokbol
készitsiink egy konjunkcids lancformulat. Az igy
kapott ds; A dsz A ... A dg formula a KKNF.

Példa:

X Y ]Z [b | Elemikonjunkciék a KDNF-hez | Elemi diszjunkciok A KKNF-hez
H H|H h XvYvZ

| | I i XAYAZ

KDNF: (...) v (XA=YA=Z) v (XAYAZ) v (...)

KKNF: (...) A (XVYVZ) A (=XVvYVv=Z) (...)

Tétel: A kg v ko v ...
logikai miiveletet irja le.
Bizonyitas: A kg teljes elemi konjunkcidhoz az sj
sorban 1évé interpretaciobeli Boole-értékelés az |
igazsagértéket, a tobb interpretaciobeli Boole-értékelés
pedig h igazsagértéket rendel. Tehat az sy,Sy,...,8
sorokbeli interpreticioban — mivel van egy olyan
diszjunkciés tag, amely i igazsagértéki — a KDNRF
helyettesitési értéke i. A tobbi sorba viszont a KDNF-
ben szereplé minden teljes elemi konjunkcio|
igazsagértéke h, tehat a KDNF helyettesitési értéke h.

v kg formula valdban a b

Tétel: A dg A dyp A ...
logikai miiveletet irja le.
Bizonyitas: A dg teljes elemi diszjunkciohoz az s;
sorban 1év0 interpretaciobeli Boole-értékelés a h
igazsagértéket, a tobb interpretaciobeli Boole-
értékelés pedig i igazsagértéket rendel. Tehat az
51,52, -.,r sorokbeli interpretacioban — mivel van egy
olyan konjunkciés tag, amely h igazsdgértékli — a
KKNF helyettesitési értéke h. A tobbi sorba viszont a
KKNF-ben szereplé minden teljes elemi diszjunkcio
igazsagértéke i, tehat a KKNF helyettesitési értéke i.

A Og formula valdban a b




Egyszeriisitési szabalyok:
1L (XAk)v(=XAk)~k
2. (Xvd)A(=Xwvd)~d
Bizonyitas:
(1.) Disztributivitas miatt: (X AK) v (=X A k)~ (X v =X) Ak, de
(Xv =X)~oTés T A K~ok [megj. T mint tautologia ].
A (2.) ennek a dualisa, tehat a dualitas elve miatt fennall.

Az 1.1ll. 2. egyszeriisitési szabaly (tobbszori) alkalmazasaval elballithatjuk a KDNF-b6l a DNF-et (a KKNF-bol a
KNF-t), amely soran minden lehetséges 1épésben 6sszehasonlitunk minden elemi konjunkcidpart (diszjunkcidpart), és
ha lehetséges ( X A k), (=X A k) elemi konjunkcidpart k-val helyettesitjikk (( X v d ), (=X v d ) elemi diszjunkciopart
d-vel). igy minden 1épésben a formulaban szerepld elemi konjunkciok szama, és az egyes elemi konjunkciokban
szerepld literalok szama is csokken. Ha tovabb nem egyszertisithetnénk az 1. ill. 2. szabaly alkalmazéaséaval, ekkor a
kapott formula az adott b miiveletet leird diszjunkcidés normalforma ill. konjunkciés normalforma. ,,Quine-McCluskey”
algoritmus.

Példa:

KDNF legyen (XAYA—Z) v ( XA=YA=Z) v (=XAYAZ) v ( = XA=YAZ) v (= XA=Y A—Z)
Lo Ly Ls

1. XAYA—Z XA—Z %)

2. XA=YA—Z —Yrn—=Z

3. = XAYAZ —XAZ

4, - XA=YAZ —XA=Y

5. - XA=YAr—=Z

2> DNF: (XA=2)v (=Y A=Z) v (-XAZ) v(=XA—Y)

Tautologiak:

Ha a b miivelet egy n-valtozods tautoldgia, akkor a fenti algoritmust a KDNF-re alkalmazva az n-1-edik 1épésében az X,
és — X, elemi konjunkci6é marad, ami tovabb egyszeriisitve X, v — X, ami nyilvan tautoldgia, igy az n-edik 1épésben
nem marad tobb literal az elemi konjunkcidban. Ez az iires elemi konjunkcio, jelolése: |

Kielégithetetlen formulak:

Analdg modon, csupan most a KKNF-t egyszeriisitjiikk [!ne felejtsiik, ezt azon sorokbol nyertiik, melyhez b h értéket
rendel, és most minden sor ilyen!]. Ekkor az n-edik 1épésben X, A — X, ami nyilvan kielégithetetlen. Az eredmény az
iires elemi konjunkcio, vagy tires kloz.

Jelolése: []

TETEL VEGE

Megjegyzések:
i) Soknak tiinik, de nem az
i) Az algoritmusokat jegyezd meg, lehet6leg formalizalva (gyakorlatban mar gyakZHra ugyis kellett tudni ©
), valamint, hogy mib6l mi kdvetkezik
iii) A példakat ne jegyezd meg, csak a rizsat szemléltetik, olyat barmikor kralhatsz, ha az eljarast ismered.



16. Tétel

Tartalmilag mit jelent az tires kl6z ( [1) és a tele kl6z (l)? Milyen mdédon és milyen esetekeben nyerheték ezek azonos
atalakitasokkal egy formulabol? Milyen formulaval ekvivalens logikailag az {ires kloz és a tele kl6z? Formula-e az iires
kléz és a tele kloz?

A Klasszikus Quine-McCulske-féle algoritmus kitiintetett diszjunktiv normalforma egyszerisitése:
1. Soroljuk fel a KDNF-ben szereplé osszes teljes elemi konjukcidt az L0 listaban, j :=0.

2. Megvizsgaljuk az Lj-ben szerepld 6sszes lehetséges elemi konjukciopart, hogy alkalmazhato-e rajuk az (1)
egyszerlsétési szabaly. Ha igen, akkor a két kivalasztott

konjukciét V-val megjelsljiik, és az eredmény konjukciot beirjuk az L j+1 listaba. Azok az elemi konjukcidk, amelyek
az L vizsgélata végén nem lesznek megjeldlve, nem voltak egyszeriisithetdk, tehat belekeriilnek az egyszertisitett
diszjunktiv normalformaba.

3. Ha az Lj:; konjukciolista nem tires akkor j:= j+1. Hajtsuk végre jbol a 2. 1épést.

4. Az algoritmus soran kapott, de meg nem jel5lt elemi konjukcidbol készitsiink egy diszjunkcids lancformulat. gy az
eredeti KDNF-fel logikailag ekvivalens, egyszertisitett DNF-et kapunk.

Példa:
(XAYA=Z) VX A=Y A=Z)V (- XAYAZ)V (-XA=YAZ)V(X A=Y A=Z)

KDNF egyszertsitése.
Az L, konjukcidlista:

1. XAY AL
3. - XAYAZ

2 2 2 2 2

Egy A diszjunktiv normalforma barmelyik k; elemi konjukciéra igaz, hogy |=o k; D A. Ezt mas szoval ugy fejezziik ki,
hogy k; implikansa A-nak, ami azt jelenti hogy k; igazhalmaza az A igazhalmaznak.

A Quine-McCulskey-féle eljarassal kapott DNF-et redukalt DNF-nek a benne 1év6 elemi konjukciokat pedig
primimplikansoknak nevezziik, mivel az elemi konjukciokbol nem hagyhato el literalt Gigy, hogy a formula még mindig
leirja az eredeti logikai miiveletet. Az eredmény DNF elemi konjukcidban 1évé literalok szama minimalis.

Lehetséges azonban hogy a redukalt DNF-bdl egyes elemi konjukcidkat elhagyva a formula tovabbra is az
eredeti logikai miiveletet irja le. Ehhez azt kel biztositani, hogy a megmaradé primimplikansok igazhalmazainak unidja
megegyezzen a McCluskey-algoritmussal kapott DNF igazhalmazainak unioja megegyezzen a McCluskey-
algoritmussal kapott DNF igazhalmazaval. Azt a redukalt DNF-et, amelybdl mar nem hagyhat6 el elemi konjukcio,
minimalis DNF-nek nevezziik. A minimalis DNF megkereséséhez megadunk egy ,,lefedési” tablazatot a formula
igazhalmazanak elemei és a formula primimplikansai kozott. A tabazat felsé szegélyében a formula igazhalmazanak
elemeit az oldalszegélyben a primimplikansokat soroljuk fel. Egy primimlikéns soraban az 6 igazhalmazanak elemei ala
X jelt irunk. Azt mondjuk, hogy a primimplikéns ,,lefedi” ezeket az elemeket. Ha van a primimlikans altal ,,lefedett”
elemek kozott olyan, amelyet csak ez a primimplikéns fed le, akkor az illet primimplikanst Iényeges primimplikansnak
nevezziik és a lefedési tdblaban *-gal jeldljiik.

Most megadjuk az el6z6 példa lefedési tablazatat és Iényeges primimplikansait.

iih ihh hii hhi hhh
* X AL X X
—Y A—Z X X
* —XAZ X X
—X A=Y X X

A formula igazhalmazanak elemei k6ziil megtartjuk azokat, amelyeket a 1ényeges primimplikansok nem fednek le.
Ezekkel, valamint azokkal a nemlényeges primimplikansokkal, amelyek a maradék igazhalmazelemek koziil lefednek
legalabb egyet, 0j lefedési tablazatot szerkesztiink. Az 01j tablazat alapjan — valamilyen heurisztika szerint — kivalasztjuk
azokat a primimplikansokat, amelyek sziikségesek a maradék elemek lefedéséhez.



hhh

Y A2 X

—X A=Y X

A lényeges primimplikansok és az 1j lefedési tdblazat alapjan kivalasztott primimplikansok diszjunkciéja minimalis
DNF. Ez esetiinkben vagy az

(X A=Z)V (=X AZ)A(RY A=Z),
vagy az

formula.

Most alkalmazzuk a McCluskey-féle eljarast arra az esetre, amikor a logikai miivelet a tabla minden soraban i
igazsagértéket rendel az interpretacidhoz, tehat minden sorhoz rendeltiink teljes elemi konjukcidt. A logikai miiveletet
leir6 KDNF-ben ezért az dsszes lehetséges teljes elemi konjukcidt. A logikai miiveletet leird6 KDNF-ben ezért az 6sszes
lehetséges teljes elemi konjukcid szerepel.

Vegyiik észre, hogy ha kivalasztunk egy teljes elemi konjukciot és abban egy itéletvaltozt akkor biztosan van a
teljes elemi konjukciok kozott olyan, aminek a segitségével a kivalasztott valtozo kiegyszeriisithetd. Az interpretaciokat
a tablazat soraiba ugy irjuk be hogy az elsé oszlopba a tablazat els6 felében (elsd 2™ sor) i igazsagértékek, a masodik
felében h igazsagértékek keriiljenek. Ugyan ezt a beirasi modot kovessiik a két kitoltendd 2™ sort tartalmazé
résztablara, és igy tovabb. Ennek a jelentdsége , hogy nem kell minden konjukcioparra ellendrizni az
egyszertisithetdséget, hanem ezt csak elsé 2" konjukciohoz vizsgaljuk. A k-adik konjukciohoz kivalasztjuk a (2™'+k)-
adik sorban 1év6 konjukciot, amelyel az elsé valtozot kiegyszertisitjiik. igy megkapjuk a maradék n — 1 valtozoval
felirhato Gsszes lehetséges teljes elemi konjukcidt. Az eljaras ugyanigy folytatddik a soronkovetkezd valtozora, mig az
n—1-edik 1épés utdn a megmaradt két elemi konjukcid az X, és a — X, DNF-hez jutottunk, ami viszont tautologia. igy
az n-edik 1épés utdn mar nem marad literal az elemi konjukcidban. Azt mondjuk hogy az eredmény az iires elemi
konjukcio, jeldlése:

Vizsgaljuk most azt az n-valtozés miiveletet, amelyik minden sorban h igazsagértéket rendel az
interpretaciohoz. Ennek felirva a KKNF-jét, minden sorhoz rendeltiink teljes elemi diszjunkciot. A leképezést leird
KKNF-ben ezért az Gsszes lehetséges teljes elemi diszjunkcid szereel. A KDNF egyszerisitésénél elmondottakat
kovejtiik itt is, és az itéletvaltozokat sorra kiegyszerisitjiikk. Az n-1-edik 1épés utan a megmaradt két elemi diszjunkcio
az X, és a — X, Az igy kapott XN A —XN KNF kielégithetetlen formula. Az n-edik 1épés utdn most sem marad literal
az elemi diszjunkcidban. Azt mondjuk hogy az eredmény az {ires elemi diszjunkcié vagy tires kloz, jel6lése: O



17. Tétel

Mi a szemantikus vagy tautologikus kovetkezményfogalom, valamint az ezt el6készité fogalmak definicidja? Mi az a
feltételhalmaz, amelynek kdvetkezménye a) tautologia, b) valamely azonosan hamis formula? Hasznalja fel a

crer

Definiciok:

1. Az Lgnyelvegy A formulaja kielégithetd, ha van Ly olyan I interpretacioja, hogy

I= o A. Egy ilyen interpretciot A modelljének nevezziink. Ha A-nak nincs modellje, az A formulat

kielégithetetlennek mondjuk.

Az A formula itéletlogika torvény vagy masképp tautoldgia, ha Ly minden I interpretacidja 1=, A.

3. Lo formulainak egy tetsz6leges F halmaza kielégithetd, ha van Le—nak olyan I interpretacioja, hogy IF=o A,
V A € F-re. Egy ilyen interpretaciot F modelljének nevezziink. Ha nincs F-nek modellje, akkor F
kielégithetetlen.

N

ftéletlogikai kovetkezmény fogalom:

Legyen F az L, nyelv formuldinak tetszéleges halmaza és B egy tetszéleges formula. Azt mondjuk hogy a B formula
tautologikus kovetkezménye a F formulahalmaznak, ha F minden modellje az modellje a B formulank is. Az F-beli
formulakat feltételformulaknak, a B formulat kdvetkezmény formuldnak nevezziik. Jele: F= ¢ B.

Mi az a feltételhalmaz, amelynek kdvetkezménye a) tautologia, b) valamely azonosan hamis formula:

Legyenek Aj,A,, ... ,Ap,B tetszbleges itéletlogikai formulak. { A, A, ... , Ay }=0B S az
{ALA,, ... Ay, — B} formulahalmaz kiclégithetetlen. Azaz A; AA, A...AA, A—=B formula kielégithetetlen.

Biz.:
1. Legyen { Aj,A,, ... Ay }=0 B Ekkor a kovetkezmény fogalom definicidja szerint minden olyan interpretéacio,
amely kielégiti a feltételformulak halmazat az kielégiti a B kovetkezmény formulat is. Ezekben az

interpretaciokban tehat — B illetve A; AA, A...A A, A—B is hamis, tovédbba ezek az interpretaciok nem
elégitik ki { Ay, Ay, ... ,Ay, — B}-t. Azok az interpretaciok, amelyek mar nem elégitik ki a feltétel formulak
halmazat sem, nyilvan nem elégitheti ki a bévebb { A;,A,, ... ,A, ,— B} formula halmazt sem.

2. Legyenmostaz { Ai,A,, ... ,Ay,— B} formulahalmaz vagy A, AA, A...AA, A—B formula
kielégithetetlen. Ekkor vagy mar az { Aj,A,, ... ,A, } is kielégithetetlen, ekkor nyilvan { Aj,A,, ... ,An =0 B.
Ha viszont { A;,A,, ... A, } Kielégithetd, akkor rogzitsiik egy tetszéleges F modelljét. Ez a modell sem elégiti
ki { ApA,, ... A, ,— B} formulahalmazt tehat — B hamis azaz B igaz benne igy F modellje B-nek is az.



18. Tétel

Mit értiink helyes kovetkeztetésforma alatt? Hogyan lehet igazsagtablaval ellendrizni, hogy F|=pA fennall-e? Hogyan
lehet igazsagtablaval megadni a legsziikebb kdvetkezményt. Definidlja a tautoldgikus ekvivalencia fogalmat.

Mit ertiink helyes kovetkeztetésforma alatt?

Legyen { A, A, . Ag } tetsz6leges ~ formulahalmaz, ¢és B egy  formula.
Az ( { A, Ay ..., Ay}, B) part kovetkeztetésformanak nevezziik. Az ( { Ai, Ay ... , Ay}, B ) par helyes
kovetkeztetésforma, ha { Ay, A, ..., A, } kielégithet6 és { Ay, Ay, ..., Ay} =g B.

Nem tekintjiik helyes kovetkeztetésformanak, ha a premisszdk halmaza kielégithetetlen. Ugyanis igy a
kovetkezményformula szamara nincs el6irva, hogy milyen interpretaciokban kell igaznak lennie, tehat a
kovetkezményformula barmilyen formula lehet.

Ezen kiviil nyilvan helyes kovetkeztetésforma, amikor a konklizi6 tautologia, hiszen a logikai torvények feltétel nélkiil
igazak.

(Logika konyv, 81. oldal, 4.4.11. definicid)

Hogyan lehet igazsdagtablaval ellendrizni, hogy F |=q A fenn dll-e?

FlmgA:

Az A formula tautologikus kdvetkezménye az F formulahalmaznak, ha VI : 1 |=5 F = ||=5 A.

Az F-beli formulakat feltételformuldknak (premisszdknak), az A formulat kdvetkezményformulanak (konklazidénak)
nevezziik. Azt, hogy F |=5 A fenn all, ellendrizni lehet igazsagtablaval.

A koz0s igazsagtablanak tartalmaznia kell a premisszakat, illetve a konkliziot. A kiértékelés utan kell megvizsgalni,
hogy az F-nek tautologikus kovetkezménye-e A. Mindezt ugy, hogy megkeressiik mely interpretaciok mellett van F-et
kielégité sor, majd megvizsgaljuk, hogy minden(!) ilyen ,,igaz sorban” igaz-e a kovetkezmény. Ha mindez teljesiil,
akkor F [=g A fenn all.

Hogyan lehet igazsagtablaval megadni a legsziikebb kovetkezményt?

Az { A}, Ay, ..., A, } formulahalmaz formulaiban el6fordulé itéletvaltozok legyenek: Xy, Xo, ..., Xin. { A, Ay, ..., Ar}
legsziikebb kovetkezménye (rogzitett bazis mellett) az az {i,h}™ — {i,h} logikai leképezés, amely pontosan azokhoz az
interpretaciokhoz rendel igaz értéket, amelyek kielégitik az { Aj, Ay, ..., A, } formulahalmazt.

A legsziikebb kovetkezmény az igazsagtablaval ugy adhatdé meg, hogy a formulahalmaz formuldit kiértékeljiik az
igazsagtablaban, majd megkeressiik mely interpretaciok mellett van ,,igaz sor”, azaz mely interpretaciok mellett lesz az
Osszes formula igaz. Ez a legsziikebb kdvetkezmény.

(Logika konyv, 84. oldal, 4.4.14. definicio)
Definidlja a tautologikus ekvivalencia fogalmat.

Azt mondjuk, hogy az A és B itéletlogikai formulak tautologikusan ekvivalensekm és ezt a tényt ugy jeloljik, hogy A
~o B, ha minden interpretaciéban B |(A) = B (B).

Konnyen eldonthetd, hogy két formula tautologikusan ekvivalens-e egymassal, vagy sem. Ha k6zds igazsagtablajukhoz
tartozé oszlopokban minden sorban ugyanaz az igazsagérték talalhato, akkor a két formula tautologikusan ekvivalens,
egyébként — ha van olyan sor, ahol az értékek kiilonboznek — nem.
Példaul tautologikusan ekvivalens a X — Y ésa — X v Y formula.

(Logika konyv, 72. oldal, 4.3.7. definicio)



19. Tétel

1. Ha {F1,F2,....Fn}|=oA, akkor milyen tulajdonsaga van a {Fq,F»,...,Fp,—A} formulahalmaznak és miért?
2. Ha {Fq,F2,....Fy }—oA, akkor milyen tulajdonsaga van a {Fq,Fy,...,F,,—A} formulahalmaznak? Ismer-e erre
vonatkozo tételt?

1.

Godel féle gondolat menet alapjan

Kielégithetetlen, mert

Ha {F1,F2,....,Fn}}=0A akkor a kielégitetlen {F1,F2,...,Fn,—A} formulahalmaz (4.4.4 tétel 79 oldal.)

Kapcsolodo tétel:
Ha {F1,F2,....Fn}|=0A, akkor {F1,F2,...,Fn }|-oA tétel: itéletkalkulus helyesség..

2.

A tétel szerint: ellentmondasos.

Tétel:

legyen {F1,F2,....Fn,—A} egy formulahalmaz és b egy itéletlogikai formula.

1. {F1,F2,..,Fn,—A} pontosan akkor ellentmondasos, ha {F1,F2,....Fn}|-0 A.
2. { F1,F2,...,Fn,A }| pontosan akkor ellentmondasos, ha {F1,F2,...,Fn }|—0—A.



20. Tétel

Bizonyitsa be, hogy {F1,F».....Fn}/=gA akkor és csak akkor, ha {F1,F,...,F_1}|=g Fn2A. Milyen fontos logikai
eredményt lehet a tétel felhasznalasaval belatni?

Bizonyitsa be, hogy {F1,Fo,...Fn}|=0A akkor és csak akkor, ha {F{,Fo,....Fn_1}|=¢ F2A.
Ez nem mas, mint a dedukcids tétel.
Dedukciods tétel bizonyitasanak elve:
Azt mondjuk, hogy jelolje I az {Fy,Fy,...,Fn.1,Fn}, [ pedig az {Fy,F»,...,Fn.1} formulahalmazt.
1. El6szdr azt bizonyitjuk, hogy ha T' |=g A akkor I"” |=, F,=B.
Azt kell megmutatni, hogy I'” modelljei kielégitik F,=>B-t is.
I’ modelljeit két csoportba osztjuk: az egyikben azok az interpretaciok vannak, amelyek I'-nak is modelljei, a
masikban a tobbi I-t kielégitd interpretacid van.
Vilagos, hogy I' minden modellje modellje I"’-nek is.
Nyilvan I' modelljeiben mind F,,, mind A és igy F,=A is igaz. ’-nek pedig azon modelljeiben, melyek I'-nak
nem modelljei, F, hamis, ezért az F,=A most is igaz.
2. Most pedig azt bizonyitjuk, hogy ha I’ |=o Fy,=A, akkor I" |= A.
AT formulahalmazt kielégit6 interpretaciok kielégitik I"°-t is.
A feltétel miatt ezekben az interpretaciokban F,=A és F, is igaz, kovetkezésképpen A is igaz.
fgy a dedukciés tételt bebizonyitottuk.
Milyen fontos logikai eredményt lehet a tétel felhasznalasaval belatni?
(Eldontésprobléma tétele):
Legyenek Fy,...,F,,B itéletlogikai formulak.
{F1,....Fn1,Fn}|=0 B pontosan akkor, ha |=g Fi1=F,=>...=F,1=F,=B.
[Vagyis Fi=F,=...=F,,=F,=B logikailag igaz.]
Biz.: =: Az el6zbleg bizonyitott tétel n-szeres alkalmazasa = iranyba.
& Az el6zbleg bizonyitott tétel n-szeres alkalmazasa <= iranyba.



21. Tétel

Mi az itéletlogika eldontésproblémaja? Mi kozte és az automatikus tételbizonyitas kozotti kapcsolat? Melyik tétel adja
ezt meg? Ismertesse e tétel bizonyitasanak elvét. Van-e elsérendben is hasonld eredmény?

1. Mi az itéletlogika eldontésproblémaja?
Legyenek Ay, A, ..., Ay, B itéletlogikai formuldik. {Aq, Ay, ..., An1, An}l=o B pontosan akkor, ha |=p A, > A; > ... D
An1 D A, B.

Bizonyitas: {Aj, Ay, ..., An1, An}=o B-re n-szer alkalmazva a dedukcids tételt egyik iranyban, |=g A; > Ay > ... D Ay
> A, D B-re n-szer alkalmazva a dedukcios tételt visszafelé, a tétel mindkét iranyu allitasa bizonyitast nyer.

Megjegyzés: Az eldontésprobléma tétele bizonyithato gy is, hogy megmutatjuk, hogy
AloAD...DALLDA DB~AI AA A ... A A, DB, és alkalmazzuk a 4.4.6 tételt.
(4.4.6. tétel: Legyenek Ay, Ay, ..., Ap, B (n > 1) tetsz6leges itéletlogikai formulak.

{A1, A, ..., Ay} |=0 B pontosan akkor, ha |=g A A Ao A ... AA, DB.)

2. Mi kdzte és az automatikus tételbizonyitas kdzotti kapcsolat?

(..)

Leibniz szerint, ha a matematikai képletek kozotti logikai kapcsolatot logikai miiveletekkel fejezziik ki, akkor ilyen
képletekkel teljes bizonyitasokat lehetne felirni és ki lehetne szamolni a képlet igazsagértékét, az eredmény a tétel
igazolasa vagy cafolasa. Ez az automatikus tételbizonyitds elsé megfogalmazasa.

(..
3. Melyik tétel adja meg ezt?
(...)

A dedukcios tétel:

Legyenek Ay, Ay, ..., Ay, B (N> 1) tetszbleges itéletlogikai formulak.

{As, Ay, ..., An, An}=o B pontosan akkor, ha {A;, A, ..., An1}=0 Ay D B.
(...)

4. Ismertesse a bizonyitas elvét.

(...)

Dedukciods tétel bizonyitasanak elve:

Azt mondjuk, hogy jelolje I' az {A1,A,,...,An1,An}, T pedig az {Ay,A,...,An 1} formulahalmazt.

3. Eldszor azt bizonyitjuk, hogy ha T' |=qB akkor I’ |=y A,=B. Azt kell megmutatni, hogy I'" modelljei kielégitik
A,=B-t is. I modelljeit két csoportba osztjuk: az egyikben azok az interpretaciok vannak, amelyek I'-nak is
modelljei, a masikban a tobbi I"’-t kielégitd interpretaciod van. Vilagos, hogy I' minden modellje modellje I"’-
nek is. Nyilvan I' modelljeiben mind A, mind B és igy A,=B is igaz. I"’-nek pedig azon modelljeiben,
melyek I'-nak nem modelljei, A, hamis, ezért az A,—>B most is igaz.

4. Most pedig azt bizonyitjuk, hogy ha I'” |=g A,=B, akkor I' |=¢B. A I" formulahalmazt kielégit6 interpretaciok
kielégitik I'’-t is. A feltétel miatt ezekben az interpretaciokban A =B és A, is igaz, kdvetkezésképpen B is
igaz.

fgy a dedukcids tételt bebizonyitottuk.

(...)

5.  Van-e elsérendben is hasonlé eredmény?
Igen, elsérendben is létezik eldontésprobléma.
Legyenek Ay, A, ..., Ay, B (n>1) az L[V,] nyelv tetsz6leges formulai.
{A4, A, ..., An1, A}= B pontosan akkor, ha:

FA DA D ...DALDA DB

A tétel természetesen kimondhato gy is, hogy {Aj, Ay, ..., An1, An}|= B akkor és csak akkor, ha |= Ai; D Ai; D ... D
Ai, o B, ahol iy, iy, ..., 1, az 1, 2, ..., n szamok tetsz6leges permutacioja.




22, Tétel

Mi a rezolucios elv eldontésproblémaja az itéletlogikaban? Melyek a rezoltcios elv alapfogalmai? Definialja a
rezoluciods levezetést. Lassa be, hogy a rezolucios kalkulus helyes.

Mi a rezolucios elv eldontésproblémaja az itéletlogikaban?

Rezolucids elv eldontésproblémaja az itéletlogikaban:

Legyenek Ag, A,, ..., Ay, B (n > 1) tetszbleges itéletlogikai formulak. Az ismert itéletlogika eldontésproblémajanak két
megfogalmazasa:

1. azA; o A; > ... o A, > B formula tautologia-e

2. az{A. A, ..., A, =B} formulahalmaz kielégithetetlen-e.

Az utdbbi halmaz atirasa KNF-be: {KNFa;, KNFa,, ..., KNFan, KNF_g}

Melyek a rezolucios elv alapfogalmai?

A rezoluciods elv egy dontési eljaras. Minden 1ij dontési eljaras kialakitasa esetén a szemantikus eldontésprobléma egyik
alakjabdl indulunk ki.

Megadjuk a levezetési szabalyokat és levezetésfogalmat definialunk.

Amennyiben az eljaras megkdveteli, a formulakat specialis alakba irjuk at. Ezutan megfogalmazunk egy szintaktikus
eldontésproblémat, meghatarozva a dontési eljaras megallasi feltételét. A kalkulus helyes, ha a szintaktikus
eldontésproblémara adott ,,igen” valaszbdl kovetkezik a szemantikus eldontésprobléma kérdésére is az ,,igen” valasz.

A kalkulus teljes, ha minden olyan esetben, amikor a szemantikus eldontésproblémara ,,igen” a valasz, akkor a kalkulus
biztosan eléri megallasi feltételét. A rezolucids kalkulus esetén a formulahalmaz kielégithetetlenségének igazolasa a
,»hattér” a szemantikus eldontésprobléma.

Definidlja a rezoluciés levezetést.

Egy S klozhalmazbdl a C kl6z rezoliicios levezetése egy olyan véges ky, Ko, ..., ky, (M > 1) kldzsorozat, ahol minden j =
1,2,...,m-re

1. vagy k™S,

2. vagyvanolyan 1<s,t<j, hogy kj a (ks, k) kl6zpar rezolvense, és klozsorozat utolsé tagja km, éppen a C kloz.

Megallapodasunk szerint a rezolticios kalkulus eldontésproblémaja az, hogy levezethet6-e S-bol az iires kloz. A
rezolucios levezetés célja tehat az iires kloz levezetése S-bol. Azt, hogy S-bol levezethetd az iires kloz, Ggy is ki lehet
fejezni, hogy S-nek van rezolucios cafolata.

Lassa be, hogy a rezolucios kalkulus helyes:

Legyen S tetszéleges klozhalmaz. Ha S-bdl levezethetd az iires kloz, akkor S kielégithetetlen.

Bizonyitas:

Tegyiik fel, hogy van olyan I interpretici6, ami kielégiti S-et. Egy S-bél valo rezolicios levezetésbeli barmely k;jklozra
S |=ok;j, tehat I kielégiti a rezolucios levezetés minden klozat is. De az iires kloz kielégithetetlen, tehat nem lehet eleme
a levezetésnek. Igy tehat ha S-bél levezetheté az iires kloz, akkor S kielégithetetlen.




22.a Tétel

Milyen rezoltcios stratégiakat (algoritmusokat) ismer? Melyek teljesek ezek koziil? A nem teljes stratégiak milyen
klézhalmazok esetén teljesek?

Milyen rezoluicids stratégidkat ismer?

Levezetési fa:

Egy rezoltcios levezetés szerkezetét levezetési fa segitségével szemléltethetjiikk. A levezetési fa csucsai klozok. Két
csucesbol pedig pontosan akkor vezet él egy harmadik, kdzos cstcsba, ha ott a két kloz rezolvense talalhato.

Linearis rezolucios levezetés:

Egy S klozhalmazbdl valo linearis rezolucios levezetés egy olyan

ki, iy Ko, Lo, .., Kme, o1, K rezolticios levezetés, amelyen minden j =2, 3, ..., m-re k;j a (Kj., l1) klézpar rezolvense. A
k;j klozokat centralis klézoknak, az I; klézokat mellékklozoknak nevezziik.

Linearis inputrezoliicio:

Egy S kldézhalmazbdl valo linearis inputrezolucios levezetés egy olyan ky, Iy, Ky, 1o, ..., k.1, Im.1, Ky linearis rezolucios
levezetés, amelyben minden j =1, 2, ..., m-1 —re |; € S, azaz a linearis input rezolucios levezetésben a mellékklozok S-
nek elemei.

Egységrezolucios levezetés:

Egy S klozhalmazbdl valo egységrezolucios levezetés egy olyan kg, Ko, ..., ky, rezolucios levezetés, ahol minden j = 1,
2, ...,m-re hak; ¢ S, akkor k; két olyan 6t a levezetésben megel6z6 ks, k; (1 < s,t < j) kloznak a rezolvense, amelyek
koziil az egyik egységkloz.

Melyek teljesek ezek koziil?
- Levezetési fa
- Linearis rezolucios levezetés

A nem teljes stratégiak milyen klozhalmazok esetén teljesek?

Linearis inputrezolucid igaz, hogy nem teljes, de meg lehet adni olyan formulaosztalyt, amelyre az lesz. Az olyan
klozokat, amelyek legfeljebb egy negalt literalt tartalmaznak, Horn-kl6zoknak nevezziik. Horn-formulak pedig azok a
formulak, melyek konjunktiv normalformaja Horn-kl6zok konjunkcidja. A linearis inputrezolicios stratégia Horn-
formulak esetén teljes.




23. Tétel

Milyen kapcsolat van a C rezolvens kl6z és 6sei, Cq ,Co kozott az itéletlogikaban és az 1.-rendii logikéban.?

Bizonyitsa be az erre vonatkozo tételt az itéletlogikaban. Mit biztosit ez a kapcsolat a rezolucios elvre, mint kalkulusra
nézve?

itéletlogikaban:

Definicio:

Legyenek C, és C, pontosan egy komplemens literalpart tartalmazo klozok. Ha C; = C’; V Ly és C, = C’; V L, ahol
L, és L, a komplemens literalpar, a C’; V C’; klozt a (Cy, C,) klozpar (vagy a C; A C, formula) rezolvensének
nevezzik. Ha C; = Ly és C, = L,, rezolvensiik az iires kl6z.

Tétel:
HaC;=C’;V Ly ésC,=C’, V Ly, ahol L; és L, komplemens literalpar, akkor {C;, C,} ':o c,vQe,

Bizonyitas:

Be kell latni, hogy minden olyan | interpretacio, amely kielégiti a {C;,C,} klézhalmazt, kielégiti a C*; V C’; klozt is.
Vilagos, hogy ha C; = L; és C, = L,, akkor nincs a {C,, C,} klozhalmazt kielégitd interpretacio, tehat igaz az allitas.
Egyébként a {C,, C,} klozhalmazt kielégitd tetszdleges interpretacio:

e vagy olyan, hogy az L;-hez rendel igaz értéket (jeloljiik ezeket I 1-gyel),
o vagy olyan, hogy az L,-hoz rendel igaz értéket (jeloljik ezeket I, ,-vel).

Tekintsiink egy 1 ; interpretaciot. 1y kielégiti a {C;, C,} klozhalmazt, tehat By 1(Cy) =i és By 1(C,) = i, de az I,
interpretacioban By ;(L,) = h, ezért By 1(C’,) =i, tehat By ; (C’; V C’;) = i. Hasonloképpen lathatjuk be, hogy az I,
interpretaciokban By ,(C’;) = i. Tehat mind I3, mind I kielégitia C’; V C’; klozt.

Megallapodasunk szerint a rezoltcios kalkulus eldontésproblémaja az, hogy levezethet6-e S-bél (klozhalmaz) az tires
kléz. A rezoltcios levezetés célja tehat az iires kloz levezetése S-bol. Azt, hogy S-bél levezethet az iires kloz, ugy is ki
lehet fejezni, hogy S-nek van rezoltcios cafolata.

o A rezolucids kalkulus helyessége: Legyen S tetszéleges klozhalmaz. Ha S-bol levezethetd az iires kloz, akkor S
kielégithetetlen.
o A rezolucios kalkulus teljessége: Ha az S véges klozhalmaz kielégithetetlen, akkor S-bél levezetheto az iires kloz.

1-rendii logikaban:

Tétel:
Legyen a C elsérendii kloz, a Cy és C, elsérendili klozok elsérendii rezolvense. Ekkor {C,, Cz}}: C

A C, és C, kldzokat szokas sziil6 klézoknak, az L; és L, literalokat kirezolvalt literaloknak nevezni.

Definicio:

A C; és a C, sziil6 klozok elsérendii rezolvense a kovetkezd binaris rezolvensek valamelyike:
A C, és a C, kl6zok binaris rezolvense.

A C; kl6z és a C, kloz egy faktoranak binaris rezolvense.

A C; kloz egy faktoranak és a C, kloznak a binaris rezolvense.

A C,; kl6z egy faktoranak és a C, kloz egy faktoranak binaris rezolvense.

PR



24, Tétel

A nullad- és elsérendii rezolucids elv alkalmas-e elérekévetkeztetésre, vagy csak visszakovetkeztetés végezhet6 vele?
Mit értiink a fenti kovetkeztetésfajtak alatt? Milyen kovetkeztetésfajtak végezhet6k el az ismert kalkulusokkal?

HIANYOS!!!!Milyen kovetkeztetésfajtak végezhetdk el az ismert kalkulusokkal???
Valamint a nullad-és elsérendt rezolucios elv alkalmas-e az eldorekovetkeztetésre,
vagy csak a visszakovetkeztetés végezheto el vele?

II1. Valaszok:

A gondolkodas egyik kozismert formaja a kovetkeztetés. Bizonyos adott informaciokbol - elézményekbdl,
premisszakbol — kiindulva kovetkeztetéssel olyan 1ij informacidhoz — kévetkezményhez, konkliziohoz — juthatunk,
amely az elézményekben rejtetten szerepelt. A logika legfontosabb feladatainak egyike annak tisztazasa, hogy melyek a
helyes kovetkeztetés ismérvei.

Kovetkeztetési médok

A kovetkezményfogalom alapjan el lehet donteni, hogy egy formulahalmaz és egy formula parosa helyes
kovetkeztetésforma-e. Megmutatjuk, hogy milyen — szemantikai eszk6zoket hasznald - kovetkeztetési modok ismertek
a dontés meghozatalara.

Visszakovetkeztetés: Azt jelenti, hogy az {Aj, Ay, ..., A,} formulahalmaz és a B formula egyiittes ismerete alapjan
dontiink. Szemantikai alapon miikodé dontést hozhatunk kdzos igazsagtablaval. Alkalmas az olyan modszer is, ahol az
AL A Ay Ao AA, A B formulardl vagy az {A;, A, ..., Ay, "B} formulahalmazrél kell eldonteni, hogy
kielégithetetlen-e. A modszer kdzos igazsagtablaval feldolgozott példakon jol megfigyelhetd.

Elérekovetkeztetés: Ilyenkor az {Ay, Ay, ..., Ay} formulahalmaz lehetséges kdvetkezményeit keressiik. Ha egy B
formularol el kell donteni, hogy kdvetkezménye-e ennek a formulahalmaznak, akkor azt ellenérizziik, hogy a lehetséges
kovetkezmények kozott van-e. A szemantikai alapon miikddd dontési modszeriink alapja a legsziikebb kdvetkezmény
fogalma lesz.

Definicio:

Az {A;, Ay, ..., Ay} formulahalmaz formulaiban el6fordulo itéletvaltozok legyenek Xg, Xo, ..., Xin. {As, A, ..., A}
legsziikebb kovetkezménye — rogzitett bazis mellett — az az {i, h}™— {i, h} logikai leképezés, amely pontosan azokhoz
az interpretaciokhoz rendel igaz értéket, amelyek kielégitik az {A, A, ..., Ay} formulahalmazt.

Minden kalkulus a tételbizonyitasi feladatot oldja meg. A rezoluciés kalkulus kovetkeztetési modja a
visszakOvetkeztetés, hiszen a tételformula negaltja is szerepet jatszik a klozhalmaz kialakitasaban. Legyen {Ay, A,, ...,
A} a feltételformulak halmaza és B a tételformula.

Visszakovetkeztetés:
A feltételhalmazhoz hozzavessziik a tételformula negaltjat és a kapott {Aj, Ay, ..., Ay} U {—B} formulahalmazbdl

eléallitjuk az S klézhalmazt. Ha S-nek van rezolucids cafolata, akkor {A;, Ay, ..., Ay} o B.

Elérekovetkeztetés:

Mivel egy S klozhalmazbdl vald rezolicds levezetés minden kloza szemantikus kovetkezménye S-nek, ezért ha S a
feltételformuldk halmazabol alkotott kl6zhalmaz, akkor az S-bdl valéd rezolucios levezetés minden kloza az {A;, A, ...,
A} feltételhalmaz szemantikus kovetkezménye.



25. Tétel

Hogyan kell elékésziteni egy 0-ad illetve egy 1. rendii tételbizonyitasi feladatot a rezoltcids elvvel valdo megoldasra?
Mi a rezolvens? Mikor 1étezik rezolvens? Lassa be, hogy az iires kloz kielégithetetlen.

Hogyan Kkell elokésziteni egy 0-ad illetve egy 1. rendii tételbizonyitasi feladatot a rezolucios elvvel valé

megoldasra?
Y |= ¢ ez teljesiil-e ez a kérdés.

Nulladrendben a rezoliicios algoritmus:
1) I'=YU{~¢}-t kl6z alakra hozzuk
2.) |-r -ben megprobaljuk levezetni az iires klozt.
(|-rrezolicids levezetést jeloli )
Rezolucids-szabaly: { AvB, —AvC }=BvC
Rezolucios levezetés: cl,...,cn kldzsorozat: Vici feltételi kloz vagy korabbiakbol jon R-szabalya
Teljességi tétel: I ellentmondésos a.cs.a I'|—g [
Pl.: {a=b,b=c} |=? a=c
A {a=b,b=c} |ma=c a.csa {a=b,b=c,—(a=c)} ellentmondasos
{a=b,b=c,—(a=c)}-t kloz alakra kell hozni. — {—avb,—bvc,a,—c} mar kloz alak.
Ekkor felirhatjuk a klozokat:

1) —|a\/b
2) —|bVC
3)a
4.)) —cC
5)b R(1,3)
6.)c R(2,5)
7)0  R(6,4)

Elsérendben a rezoliicios algoritmus:

1) Zv{ —¢ } -t skolemizaljuk VX1 VX5 ... VX, (C1ACoA...ACY)

2.) kigytjtjiik a klozokat (csak negacio[—] illetve diszjunkcio[v] lehet benne)
3.)a véltozokba beirjuk a Herband-univerzum dsszes elemét az 6sszes modon

“egyszerre” “lépésenként”
alaprezolucio 1. rendii r%zohici(')
4.)levezetjiik az tires klozt, ha lehet
Pl 1 2 3 ? 4.

F={ VX3AyR(X,y), VXVY(R(X,Y)2R(y,X)), VXVYVzZ((R(X,Y)AR(Y,2))>R(X,2)) } |= VXR(X,X)
Skolem alak:

1. =VXR(X,f(x))

2. = VYXVy(—R(x,y)VR(Y,X))

3. =VxVYVz(—R(x,y)v ~R(y,2)VR(X,2))

4. — @ =~VX~R(x,xX) =3Ix ~R(x,X) = —R(c,c)
Klo6zok:

a. R(Xf(x)

b. —R(x,y)VR(Y,X)

c. R, y)v ~R(Y,2)VR(X,2)

d. ~R(c,c)
Ekkor az elsérendl rezolticios levezetés:
i.) (x helyébe c-t irok) R(c,f(c))

ii.) (x helyébe c-t és y helyébe f(c)-t irok) —R(c,f(c))vR(f(c),c)
iii.)(x, z helyébe c-t irok y helyébe f(c)-t) —R(c,f(c))v —=R(f(c),c)vR(c,c)

iv.) —R(c,c)
Elkezdhetjiik a rezolucids levezetést:
l.i.) R(c,f(c))
1. ii.) —R(c,f(c))vR(f(c),c)
1. Rez(l.,IL.): R(f(c),c)
V. iii.) —R(c,f(c))v —R(f(c),c)VR(c,C)
V. Rez(l.,IV.): —R(f(c),c)VR(c,C)
VI. Rez(I11.,V.): R(c,c)
VIL. iv.) —R(c,c)

VIII. Rez(VIVIL): 0



Mi a rezolvens?
Rezolvens fogalma: Rez(C,, C,) a C kloz; { Cy, C,} = C

Mikor 1étezik rezolvens?
Akkor 1étezik, ha van két olyan formula, hogy az A formula negaltja szerepel a B formulaban.

Lassa be, hogy az iires kl6z kielégithetetlen.

Ha van egy n valtozos miiveletiink, akkor viszgaljuk azokat a sorokat, ahol hamis igazsagértéket rendel az
interpretaciohoz. Ennek felirva a KKNF-jét minden sorhoz rendeltiink egy elemi diszjunkciot. A leképezést leird
KKNF-ben ezért az 6sszes lehetséges teljes elemi diszjunkcid szerepel. McCulskyval egyszeriisitiink.

Az n-1-edik egyszelsités utan megmazadt két elemi diszjunkcioé az X, és a =X .

Az igy kapott X, A—X, KNF kielégithetetlen formula. Az n-edik 1épés utdn nem marad literal az elemi diszjunkcioban.
Azt mondjuk, hogy az eredmény az iires elemi diszjunkcié vagy masnéven az iireskloz.

Innen adédik, hogy a6 iires kloz kielégithetetlen.




26. Tétel

Definialja a szemantikus fa €s a levezetési fa fogalmat az itéletlogikaban. Fejtse ki mi a kapcsolatuk? Bizonyitsa be a
rezolucios elv teljességét ezek felhasznalasaval. Ismer-e a teljességre masféle bizonyitast is?

Definialja a szemantikus fa és a levezetési fa fogalmat az itéletlogikaban.

Szemantikus fa:
Egy formula kiilonb6z6 interpretacioit a szemantikus fa segitségével szemléltethetjiik. nevezziik a formula
itéletvaltozoinak egy rogzitett sorrendjét bazisnak. A szemantikus fa egy olyan binaris fa, amelynek i-edik
(i > 1) szintszamu cstcsa a bazis i-edik itéletvaltozojahoz tartozik, és egy-egy szint minden csticsabdl pontosan
két él indul, az egyik a szinthez rendelt itéletvaltozoval, a masik ennek negaltjaval cimkézve. Az X
itéletvaltozo esetén jelentse az X cimke azt, hogy az interpretacid i(gaz), a =X cimke pedig azt, hogy h(amis)
értéket rendel az X-hez. Egy n-valtozos formula szemantikus fajaban minden ag n élt tartalmaz, melyek a

V4

cres

Példa: Az X,Y,Z itéletvaltozokat tartalmazo6 formula szemantikus faja a kdvetkezo:

Gyokér
/N
X1 X2
Y1 Y2 Y3 Y4
AT ATAY
Z1 Z2 73 Z4 Z5 6 Z7 Z

8 (Levelek)
Levezetési fa:

Egy rezolucios levezetés szerkezetét mutatja. A levezetési fa csucsai klozok. Két csticsbol pedig pontosan
akkor vezet €l egy harmadik, kdz6s csucsba, ha ott a két klo6z rezolvense talalhato

S:{—|AVB, —|AVC, AVC, —|BV—|C, —|C}

1.-C eS g:: ) @

2. AvC eS 9 @
3.A res(1,2) Q @

4, —AvB €S

5. -Bv—-C €S

6. ~Av—C res(4,5)

7.-C res(3,6) @
8. -AvC €S

9.-A  res(3,6) (A)

[ERN
o
]

.0 res(3,6)

Fejtse ki mi a kapcsolatuk?
Az, hogy egy 1.rendl formula S logikailag igaz( |=B) elképzelhetd ugy is, hogy minden lehetséges strukturaban
interpretaljuk S-t és kiszamitjuk az értékét. Ha ez az érték i minden srtuktirdban, akkir B logikailag igaz. Ez a B-t
interpretald lehetséges strukturak szama miatt nem végrehajthat6. Ehhez dontési algoritmust (vagy levezetd rendszert)
kell talalni.
Bizonyitsa be a rezolucios elv teljességét ezek felhasznalasaval.
Tétel: Ha az S véges klozhalmaz kielégithetetlen, akkor S-b6l levezethetd az iireskloz.
Biz.: A tételt gy bizonyitjuk, hogy a klozhalmaz kielégithetetlenségét feltételezve elballitjuk az iires kloz levezetését S-
bol. Mint lattuk, ha S kielégithetetlen, akkor S szemantikus faja zart, €s egy zart szemantikus fanak van legaldbb egy
levezetd csticsa. Megmutatjuk, hogy a zart szemantikus fa tulajdonsagainak felhasznalasaval, hogy a fat lezaré S
klézhalmaznak mindig létezik rezolicids cafolata. Megadjuk egy algoritmust az iires klozt eredményezo rezolicios
levezetés eldallitasara:
1) j:=0, S;:=S, LIST:=o
2.) Allitsuk el S;jszemantikus fajat.
n; :=a szemantikus fa szintjeinek a szdma.
Ha n; =0, akkor levezettiik az iires klozt, a levezetés LIST-bol kiolvashato.



3.) Egyébként valasszuk ki a fa egy levezetd cstcsat.
A levezetd cslcsot tartalmazo két 4gra illesztett klozok legyenek k’; és k’’j, rezolvensiik pedig kj.
Tegyiik a LIST végére a k’j,k’’j,kj klozokat.
4.)S;.1:=S;U{k}.j:=j+1. Folytassuk a 2. lépéssel.
Az algoritmus véges sok Iépésben végetér, mert minden j-re az élek szadma Sj;; szemantikus fdjaban kevesebb, mint §;
szemantikus fajaban, ugyanis két kl6z rezolvensének hamissa valadsdhoz a két klézban szerepld itéletvaltozok koziil csak
a komplemens parban szerepld valtozoktol eltérdk értékét kell rdgziteni. Ezért a két csticshoz vezetd agon a
rezolvenshez tartozo cafolo csucsba a rezolvens a rezolvens utolsé literaljanak illesztésére hasznalt ¢l mutat. Ez a cstics
vagy maga a levezet6 csucs, vagy egy annal magasabban 1év0 cstics. vagyis, ha S két klozanak rezolvensét
hozzavessziik S-hez, akkor SU {k} szemantikus fajaban kevesebb lesz az élek szdma, mint S szemantikus fajaban volt.
Ez biztositja, hogy a fenti algoritmus véges szamu Iépésben befejezddik.
Ismer-e a teljességre masféle bizonyitast is?
Az el6z6 bizonyitasban leirt algoritmus egy klozhalmaz zart szemantikus fajabdl eléallit egy rezolucios levezetést. az
algoritmus 1épéseit kovetve egy levezetési fat is konnyen kaphatunk az el6z6 modon: Tiikrozzilk a szemantikus fat a
gyokerén atmend vizszintes egyenesre. {rjuk a cafold csticsokba az dgakat lezaré klozokat. {rjuk a rezolvens klozt a
rezolvens céfold csucsaba.
Ezzel a moédszerrel altaldban levezetési fat kapunk.



27. Tétel

Miért nevezhetjiik a bizonyitaselmélet kovetkezményfogalmat szintaktikus kovetkezményfogalomnak? Mi a
bizonyitaselmélet eldontésproblémaja? Definidlja a bizonyithatéan ekvivalens fogalmat.

Az itéletlogikaban a szemantikus eldontésprobléma megoldasakor a vizsgalt itéletlogikai formulardl el kell tudni
donteni azt, hogy tautologia-e, esetleg azt, hogy kielégithetetlen-e. A dontéshez egy n-valtozos formula esetén a formula
elsérendii logika vonatkozasaban kezelhetetlen feladat. Ezért olyan modszereket kerestek, amelyek a formula
szintaktikai jellegzetességeit hasznaljak ki, €s egy olyan szintaktikus eldontésproblémara adnak dontési eljarast, amely
megoldasa az eredeti szemantikus eldontésprobléma megoldasat vonja maga utan.

Egy ilyen dontési eljaras sordn ,,adatokbol” (egy formulabol vagy egy formulahalmazbdl) kiindulva az eljaras 1épései
soran formulak egy sorozatat allitjuk el6. Ezt a formulasorozatot levezetésnek nevezziik. Az eljarashoz levezetési
szabdlyok tartoznak, amelyek formulakbol Gij formulat alkotva lehetdvé teszik a levezetés el6allitasat. Minden dontési
eljaras esetén adott egy Un. megdllasi feltétel. Ez altalaban egy meghatarozott formula megjelenése a levezetésben vagy
a levezetés specialis szerkezetlivé valasa. Egy konkrét dontési eljaras esetén az a kérdés, hogy ,,adott bemenet mellett
elérhetd-e a megallasi feltétel” Ggy is tekinthetd, mint a dontési eljarashoz tartozoé (szintaktikus) eldontésprobléma.
Ezen dontési eljarasokat kalkulusoknak szokas nevezni.

Egy kalkulus helyes, ha a szintaktikus eldontésproblémara adott igen valaszbol kovetkezik, hogy a szemantikus
eldontésproblémara is igen a valasz.

Egy kalkulus teljes, ha minden olyan esetben, amikor a szemantikus eldontésproblémara igen a vélasz, a dontési eljaras
a szintaktikus eldontésproblémara adott igen valasszal eléri a megallasi feltételt.

Ha a logika alapproblémajanak a tételbizonyitas megoldasat tekintjiik, akkor a logika targyalasanak tekinthet6 barmely
kalkulus, amely mogott kdvetkezményfogalom és/vagy eldontésprobléma all. Ezért mondhatjuk azt, hogy a
logika=nyelv+kalkulus. A logika ilyen felépitését (szintaktikus kdvetkezményfogalom, szintaktikus eldontésprobléma)
szoktak a logika értékmentes targyaldsanak is nevezni, mivel logikai igazsagértékeket, igazsagtablat nem hasznal.

A bizonyitaselmélet eldontésproblémaja
Az eldontésprobléma tétele:
Legyenek Ag,A,,...,AnB (>=1) tetsz6leges itéletlogikai formulak.
{AL,A,,...,An1,Al -0 B pontosan akkor, ha
loA>A> . ->AL1->A->B

Bizonyitas:
{ALA,,...,An1,An}-0 B-re n-szer alkalmazva a dedukcids tételt egyik iranyban, és |-g Aj->Ay->...->A,1->A->B-re n-
szer alkalmazva a dedukcios tételt visszafelé, a tétel mindkét iranyt allitasa konnyen adodik.

A tétel azt mondja ki, hogy a kovetkez6 két allitas ekvivalens:
1. Az {A}A,,...,A,} formulahalmazbo6l a B formula levezethetd.
2. Az A;->A,->...->A->B formula bizonyithato.

Tehat annak eldontéséhez, hogy egy B formula az adott feltételek mellett tétel-e, el kell tudni donteni, hogy a megfeleld
itéletlogikai formula bizonyithat6-e. Ez az itéletkalkulus eldontésproblémaja. Az eldontésprobléma megoldasa itt is az
automatikus tételbizonyitast jelenti. A bizonyitaselméleti levezetés célja (megallasi feltétele) az, hogy a levezetés soran
eldalljon a levezetend6 formula. A levezetés definicioja miatt az itéletkalkulusban eldontésproblémanak nem csak azt
tekintjiik, hogy bizonyithato-e egy adott formula, hanem azt is, hogy levezethet6-e feltételformulak valamely
halmazabél a formula.

Definicio:
Az A és a B formula bizonyithatoan ekvivalensek, ha {A} |-oB és {B}|-¢A.

Ez a szemantikus targyalasnal definialt tautologikus ekvivalenciafogalom bizonyitaselméleti megfelel6je. A dedukcids
tételbdl konnyen adodik, hogy ez pontosan akkor all fenn, ha |-(A->B és |-gB->A.



28. Tétel

Ismertesse a nulladrendii bizonyitaselmélet axiomait és levezetési szabalyat, valamint a levezetési szabalyt megalapozo
tételt. Lassa be, hogy két levezetés konkatenacioja is levezetés. Lat-e kapcsolatot e bizonyitaselméleti tétel és azon
szemantikai alapon bizonyitott tétel k6zott, hogy “Ha mind A mind B tautologikus kdvetkezménye egy F
formulahalmaznak és C tautologikus kovetkezménye {A,B}-nek, akkor C is tautologikus kovetkezménye F-nek”

Ismertesse a nulladrendii bizonyitaselmélet axiomait és levezetési szabalyat, valamint a levezetési szabalyt
megalapozo tételt.
(A nulladrendii bizonyitaselmélet nem mas, mint az itéletkalkulusban vett bizonyitaselmélet.)
A nulladrendii bizonyitaselmélet axiomai:
A=B=A
(A=B=C)=(A=B)=(A=C)
(-A=B)=(-A=>-B)=A
A nulladrendben a levezetési szabaly a Modus Ponens:
Legyenek A, B tetsz6leges itéletlogikai formulak. Az alabbi kovetkeztetési forma helyes ({A=B,A},B).
Ezt nevezik modus ponensnek vagy mas néven levalasztasi szabalynak.
A teljességi-tétel alapjan mondhatjuk, hogyha X|=¢ a.cs.a Z|—o .
Igy Z|-¢ (vagyis szigma formulahalmazbol levezethetd fi), ha van ¢u, ..., @y, hogy ¢,= ¢ és
/ axioma vagy
eX vagy
Ok, Ox= O; szerepel @; elbtt

V 1<i<n: ¢

Lassa be, hogy két levezetés konkatenacidja is levezetés.
Def.: ADy,Dy, ....Dp1 és a D’1,D’,, ...,.D’ 1, formulasorozatok konkatenaciojan a Dy,Ds, ..., Dyyg,D’1,D, ....D’ 2
formulasorozatot értjiik.

Tétel: Haad;ésd,rendre I'y és a I', hipotézishalmazokbol valo levezetés, akkor a két levezetés konkatenacioja egy
-aly U I'; hipotézishalmazbol valo- levezetés.

Biz.:
1. vagy hipotézisként keriilt valamelyik levezetébe, tehat De I'y U I,
2. vagy axidmasémabol allt eld a két levezetés valamelyikében, akkor a konkatenacioban is
axiomaformula,
3. vagy a modus ponenssel allt el6 két 6t megeléz6 formulabol, a két levezetés valamelyikében, akkor
(mivel a formulak sorend;jét a levezetésekben nem altoztattuk meg) a konkatenalt formulasorozatban
ugyanez a szerepe.
Tehat a konkatenacié egy levezetés, ahol a hipotézishalmaz I'y |J Ty
Magyaradzat: (hipotézishalmaz) =feltételhalmaz

Lat-e kapcsolatot e bizonyitaselméleti tétel és azon szemantikai alapon bizonyitott tétel kozott, hogy “Ha mind A
mind B tautologikus kévetkezménye egy F formulahalmaznak és C tautologikus kovetkezménye {A,B}-nek,
akkor C is tautologikus kovetkezménye F-nek”

Tehat a két tétel:

1. Haa d, és d, rendre I'; és a I', hipotézishalmazokbdl vald levezetés, akkor a két levezetés konkatenacidja egy
-aly Ur » hipotézishalmazbdl valo- levezetés.

2. Ha mind A mind B tautologikus kovetkezménye egy F formulahalmaznak és C tautologikus kovetkezménye
{A,B}-nek, akkor C is tautologikus kovetkezménye F-nek.

HIANYOS!!!
Vajon mi lehet a kapcsolat???



29. Tétel

Bizonyitsa be, hogy {F1,F,....,Fp }}-oA akkor és csak akkor, ha {F1,F,...,Fn_1 }—o Fn—=>A. Milyen fontos logikai
eredményt lehet a tétel felhasznalasaval belatni?

Bizonyisa be, hogy {F1,F»,...,F.} |---o A akkor, és csak akkor, ha {Fy,F»,...,Fn1} |---0 Fp!

=>

{F1,F2,....,F.} |---0 A azt jelenti, hogy minden olyan & igazsag értékelésre, melyre Fj5 =i (j=1,2,...,n-re) az A° =i, Ezen
esetekben (F, > A)° =i.

Amikor F, °=h, de & |-—¢ {F1,Fa,....Fn1}, az (Fn D A) ° =i szintén fennall.

<=

{F,Fs,...,Fr1} |---0 Fn 2 A azt jelenti, hogy minden olyan & igazsag értékelésre, melyre FjSZi (j=1,2,...,n-1-re) az
(F,>A) ® =i fennall, fiiggetleniil attol F,* =i , vagy F,” =h. Annak igazolasasra, hogy {Fy,F,,...,F,} |---0 A fennall-e a
fenti 6 igazsagértékelések koziil csak azokat kell vizsalni, melyekre F 2=i A feltétel miatt (F, 2A) ® =i fennall, ez
viszont csak F°=i teljesiilése esetén lehetséges.

Ezzel az allitast bizonyitottuk.

Milyen fontos logikai eredményt lehet a tetel felhasznalasaval belatni?

Tudjuk, hogy egy B tétel bizonyitotta valik, ha belatjuk, hogy F|---oB fennall. Azonban célszer itéletkalkulusbeli
eszkozokkel, vagyis formulaval leirni. Ehhez nyujt segitséget a fenti tétel.



30. Tétel

Melyek a kielégithetd, kielégithetetlen, tautologia, tautologikusan kovetkezik, tautologikusan ekvivalens fogalmak
bizonyitaselméleti megfeleldi. Definialja a bizonyitaselméleti levezetés fogalmat. Lassa be, hogy a bizonyitaselmélet
helyes. Mikor teljes egy médszer?

Melyek a kielégithetd, kielégithetetlen, tautolégia, tautologikusan kiovetkezik, tautologikusan ekvivalens

fogalmak bizonyitaselméleti megfeleldi.

Ttéletlogika:

1) KielégithetS: Az Ly nyelv egy A formuldja kielégithet, ha van Lo-nak olyan I interpretacidja, hogy I|=0A. Egy ilyen
interpretaciot A modelljének neveziink.

2.) Kielégithetetlen: Ha A-nak nincs ilyen modellje, az A formulat kielégithetetlennek mondjuk.

crer

Jel.: |:0A

4.) Tautoldgikusan kovetkezik:-Legyen I' az Lo nyelv fromulainak tetszéleges halmaza és B egy tetszéleges formula. Azt
mondjuk, hogy a B formula tautologikus kévetkezménye I' formulahalmaznak, ha T’
minden modellje modellje a B formuldnak is. A T" beli formulédkat feltételformulaknak
(premisszaknak), a B formulat kovetkezményformulanak (konkluzionak) nevezziik. Arra
pedig, hogy a I' formulahalmaznak tautologikus kdvetkezménye B, a I'|=oB jel6léssel
hivatkozunk.

5.) Tautolégikusan ekvivalens: Azt mondjuk, hogy az A és B itéletlogikai formulak tautolégikusan ekvivalaensek, és egy
a tényt ugy jeliiljiik, hogy A~oB, ha minden I interpretacioban B,(A)=B(B).

Bizonyitdselmélet:
(itéletkalkulus, masnéven az itéletlogika bizonyitaselméleti targyalasa.)
1.)Ellentmonddstalan: 1d. lentebb.
2.)Ellentmonddsos: Ha egy {A1,A,,...} formula ellentmondasos, akkor kielégithetetlen.
Egy formula pontosan akkor ellentmondésos, ha van olyan A formula, hogy {A1,A,,...}-bol A is és
—A is levezethetd. Egyébként {A;,A,,...} ellentmondastalan.
3.)Bizonyithato: Egy B formula bizonyithaté az itéletkalkulusba, ha 1étezik hipotézismentes levezetése (azaz levezethetd
az iires feltételformula-halmazbol). ebben az esetben a |-oB jelolést alkalmazzuk.
4.) Levezethetd (szekvencia): Azt mondjuk, hogy a B formulahalmaz {A;,A,,...} formulahalmazbdl az itéletkalkulusban
levezethet6, ha B-nek van az {A,A,,...} formulahalmazbol levezetése. Jelolése:
{AL,A,,.. }-oB, amit réviden szekvencianak fogunk nevezni.
5.)Bizonyithatéan ekvivalensek: Azt mondjuk, hogy az A és B formula bizonyithatéan ekvivalensek, ha {A}|-B és
{B}H-0A.
Definialja a bizonyitaselméleti levezetés fogalmat.
Def.: Legyen {A,A,,...} formulak tetszdleges, esetleg iires halmaza és B egy formula. Az {A1,A,,...}
formulahalmazbdl a B formula itéletkalkulusbeli levezetése egy olyan D,,D,,...,Dy, (m>1) formulasorozat,
ahol minden j=1,2,...,m-re D;
1.) vagy eleme az {A,A,,...} formulahalmaznak, az in. feltételformula avgy hipotézis,
2.) vagy valamelyik axidmasémabol formulahelyettesitéssel allt eld, azaz axidmaformula,
3.) vagy van olyan 1 <s,t <j, hogy a Dsés D, formulakbol a levezetési szaballyal allt el6,
¢és a formulasorozat utolsé tagja, Dy, éppen a B formula.
Lassa be, hogy a bizonyitaselmélet helyes.
Tétel:Legyenek A; A,,....B itéletlogikai fomulak. Ha {Aj,A,,...}-oB, akkor {A,A,,...}|=B.

Biz.: Jelolje I" az {A1,A,,...} formulahalmazt. A tétel feltétele miatt adott a D;,D,,...,D=B levezetés. Indukcidval
megmutatjuk, hogy a levezetés minden Dy (1 <k <m ) formul4ja tautolégikus kdvetkezménye a hipotézisek
halmazanak, azaz I'|=oDy.

1) Tetszoleges axiomaformula, illetve I tetszéleges eleme nyilvanvaléan szemantikus kdvetkezménye I'-
nak és D; (a levezetés els6 formulaja) xsak axiomaformula vagy I'-beli hipotézis lehet.
2.) Tegyiik most fel, hogy minden (n <k )-ra igazoltuk mar, hogy I'|=,Dj.
3.) Hamost Dy,; axiomaformula vagy hipotézis, akkor azel6z6k szerint I'|=gDy.;. Ha Dy.; modus
ponenssel allt elé Dg-bdl €s D=Ds=Dy41-b0l, akkor s,t<k miatt az indukcios feltételbdl I'|=¢Ds €s
I''=oDs=Dy+; adodik. A modus ponensre vonatkozo szemantikus tétel (4.3.6. tétel TK 71.oldal) miatt
{Ds,Di}|=oDxs1, @ 4.4.3. tétel miatt (TK 79. oldal) pedig I'|=oDy+1
Ezzel a tétel bizonyitast nyert.
Mikor teljes egy médszer?
Tétely: (Az itéletkalkulus gyvonge teljessége): Legyen {A,A,,...,An} véges formulahalmaz és B tetszleges formula. ha
{Al,Az,...,An}lzoB, akkor {Al,Az,...An}l-oB.
Tétel,: (Az itéletkalkulus teljessége): Legyen {A,A,,...} tetsz6lege, nem feltétleniil véges formulahalmaz és B
teszbleges formula. Ha {Aq,As,...}|=oB, akkor {A,A,,...}=B.




31. Tétel

Fogalmazza meg a bizonyitaselmélet (itéletlogika) helyességét és teljességét kimondo tételt. Lassa be a gyenge
teljességet. Mi a Gddel teljesség bizonyitasanak vaza?

31.a Tétel

Fogalmazza meg a bizonyitaselmélet helyességét és teljességét kimondo tételt. Mondja ki a gyenge teljességi tételt.
Lassa be. Mit fed a Gédel teljesség?

Két definicioval kezdeném:
¢ Azt mondjuk, hogy egy kalkulus helyes, ha a szintaktikus eldontésproblémara adott igen valaszbodl kovetkezik,
hogy a szemantikus eldontésproblémara is igen a valasz.
mj.: Egy levezetési szabdly itéletlogikai formuldkbol uj itéletlogikai formulat allit eld. Azt mondjuk, hogy egy
levezetési szabaly helyes, ha a levezetett formula szemantikus kdvetkezménye azoknak a formulaknak amelyekbdl
levezettiik.
¢ Egy kalkulus teljes, ha minden olyan esetben, amikor a szemantikus eldontésproblémara igen a valasz, a dontési

eljaras a szintaktikus eldontésproblémara adott igen valasz eléri a megallasi feltételt.

Tételek:
«» Az itéletkalkulus helyessége: Legyenek A;, A,, ... B itéletlogikai formulak.
Ha{A;, Ay ...} Fo B, akkor {A;, A, ...} K B.
% Az itéletkalkulus teljessége: Legyen { Ay, A,, ...} tetszdleges, nem feltétleniil véges formulahalmaz és B

tetszOleges formula. Ha { Ay, Ay, ...} |=o B, akkor { A;, Ay, ...} |—0 B.

« Az itéletkalkulus gyenge teljessége: Legyen { Ay, A,, ... ,A, } véges formulahalmaz, és B tetszbéleges formula.
Ha{A;, Ay ..., An} Fo B, akkor { A, Ay, ..., Ay} }o B.
Bizonyitasok:

Ez utébbi bizonyitasa a kdvetkez6: A szemantikus, és a szintaktikus dedukcios tétel miatt elegendd azt belatni, hogy ha

Fo AiD A; O ...D A, D B, akkor |oA;D A, D ...D A, D B. Feltételeink szerint az A; D A; D...D A, D B formula

tatulogia, tehat ( Legyen A itéletlogikai formula. Ha A tautologia, akkor A bizonyithatd, azaz, ha |=0 akkor |-0 A —tétel
miatt) bizonyithato.

Az itéletkalkulus teljességét a Godel-féle gondolatmenet ismertetésével bizonyitanam: Ha { Ay, A, ...} |=0 B, akkor —
ha A, Ay, ... A, (n=>0) tetszbleges itéletlogikai formulak. { A;, Ay, ..., Ay} |=0 B pontosan akkor, haaz { A;, Ay,
..., A, "B} formulahalmaz kielégithetetlen — szerint { Ay, Ao, ..., A, , OB} kielégithetetlen. A kielégithetetlen
formulahalmazok ellentmondésosak is — egy formulahalmaz pontosan akkor kielégithetetlen, ha nincs benne
inkonzisztens — tehat { Ay, A, ..., A, , 1B} ellentmondasos.

{A1, A, ..., Ay, "B} pontosan akkor ellentmondasos, ha { Ay, A, ..., Ay } |‘o B,és { A1, A, ..., Ay, B} pontosan
akkor ellentmondasos, ha { A; , A, ..., Ay } |-0 A } ah ygoh ,kizektevok za 16bimA .By, Ay, ..., Ay, 1B}
ellentmondasos, akkor { A, A,, ..., Ay } |—0 B.

Azt kaptuk tehat, hogy a szintaktikus, és a szemantikus kovetkezményfogalom azonos egymassal, azaz a
(szemantikusan) helyes kovetkeztetések formalisan bizonyithatok, valamint hogy minden szintaktikus kovetkezmény
egyben szemantikus kovetkezmény is. Az itéletkalkulus teljessége azt jelenti , hogy az itéletlogikat fel lehet épiteni
szintaktikai alapokon, és a felépités ekvivalens a szemantikai alapt felépitéssel. Szokasos ezt tigy is fogalmazni, hogy
az itéletlogika minden tautologiaja bizonyithato.

Mar csak az itéletkalkulus helyességének a bizonyitasa kell: Jelolje I' az { Ay, Ay, ...} formulahalmazt. A tétel
feltételei miatt adott a Dy, Do, ..., Dy, =B levezetés. Indukcidoval megmutatjuk, hogy minden Dy (1<=k <=m) formuléja

tautologikus kdvetkezménye a hipotézisek halmazanak, azaz I" }=0 Dy .



1. Tetszdleges axiomaformula, ill. I" tetsz6leges eleme nyilvanvaléan szemantikus kévetkezménye I" -nak és D,
(a levezetés els6 formulaja) csak axiomaformula, vagy I' -beli hipotézis lehet.

2. Tegyiik most fel, hogy minden (n<=k) —ra igazoltuk mar, hogy Dy.;.

3. Ha most Dy, axidémaformula, vagy hipotézis, akkor az el6zéek szerint I |=o Dy+1 . Ha Dg.1 modus ponensel all
el Dy b6l és Dy = Dy D Dyuy ~bél, akkor s,t<=k miatt az indukcios feltételbl I' o Dsés Ty Dy D Dy
adodik. A modus ponensre vonatkozé szemantikus tétel miatt {Ds, Dy } |=0 D1, T }:0 Dy+y—mert ha T

itéletlogikai formulak tetszéleges halmaza, A, B, C pedig tetszbleges itéletlogikai formuldk. Ha I’ |=0 AT |=0
B, és {A, B} o, akkor ' | C.

mj.: Ezzel a 31. tétel és a 31a tétel is ,,kész” Remélem mindenki szdmara elfogadhat6 a fogalmazasom, és mindenki
épiilésére szolgal. Az esetleges hibakért ,,kezd6 vagyok, nem kell Sydney” © Sok sikert, avagy kéz és 1abtorést!



32. Tétel

Ismertesse a predikatumlogikat leird nyelvet. Mi a nyelv szintaxisa és szemantikdja? A nyelv tipusa alapjan hatarozza
meg a lehetséges interpretald strukturak szamat adott szamossagii univerzumon (szemantikus faval vagy
kombinatorikus uton).

Ismertesse a predikatumlogikat leiré nyelvet. Mi a nyelv szintaxisa és szemantikaja?
(Elsbrendii logika=Predikatumlogika)
Szintaxis:

A predikatumlogika elnevezésen kiviil hasznaljak még a klasszikus vagy elsérendii logika kifejezéseket is. A nyelv
nyelvtana vagy szintaxisa a matematikai és logikai leképezéseket leiro nyelvi kifejezések szerkesztési szabalyait adja
meg. Az elsérendll nyelv nyelvtanilag helyes kifejezéseire szokas a jolformalt kifejezés vagy szabalyos alaku kifejezés
elnevezést hasznalni.
A matematikai leképezések leirasara alkalmas kifejezéseket termeknek, a logikai leképezések leirdsara alkalmas
kifejezéseket formuldknak nevezziik.
Termek:

1. egy x valtozészimbdlum term.

2. hafegy n-valtozos fiiggvényszimbolum és ty, to,...,t, termek, akkor f(ty,t,,....t,) term.

3. minden term az 1 és 2 véges sokszori alkalmazasaval all elé
Formulak (elsérendd, jolformalt formulak):

1. haP egy n-valtozos predikatumszimbolum és ty,ty,.. . t, termek, akkor P(t,t,,...,t,) formula (atomi formula).

2. ha A és B formulak, akkor (A), —A, AAB, AvB, A—>B és A-B is formulak

3. ha A formula, akkor VXA is formula (univerzalis formula) és 3xA is formula (egzisztencialis formula). (K6z6s

elnevezésiik a kvantalt formula)
4. minden formula eléall az 1-3 véges sokszori alkalmazasaval

Az L elsorendii formalizalt nyelv szemantikaja:

Az L formalizalt nyelv szemantikajat Ggy kell definidlni, hogy a nyelv alkalmas legyen olyan logikai kifejezések
felépitésére, amely képes a nyelv altal leirhaté rendszerek kovetkezményfogalmait kezelni.

A szemantika alatt a nyelv kifejezéseinek értelmezését értjiik. Vagyis azokat a szabalyokat, amelyek biztositjak egy
kifejezés értékének meghatarozasat.

Az elsérendii logika szemantikaja a logika leird nyelvének, az L elsérendii formalizalt nyelvnek a szemantikajat jelenti.
Ez a o L-értékelés. Egy t term illetve egy A formula o L-értékelés szerinti értékét t °-val illetve A °-val jeldljiik. Elszor
informalisan, majd formalisan irjuk le a o L-értékelést.

Informalis leiras: A folyamat két fazisbol all
1. Kivalasztunk egy, a leird nyelvvel azonos tipusu interpretald strukturat. Megfeleltetjiik a struktara relacioit és
miiveleteit a nyelv predikatum- és fliggvényszimbdlumainak. P °, f ° jel6li a P és f-nek megfeleld, az
interpretald struktarabeli relacidit, illetve miiveletet a nyelv és a struktura tipusaval 6sszhangban. A struktiira
szimbdlumait tartalmazo kifejezést atirjuk a struktira szintaxisa szerint.
2. A kifejezésben szerepld valtozdszimbolumokhoz értékeket rendeliink a struktira univerzumbol. Kiszamitjuk a
kifejezés értékét.
Formalis leirds:
Termek esetén:
1. t=x: t°=x° €U
2. t= f(tl,tz,...,tn): t°= (f(tl,tz,. . .,tn)) °=f° (tl G,tz G,...,tn 6)
Formulak esetén:
1. Atomi formuldk.
A°= (P(tl,tz,. . .,tn)) °=p (tl G,tz G,. O G)
A°= i, ha < tlc,tzc,...,tnc> c Wp (¢}
2. Kiértékelés a logikai dsszekotdjelek szintjén.
('_A) (2 — ’_A (e
(A AB)°=A°AB°
(AVvB)°=A°VvB°
(A°>B)°=A->B°
(A©B)°=A°©B°
3. Kvantalt formulak kiértékelése.
(VXA)° =i, ha A°™" =i az U univerzum minden u elemére
(3xA)° =i, ha A°*“" =1 az U univerzum legalabb egy u elemére

Az A°™Y azt a kiértékelt formulét jeloli, ahol a formula esetleges szabad véltozoit mar kiértékeltik és egy
ilyen kiértékelés mellett az x az u értékét kapta.



A nyelv tipusa alapjan hatirozza meg a lehetséges interpretald strukturak szamat adott szamossagu
univerzumon (szemantikus faval vagy kombinatorikus uton).

Szemantikus faval:

Els6rendii szemantikus fa, mint adott univerzum feletti (ry,r,...,In; S1,52,---,8« ) tipust struktirak megadasanak eszkoze.
Az univerzum elemeinek felhasznaldséaval eléallitjuk az 6sszes alapatomot, rogzitjiik sorrendjiiket (ez a bazis), a
szemantikus fa szintjeihez ebben a sorrendben rendeljiik hozza az alapatomokat. Egy interpreticio a szemantikus fa egy
agan all eld.




33. Tétel

Mit ir le egy jolformalt formula a predikatumlogikaban? Mit értiink formalizalas alatt elsérendben?
Hogyan lehet megadni egy elsérendii formula altal leirt leképezést? Mit jelent az, hogy egy elsérendi formula
logikailag igaz. Lehet-e egy elsérendii formula tautologia?

Mit ir le egy jol formalt formula a predikatumlogikaban? (Els6rendii logikaban)
Az elsérendii logika szintaxisat. Megmondja, hogy hogy allnak eld a termek €s a formulak az elsérendii nyelvben.

Mit értiink formalizalas alatt elsérendben?

Egy allitas formalizalasahoz el6szor az allitas kornyezetét mint formalis rendszert tekintjikk. Ez a formalis rendszer adja
a leir6 nyelvet. Az ABC: az univerzum elemei, €s a rajta definialt relaciok és operaciok. Ezzel a nyelvvel leirhatjuk az
egyszert (prim) allitasokat majd a logikai 6sszekotdk €s a kvantorok felhasznalasaval a tovabbi prim €s az Osszetett
allitasokat. Tehat a feltétel formulakat és a tétel formulat ezen a nyelven formalizaljuk.

Hogyan lehet megadni egy elsérendii formula altal leirt leképezést?
o L-értékelés egy olyan leképezés, amely egy formuldhoz hozzarendeli annak jelentését.
Informalis leirds: A folyamat két fazisbol all
1. Kivalasztunk egy, a leiré nyelvvel azonos tipust interpretald strukturat. Megfeleltetjiik a struktara relacioit
és milveleteit a nyelv predikatum- és fliggvényszimbdlumainak. P °, f ° jeloli a P és f-nek megfeleld, az
interpretalo strukturabeli relacioit, illetve miiveletet a nyelv és a struktura tipusaval 6sszhangban. A
struktira szimbdlumait tartalmazo kifejezést atirjuk a struktara szintaxisa szerint.
2. A kifejezésben szerepld valtozdszimbolumokhoz értékeket rendeliink a struktiira univerzumbol.
Kiszamitjuk a kifejezés értékét.
Formalis leirds:
Termek esetén:
1. t=x t°=x°€U
2. t=1(ty,t,.. . ty): t %= (f(ty, b, . 1)) = FO (1 6%, 10 )
Formuldk esetén:
1. Atomi formulék.
A°= (P(tl,tz,. . .,tn)) °=PpP (tl c,tg G,. N G)
A°= i,ha< tlc,tzc,...,tnc> €Wro
2. Kiértékelés a logikai 6sszekotdjelek szintjén.
(,_A) (o2 — r_A [
(A AB)°=A°AB°
(AVvB)°=A°VvB°
(A°->B)°=A—B°
(A B)°=A°B°
3. Kvantalt formulék kiértékelése.
(YxA)° =i, ha A°* =jaz U univerzum minden u elemére
(3xA)° =i, ha A°“" = az U univerzum legalabb egy u elemére

Az A° W azt a kiértékelt formulat jeldli, ahol a formula esetleges szabad véltozoit mar kiértékeltiik és egy
ilyen kiértékelés mellett az x az u értékét kapta.

Mit jelent az, hogy egy elsérendii formula logikailag igaz.
Legyen A az L[V,] nyelv tetsz6leges formulaja.
Ha A tautologikusan igaz, akkor logikailag igaz is, azaz ha [=pA, akkor |=A.

Lehet-e egy elsérendii formula tautolégia?

Igen, mert:

Legyen L[V,] egy elsérendii logikai nyelv. Ekkor az L[V,] nyelv egy A formulaja tautologikusan igaz, ha a formula
Quine-tablazataban A oszlopaban csupa i igazsagérték talalhato. Jelolése: [=oA.



34. Tétel

Mi egy elsérendii formula értéktablaja? Milyen specialis alakd, elsérendii formulakat ismer? Mit jelent az, hogy a leir6
L nyelv egy I interpretacioja és egy valtozokiértékelés kielégit egy F formulahalmazt? Definialja a logikailag igaz, a
kielégithet6 formula és a kielégithetetlen formula fogalmakat. Beszélhetiink-e itt tautologiar6l? Zart formulak-e az
elsérendl bizonyitaselméleti axidomak?

Mi egy elsorendii formula értéktabldaja?

Egy n-vdltozds formula igazsdgtablaja egy olyan n+1 oszlopbol és 2" sorbol allo tablazat, melynek elemei
igazsagértékek. A tablazat fejlécében az i-edik (1 < 1> n) oszlophoz a formula baziaanak i-edik itéletvaltozoja, az n+1-
edik oszlophoz maga a formula van hozzarendelve. Az elsé n oszlopban az egyes sorokban az itéletvaltozokhoz
megadjuk rendre a formula kiilonb6z6 interpretacidit, majd a formula oszlopdba minden sorba beirjuk a formula
igazsagértéket.

Példaul a kovetkez6 tablazatban lathatjuk az (Y v Z) A (Z o —X) formula igazsagtablajat.

X
<
N

(YVZ)A(Z2=X)

b ol = R e e o Y
>| === |-
S|==|= || ==

e ol e e o e o [FSTY Y Y (R

Milyen specidalis alaku, elsorendii formuldkat ismer?

Két specialis alakt elsérendti formulat ismeriink.

e Prenex forma
Jeldlje Q barmely kvantort. Egy Q1X1Q2X,....QnX,A alakt formulat prenex formulanak nevezziink. A
Q1X1Q2X5. ...QnX, szimbdlumsorozat a prenexformula prefixuma, és A a prenexformula magja (vagy
matrixa).

e Skolem forma
A VX VXy....,VX,A formulat, ahol a prefixumban csak univerzalis kvantorok vannak Skolem
formulanak, ha az A formula alakja KNF, akkor Skolem normal formulinak nevezziik.

Mit jelent az, hoqy eqy o L értékelés kielégit egy F formulahalmazt?

Egy l-interpretacio (igazsagkiértékelés) kielégit egy formulat, formulahalmazt, ha a formula vagy a formulahalmaz
minden eleme igaz I-ben. Ha van ilyen l-interpretacio, akkor a formula vagy formulahalmaz kielégithetd.

Definidlja a logikailag igaz, a kielégithetd formula és a kielégithetetlen formula fogalmakat.

Egy G formula logikailag igaz, ha G igaz minden lehetséges I interpretaciora. Ez azt jelenti, hogy G igaz minden
lehetséges interpretalo struktiraban. Jelolés: =G.

Egy l-interpretacio (igazsagkiértékelés) kielégit egy formulat, formulahalmazt, ha a formula vagy a formulahalmaz
minden eleme igaz I-ben. Ha van ilyen I-interpretacio, akkor a formula vagy formulahalmaz kielégithetd.

Kielégithetetlen egy formula/ formulahalmaz, ha egyetlen I-igazsagkiértékelés sem elégit ki.
Beszélhetiink-e itt tautologiarol?

Igen beszélhetiink itt, vagyis elsérendben tautologiarol.

ey

Jeldlése: |=pA

Zart formulak-e az elsérendii bizonyitaselméleti axiomak?

Nem zart formulak. Mert zart formulak csak az predikatumkalkulusban vannak.
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Mit fejez ki a F|=A jelsorozat? Mi a predikatumlogika kovetkezményfogalma és eldontésproblémaja. Megoldhat6-e ez
kiértékeléssel? Mi a formula kifejtése? Rezolucios kalkulussal valo dontéshez hogyan kell atalakitani a feltételhalmazt
¢s a tételformulat?

Mit fejez ki a F|=A jelsorozat?

(Els6rendii logikaban a logikai vagy szemantikus kovetkezmény).

Azt mondjuk, hogy az A formula logikai kdvetkezménye az F formulahalmaznak, ha minden olyan c-ra amelyre o|=F a

ol=A is fennall. Jelolése: F|=A.

Masszoval F|=A ha egy interpretalo strukturdban az F,A kozos értéktablajan minden sorban ahol az F elemeinek

helyettesitési értéke i(gaz), a A helyettesitési értéke is i(gaz). Jelolés: F|=A vagy {F1,Fo,....,Fn}[=A.

Mi a predikatumlogika kovetkezményfogalma és eldontésproblémaja. (predikatumlogika=elsérendii logika)

Kovetkezményfogalom: Legyen I' az L[V,] nyelv formulainak tetszéleges halmaza és B tetszdleges formulaja. Azt
mondjuk hogy a b formula logikai kovetkezménye a I' formulahalmaznak (vagy I"-beli
formulanak), ha minden olyan L[V,]-beli interpretacié és valtozokiértékelés, amely kielégit
minden I beli formulat, az kielégiti a B formulat is. Jel6lése: I'|=B.

Eldéntésprobléma:
Legyenek Fy,...,F,,G elsérendi formulak.
{F1,....Fn1,Fn}|= G pontosan akkor, ha |= Fi=>F,=...=F, 1 =F,=GC.
[Vagyis Fi=F,=...=F,,=F,=G logikailag igaz.]
Biz.: =: Az el6zbleg bizonyitott tétel n-szeres alkalmazasa = iranyba.
<: Az eldzbleg bizonyitott tétel n-szeres alkalmazasa < iranyba.
Megoldhatoé-e ez kiértékeléssel?

Mi a formula kifejtése?

Rezolicios kalkulussal valé dontéshez hogyan kell atalakitani a feltételhalmazt és a tételformulat?
KNF-re hozzuk a feltételhalmazt és hozzavessziik a tételformula negaltjat. Ekkor elsdrendii kl6zokat kapunk, amikkel a
rezoluciods kalkulust végre lehet hajtani.



36. Tétel

Mi a logikai 6sszekotdjelek és a kvantor hataskore? Definidlja a szabad, a kotott és a vegyes el6fordulasu valtozo, a
nyitott formula és a mondat fogalmat. A kiilonb6z6 formulak egy vagy tobb allitast fejeznek ki? Melyik az a
formulafajta, amely egyetlen allitast jelent?

Mi a logikai dsszekotdjelek és a kvantor hataskore?

A logikai osszekotdjelek . (=, A, v, D).

Egy logikai mivelet hatdskéore az a formula,vagy formulak, amelyen, vagy amelyeken, ezt a maveletet el kell
végezni. A logikai dsszekétojelek hatdskorét a logikai 6sszekotdjelek prioritasa és az esetleges zardjelezés alapjan
allapithatjuk meg.

Precedencia, prioritas: (precedencia rendszer, prioritasi sorrend) Maveleti sorrend.

Definidlja a szabad, a kotott és a vegyes el6fordulasi valtozo, a nyitott formula és a mondat fogalmat.

Egy formulaban egy x valtozo egy eléforduldsa :

szabad, ha nem esik x-re vonatkozo kvantor hataskorébe

kotott, ha X-re vonatkozé kvantor hataskorébe esik

vegyes, ha mindkettd.

Eqy formula nyitott, ha legalabb egy individuum valtozénak van legalabb egy szabad el6fordulasa.

Mondat egy szabad valtozot nem tartalmazo elsérendii formula (minden valtozé kvantélt vagy mas szoval kotott).
lgazsagérték csak az interpretaciotol fiigg, a valtozok felvett értékektdl nem.

A Kkiilonbo6z6 formulik egy vagy tobb allitast fejeznek ki? Melyik az a formulafajta, amely egyetlen allitast
jelent?

Az allitas fogalma, igazsagértéke. Hogyan lehet az allitas igazsagértékét megallapitani.

Az allitas egy olyan kijelentés, amelyrdl el lehet donteni, hogy igaz-e vagy nem.

Azt, hogy egy allitas igaz (i) vagy hamis (h) az allitas igazsdgértékének nevezziik.

Az igazsagértékek. Kettonél tobb igazsagérték lehetdsége.

A kiilonb6z6 formulak kifejezhetnek egy, de tobb allitast is, az igazsagértékeiktol fliggden.



37. Tétel

Mikor fiigg egy formula a benne szerepld valtozok valamelyikétd1? Hogyan és mikor lehet egy kvantalt formulat
kvantormentes formulava kifejteni? Mit értiink paraméteres allitas alatt?

Mikor fiigg egy formula a benne szereplé valtozok valamelyikét6l?
TK 140. oldal + TK 137. oldal
Akkor, hogyha a vannak a formulaban kotott valtozok.

Hogyan és mikor lehet egy kvantalt formulat kvantormentes formulava kifejteni?
(Predikatumkogikaban[elsérend] illetve predikatumkalkulusban lehet csak kvantalt formula)
A VXA alaka formulékat univerzalisan kvantalt formulanak nevezziik.

A TxA alakt formulakat egzisztencialisan kvantalt formulanak nevezziik.

A formulankat prenex alakra kell hozni:
1. A formulaban szerepld logikai 6sszekotdjelek atirasa —, A, v logikai miivletekre.
2. A De Morgan- és altalanos De Morgan — szabalyok alkalmazasa addig, amig a — hataskére minden esetben
atomi formula nem lesz.
3. A kvantorkiemelési szabalyok alkalmazasa addig, amig minden kvantor a formula elé nem kertil.
Kvantorkiemelési szabalyok:
Kvantorok egyoldali kiemelése:

1. AA VXB[X] = VX(AAB[X]) A A 3IXB[X] = IX(AAB[X])

2. Av VxB[X] = VX(AVBI[X]) A v 3AxB[X] = VX(AVBI[X])
3. A= VXxBJ[X] = VX(A=BI[X]) A=3IxB[X] = IxX(A=B[X])
4. VXB[x]=A = IX(B[X]=A) IXB[X]=A = VX(B[X]=A)

Kvantorok kétoldali kiemelése:

5. VXA[X]AVXB[X] = VX(A[X] AB[X]) , de v-re nem all fenn.
6. IXA[X]v IXB[X] = IX(A[X]v B[X]) , de A-re nem all fenn.
Kvantorok kétoldali kiemelése (datnevezéssel).

7. QiXA[X] A QxB[X] = QuxQy(A[X]AB[Y])

8. QuxA[X] v QxB[x] = QuxQzy(A[X]vB[y])

(Ezek koziil az 5. csak az univerzalis kvantorra, a 6. csak az egzisztencialis
kvantorra érvényes.)
A formulankat skolem normdlformara kell hozni:
Legyen a prenex formula Q;X;QxXs...QuX,A.
1. Megkeressiik az els6 egzisztencialis kvantort. Ha ilyen nincs, akkor a formula Skolem-formula. Vége az
algoritmusnak.
2. Legyen az els6 egzisztencialis kvantor a j-edik. Valasszunk egy olyan fiiggvényszimbdolumot, amely nem
szerepel a nyelvben és jeloljiik
(X1, Xa,...,Xj.1)-¢el a Skolem fiiggvényt. Az 0j formulat ugy kapjuk meg, hogy elhagyjuk a 3x; kvantort és a B-
ben elvégezziik az (xj/ (X1, X,...,Xj.1)) helyettesitést. A kapott formulan tjra elvégezziik az 1. 1épést ...

Abban az esetben kaptunk kvantormentes formulat, ha a prenex formank utan nem volt mar univerzalis kvantorunk,
minden tovabbi esetben olyan formulat kapunk, amiben van Vv kvantor.

Mit értiink paraméteres allitas alatt?
Ha egy valtozonak egy kifejezésben van szabad el6fordulasa, akkor ezt a valtozot a kifejezés paraméterének, a
kifejezést pedig paraméteres kifejezésnek nevezziik.

Prenex masképpen:
Def.: @ prenex formula, ha = Q1X1Q2X%5...OXn v, ahol Q1, Q,, ...0O, kvantorok, és yw kvantormentes.
Prenex formara hozas algoritmusa: 1.) = és < kikiiszobdlése
2.) — hatdaskorét redukaljuk
3.) a kvantorokat kiemeljiik a szabaly szerint, ha kell valtozokat atneveziink.
Skolem masképpen:
Def.: ¢ skolem normdlforma, ha prenex, csak V' kvantor van benne (lehet hogy nincs) és a kvantormentes rész KNF.
Skolem normalformara hozas algoritmusa: 1.) prenex formdara hozunk
2.) kikiisz6boljiik F-et
3.) a kvantormentes részt KNF-re hozzuk.
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Mi a prenex formula? Ismertesse eléallitasanak algoritmusat? Melyek a kvantorkiemelési szabalyok? Ezek koziil
melyik olyan, ami csak az egyik kvantorra érvényes? Lassa is be.

Mi a prenex formula?
Egy B=Q:Xx;Q2X5...QsXsA formulat prenex formulanak nevezziik, ha az A formula kvantormentes. A formula
Q1X1Q2X5...QsXs részét a formula prefixumanak, az A részét a formula magjanak vagy matrixanak nevezziik. Egy
prenex formula prenex-konjunktiv normalformaj illetve prenex-diszjunktiv normalformaju, ha a magja KNF ill. DNF.
Mi a Skolem-formula?
Egy prenex formulat Skolem-formulanak neveziink, ha a prefixumaban csak univerzalis kvantorok szerepelnek és a
formula magja KNF.
Skolem fiiggvény:
Tekintsiik az els¢ egzisztencialis kvantort a prenex formula prefixumaban, legyen ez 3x;. Ha a formula igaz,
akkor az Xy, Xy, ..., Xj.1 valtozok minden értékkombinaciojahoz létezik legalabb egy értéke az x; valtozonak
amelyre a formula értéke i. Ezt a tényt az
f(X1, X2, ..., Xj.1 ) =X;  fliggvénnyel fejezziik ki. Ez a fliggvény rendeli az x; -hez a megfelel6 értéket. Ezt a
1épést végrehajtjuk a soronkdvetkezo egzisztencialis kvantorra addig amig, minden egzisztencialis kvantort
nem eliminaltunk.
Pl. vx3yP(x,y) Skolem alak: ¥x P(x,f(x))
Interpretaciok
Minden emberhez van olyan nd, aki az anyja. Skolem fv. anyja(x).
Egy sokszdg minden csucsahoz van legalabb egy hozza legkozelebbi cstcs. Skolem fv. legkdzelebbi(x).
Minden szamhoz van nala eggyel nagyobb szam. Skolem fv.s(x), a rakovetkezési fv..
Tetszéleges formula prenex alakra valé atirasanak algoritmusa:
1. A formuléban szerepld logikai 6sszekotdjelek atirasa —, A, v logikai miivletekre.
2. A De Morgan- és altalanos De Morgan — szabalyok alkalmazasa addig, amig a — hataskore minden
esetben atomi formula nem lesz.
3. A kvantorkiemelési szabalyok alkalmazasa addig, amig minden kvantor a formula elé nem kertil.
Skolem - formula eléallitasanak algoritmusa:
Legyen a prenex formula Q1X;QxXs...QnX,A.
1. Megkeressiik az els6 egzisztencialis kvantort. Ha ilyen nincs, akkor a formula Skolem-formula. Vége az
algoritmusnak.
2. Legyen az elsO egzisztencialis kvantor a j-edik. Valasszunk egy olyan fiiggvényszimbolumot, amely nem
szerepel a nyelvben és jeloljiik
(X1, Xa,...,Xj.1)-¢l a Skolem fliggvényt. Az 0j formulat ugy kapjuk meg, hogy elhagyjuk a 3x; kvantort és a
B-ben elvégezziik az (xjf f(Xy, Xo,...,Xj.1)) helyettesitést. A kapott formulan Gjra elvégezziik az 1. 1épést ...

Kvantorkiemelési szabalyok:
Kvantorok egyoldali kiemelése:

1. AA VXB[X] = VX(AAB[X]) A A 3XB[X] = IX(AAB[X])

2. Av VxB[x] = VX(AvBIX]) A v 3xB[x] = VX(AVBIX])
3. A=V XBI[X] = VX(A=B[X]) A=3xB[x] = IX(A=B[X])
4. VXB[x]=A = IX(B[x]=A) IXB[x]=A = VX(B[X]=A)

Kvantorok kétoldali kiemelése:

5. VXA[X]AVXB[X] = VX(A[X] AB[X]) , de v-re nem all fenn.
6. IXA[X]v IXB[X] = IX(A[X]v B[X]) , de A-re nem all fenn.
Kvantorok kétoldali kiemelése (dtnevezéssel):

7. QXA[X] A QxB[X] = QixQay(A[X]AB[Y])

8. QiXA[X] v QxB[X] = QixQy(A[X]vBI[y])

(Ezek kbziil az 5. csak az univerzadlis kvantorra, a 6. csak az egzisztencidlis kvantorra érvényes.)

Lassa is be. (Kvantorkiemelési szabalyok)
Egyediil a VXB[x]=A = Ix(B[x]=A) ekvivalenciat bizonyitjuk, a tobbi ezalapjan illetve természetes moédon adodik.
Legyen L[V,]-nek I tetsz6leges interpretacioja és K az interpretacidban tetszbleges valtozokiértékelés. Vizsgaljuk meg a
VXB[X]=A formula igazsagértékét I-ben k mellett. Két lehetséges eset van:
1. Ha|vxB[x]=A|" =i, akkor vagy |vxB[x]|" ¥=h, vagy | A" ¥=i.
- Ha |vxBI[x]|" ¥=h, akkor van k-nak olyan k’ x-invariansa, hogy [B[x]|" ¥=h. Ez azt jelenti, hogy
[VXB[x]=A|" *=i, tehat [3x(B[x]=A)|" =i.
- Ha pedig |A|" *=i, akkor nyilvan [B[x]=A|" “=i, tehat most is [3x(B[x]=A)|" =i.
2. Masrészt, ha |VxB[x]=A|" ¥=h, akkor |VxB[x]|"*=i és |A|" ¥=h. Ez azt jelenti, hogy K minden
invariansa K’ x-variansa esetén [B[x]=A|"*=h, azaz [3x(B[x]=A)|" *=h.
Mivel belattuk, hogy tetszéleges I interpretacioban és K valtozokiértékelés mellett | ¥XB[x]=A[" = [3x(B[x]=A) |"¥,
belattuk, hogy a két formula logikailag ekvivalens.



39. Tétel

Mi a rezolicios eldontésprobléma elsérendben? Mi az elsérendii kl6z? Az elsérendii rezolicios elvhez hogyan lehet
eldallitani a klozhalmazt? Hogy oldjuk ezt meg alaprezolicioval és szemantikus faval?

Mi a rezoltcids eldontésprobléma elsérendben?

A rezolucids kalkulus eldontésproblémaja az, hogy levezethetd-e S-bél az iires kloz.

A rezolucios levezetés célja tehat az iires kloz levezetése S-bol. Azt, hogy S-bdl levezethetd az iires kloz, ugy is ki lehet
fejezni, hogy S-nek van rezoliicids cdfolata.

Mi az elsérendi kléz?

Elsérendl kloznak neveziink egy olyan zart Skolem-formulat, amelynek a magja elsorendii literalok (valtozok vagy
annak negaltjuk) diszjunkcioja.

Az elsérendii rezoliicios elvhez hogyan lehet eléallitani a klozhalmazt?

Az elsérendii rezolucios elvnél az a kérdés, hogy Z|=" ¢

Az elsérendii klozhalmazt ugy tudjuk eléallitani, hogy X ) {—¢}- skolemizaljuk, és a skolemizalt alak KNF, és abbol ki
tudjuk gytijteni az elsérendii kl6zhalmazt.

Hogy oldjuk ezt meg alaprezolicioval és szemantikus faval?

S:{—|AVB, —|AVC, AVC, —|BV—|C, —|C}

Alaprezolucioval:
1.-C eS

2. AvC eS
3.A res(1,2)
4, —-AvC €S
5.C res(3,4)
6.0 res(5,1)

Szemantikus faval:




39.a. Tétel

Hogyan kapjuk meg egy S elsérendi klozhalmaz alapjan azt az alapklézhalmazt, amelybdl — S kielégithetetlensége
esetén — levezethetd az iireskloz. Definialja az S-bdl valo alaprezolucios levezetés fogalmat.

Hogyan kapjuk meg egy S elsérendii klozhalmaz alapjan azt az alapklézhalmazt, amelybél — S

kielégithetetlensége esetén — levezetheté az iireskloz.

Néhany definicio:

Alappéldany: Legyen L[V,] egy elsérendii logikai nyelv. Rogzitsiink egy U univerzumot. A nyelv egy termjének U
feletti alappéldanyat uigy nyerjiik, hogy egy-egy k valtozokiértékelés mellett a termben eléforfulé minden
valtozo helyére formalisan beirunk egy a k altal a valtozohoz rendelt U-beli individuumot azonosito jelet.
Ha pedig a nyelv egy P(ty,t,,...,ty) atomi foltmulajaban minden ti elemet kicseréliink egy rogzitett K
valtozokiértékelés mellett nyert U feletti alappéldanyara, akkor az atomi formula egy U feletti
alappéldanyahoz jutunk.

Alapatomok: Atomi formulak U feletti alappéldanyait réviden U feletti alapatomoknak nevezziik.

Alapliteral: Egy U feletti alapliteral egy alapatom vagy annak negaltja.

Alapkloz: U feletti alapliteralok diszjunkcioja az U feletti alapkloz.

Egységalapkloz: az egyetlen alapliteralt tartalmazé alapkloz.

Ures kloz: literalt nem tartalmazo alapkléz neve itt is iireskloz.

Bazis: Bazisnak nevezziik U feletti egyszer(i alapatomoknak egy rogzitett sorrend;jét.

Egy adott U univerzumon egy elsérendii kl6zhalmaz pontosan akkor kielégithetetlen, ha U-n a kl6zhalmazban szerepld

klozok alappéldanyainak halamza kielégithetetlen. Ezt Gigy ellendrizhetjiik, hogy interpretaljuk a klézhalmaz leiro

nyelvében szerepld konstans-és fiiggvényszimbdlumokat (a Skolem-konstansokat €s —fliggvényeket is) az dsszes
lehetséges modon U felett.

Az egyes interpretaciokban eldallitjuk a klozhalmazban szerepld klozok alappéldanyai halmazabdl az egyszerti

alapklézok halmazat.

Ha az igy nyert egyszerli klozhalmazok mindegyike kielégithetetlen, akkor az alappéldanyok halamza U-n
kielégithetetlen. Az egyszeri alapklozokat ugyanugy illesztjiik a szemantikus fara, mint az itéletlogikaban. Ez azt
jelenti, hogy az egyszeri alapklozok halamza pontosan akkor kielégithetetlen, ha az egyszerii alapkl6zhalamz
szemantikus faja zart.

Definialja az S-bél valo alaprezolicios levezetés fogalmat.
Egy S elsérendii klozhalmaz klozai U feletti egyszert alapklozainak halmazabol valo alaprezolucios levezetés egy
olyan véges ky,Ks,...,kn (M=1) alapklozsorozat, ahol minden j=1,2,...,m-re k;

1.) vagy S-beli kloz U feletti egyszerii alapklozokra,

2.) vagy olyan 1 <s,t <j, hogy kja (ks,k;) alapklozpar rezolvense.



40. Tétel

Miért ekvivalens a Skolem normalforma kielégithetetlensége a magjaban szereplé KNF klozaibol alkotott elsdrendi
klozhalmaz kielégithetlenségével? Mi az elsérendii szemantikus fa, mit ir le? Mit jelent az alapatom és alapkloz
kifejezés?

Ha VxA formula torzse, A KNF alak, akkor minden A°*¥) egy-egy alap KNF, vagyis (VxA)® alapklézok konjunkcidja.
Ha a VXA formula kielégithetetlen, akkor azon alap KNF-ak konjunkcioja kielégithetetlen, azt jelenti, hogy alapklozok
halmaza kielégithetetlen. Az iires kl6z levezethetd ezen alapklozok halmazabol 0-rendi rezolticios kalkulussal.

Elsérendl szemantikus fa: Szemantikus fa (jegyzet): Egy K elsérendii kl6zhalmaz adott univerzum feletti teljes
szemantikus faja, egy olyan binaris fa, ahol a szintek szama és a bazisbeli alapatomok halmazanak szamossaga
megegyezik. A szintek és az alapatomok kozott egy-egyértelmii megfeleltetést definidlunk. Az Ai-hez rendelt szinten az
¢élparokban az egyik élhez Ai, a masik élhez —~Ai cimkét irunk.

Legyen a K klézhalmaz alapatomhalmaza A. A K szemantikus fija egy olyan fa, amelynek éleihez az A elemeinek
megfeleld literalok egy véges halmazat rendeljiik hozza: 1) egy csucsbol véges sok E1,E2,...,En ¢l indul ki. Legyen Qi
az Ei élhez rendelt literalok konjunkcidja, a Q1vQ2v...vQn pedig tautologia. 2)Legyen 1(N) a gyokérbol az N csucsba
vezetO uton 1évo €élekhez rendelt literalhalmazok unidja. Egyetlen ilyen halmaz sem tartalmazhat komplemens part.
Szemantikus fa.

Olyan bindris fa, amelynek 4gain az U feletti sszes lehetséges - adott tipusu - struktiira megjelenithetd.

A szemantikus fa mindig egy B bdzisra épiil. Annyi szintet tartalmaz amennyi eleme a bazisnak van. Az Aj
baziselemhez rendelt szinten az élparokhoz az Aj, —Aj cimkéket rendeljiik. Aj azt jelenti, hogy Aj igaz, —A]j azt jelenti,
hogy Aj hamis az interpretacioban. Igy a szemantikus fa egy-egy agan egy-egy interpretacio jelenik meg.

A szemantikus fa tartalmazza egy U univerzum feletti Gsszes lehetséges - adott tipusu - struktarat (interpretaciot).

Alapatom:az atomi formulak U feletti alappéldanyait roviden U feletti alapatomoknak nevezziik. (ha egy atomban nem
szerepelnek szabad formulak, alapatomnak nevezziik)

Az U feletti alapliteralok diszjunkcidja. Az U feletti alapkloz az egyetlen alapliteraalt tartalmazo alapkloz az egységkloz
Alapkloz: Az 1. rend literal egy atomi formula vagy egy negalt atomi formula: pl. P(x1, Xy, ..., Xj), =P (X1, X2, ..., Xj).
Alapliteral egy valtozot nem tartalmazo literal : P(ay, ay, ..., &), =P(ay, ay, ..., ).

Alapkloz alapliteralok diszjunkcidja:pl. P(a)vR(a,b)

Alapklozok
X y [z v u | POOV=Q(xf(y)) —P(g(2))v—P(v) Q(g(u),u)
a a |la |a a  |P(a)v—0(af(a) —P(g(a))v—P(a) Q(g(a),a)

9@ |a |a (9@ |a |P(g(@)v—Q(g(a)f(a) —P(9(a))v—P(9()) Q(9(a).2)

9@ |a |a |g@ |f(@ |P(g(@)v-Q(g(a).f(a) —P(9(a))v—P(9()) Q(9(f(2)). f(a))

9(f@) |a |f(a) |a(f(@) |f(@) |P(g(f(2))v-Q(g(f(@)).f(a)) | —P(a(f(a))v—P(9(f(@)) |Qa(f(@), f(a))




42. tétel

Melyek a Skolem fiiggvény fiiggetlen valtozoi? Mi a Skolem konstans? Hogyan kapjuk meg egy KNF maggal
rendelkez6 Skolem formulaval ekvivalens valtozdidegen, elsérendii klézok konjunkcidjaként el6alld formulat?

Melyek a Skolem fiiggvény fiiggetlen valtozoi?

Azoktol a valtozoktol, amelyek az adott Skolem fliggvény altal helyettesitett egzisztencialis kvantor utan (azaz
,jobbra”) helyezkednek el, nyilvan nem fiigg a Skolem fiiggvény, hiszen az csak azoktol a valtozoktol fiigg, amelyek a
prenex alakban az egzisztencialis kvantor el6tt (azaz ,,balra”) helyezkednek el: ezen valtozok minden
értékkombinacidjahoz létezik legalabb egy olyan értéke az aktualis egzisztencialisan kvantalt valtozonak, melyre a
formula igazsagértéke igaz.

Mi a Skolem konstans?
Vizsgajuk meg a VX1 VX;... VXj.13X]Qj+1Xj+1...QnXnA prenexformulat, amelynek a prefixumabol az egzisztencialis
kvantorokat eliminalni szeretnénk. Legyen a prefixumban az els6 egzisztencialis kvantor a prefixum j-edik kvantora. Ha
j=1, azaz a prefixumban az els6 kvantor rogton egy egzisztencialis, akkor nyilvan minden olyan interpretacioban,
amikor van olyan valtozokiértékelés, amely mellett a formula i igazsagértékii, az interpretacié U univerzumaban van
legalabb egy ue U , hogy valamely « valtozokiértékelés soran az x valtozohoz éppen u-t rendeljiik és k mellett a
Q2X2...QnXnA formula i igazsagértékii lesz. Ezt az elemet Skolem-konstansnak nevezziik.

Hogvyan kapjuk meg egy KNF maggal rendelkezo Skolem formulaval ekvivalens valtozoidegen, elsorendii klozok
konjunkciojaként eloallo formulat?

A kvantorok bevitelével atirjuk 1. rendi klézok konjunkcidjaként a formulat, ezek a klézok mar valtozdidegenek
lesznek, illetve a kapott formula nyilvan ekvivalens az eredeti Skolem alakjaval.




43. Tétel

Legyen Q egy Skolem formula és U egy n elem{i univerzum. Milyen kapcsolat van a Q értékének kifejtéssel illetve
szemantikus faval valé megallapitasa kozott? Adott univerzum €s tipus esetén hogyan lehet megadni itt az 6sszes
struktarat szemantikus faval?

Milyen kapcsolat van a Q értékének kifejtéssel illetve szemantikus faval valo megallapitasa kozott?

Q értékének kifejtése egy konjunkcid lesz, melyben a tagokba az 6sszes lehetséges modon behelyettesitjiik a valtozokat.
Hasonloan, ha a szemantikus fat felrajzoljuk, ott is az 6sszes lehetséges modon eldallitott klozokat kell a szemantikus fa
cstcsara illeszteni, a klozok és a konjunkcio tagja egyértelmiien megfeleltethetok egymasnak.

Adott univerzum és tipus esetén hogyan lehet megadni itt az dsszes struktirat szemantikus faval?

Az univerzum elemeinek felhasznalasaval eléallitjuk az Gsszes alapatomot, rogzitjiik sorrendjiiket (ez a bazis), a
szemantikus fa szintjeihez ebben a sorrendben rendeljiik hozza az alapatomokat. Egy interpretacio a szemantikus fa egy
agén all eld.



44. Tétel

Hogyan formalizalunk egy problémat az elsérendi logikaval valé megoldasra? Egyenldségjel nélkiili nyelv esetén mit
lehet tudni egy A fornula kielégithetdségérdl illetve egy B formula azonosan igaz voltardl ha az A kielégithetd illetve a
B azonosan igaz n szamossagu halmazon.

Hogyan formalizalunk egy problémat az elsérendii logikaval valé megoldasra?

Egy matematikai probléma mindig egy adott strukturaval kapcsolatban meriil fel. A probléma formalizalasahoz pedig
az illetd struktira(osztaly) leiro nyelvének haszndlata célszerii. A formalizalashoz hozzatartozik az elméletet leiro
formulainak megaddsa is.

Ha egy adott nem matematikai probléma megoldasaban logikai eszkozokkel szeretnénk dolgozni, akkor a problémat és
minden koriilményt, amely ok-okozati kapsolatba hozhato a problémaval, egy formalis rendszerbeli kornyezetbe kell
helyezni. Ehhez rogziteni kell a probléma megoldasahoz sziikséges nyelvi elemeket, vagyis azokat a reldcio- és
fiiggvényszimbolumokat, melyekkel ki lehet fejezni a probléma kapcsan érintett objektumok kézotti kapcsolatokat. (Ezek
mellett megadhatunk akar egy modellt, szemléltetésre, amely az adott nyelv logikan kiviili jeleinek jelentését rogziti.) Az
igy kialakult nyelven formalizalhatjuk a problémat és a probléma kérnyezetében meglévéd specidlis kapcesolatrendszert,
valamint a feltételeket. Ezt a folyamatot nevezziik formalizalasnak.

Legyen adott egy kdznapi vagy matematikai probléma.
Tekintsiik at az ilyen problémak elsérendii formulakkal valo leirasanak folyamatat.
A problémat altalaban természetesnyelven leirt egyszer(i vagy Osszetett kijelentdémondatokkal adjak meg.
Minden allitast kifejez0 egyszerii mondat helyett bevezetiink egy-egy allitasjelet vagy relacid vagy
fiiggvényszimbdlumot. Egy Osszetett mondtot, amennyiben nem mellérendelt egyszer(i mondatok kapcsolata,
analizalunk, és atalakitjuk az eredeti mondattal azonos értelmi, de egyszeri mondatokbol olyan nyelvtani
Osszekotokkel felépitett mondattd, ahol a nyelvtani 6sszekotk egyben logikai 6sszekotok is. Ezutan az allitasjeleket,
relacid és fliggvényszimbolumokat a logikai 6sszekdtoknek megfeleld jelekkel dsszekapcsolva kapjuk a problémat vagy
megallapitast leird dsszetett logikai allitast. Ebben kicserélve az allitasjeleket valtozokkal nyerjiik az elsérendii
formulat.
PL.:”Minden labda p6ttyds vagy nem pottyds.”

P(x)=i, akkor, ha x pottyds labda

Ekkor az allitasunk VX(P(X)v—P(X).

~~~~~

azonosan igaz voltarél ha az A kielégithetd illetve a B azonosan igaz n szimossagu halmazon.



45. Tétel

V4

fogalmak a szemantikus fahoz. Mit jelent egy alapkloz illesztése egy szemantikus fara?

Herbrand-univerzum: Legyen K egy elsérendii klozhalmaz. Legyen HO a K-ban szerepl6 konstansok halmaza, ha K-ban
nincs konstans, akkor HO={a}, ahol az a egy fiktiv konstans. Legyen i=0,1,...-re Hi+1=HiUFi, ahol Fi az dsszes olyan
f(t1,12,...,tn) termek halmaza, amelyekre az f fiiggvényszimbolum szerepel K-ban és tjeHi, (j=1,2,...,n). Hi-ta K i-
edrendii konstansai halmazanak, a H,,-t a K Herbrand univerzumanak nevezziik.

Herbrand-bazis: Legyen K egy els6rendii klozhalmaz. A K atomhalmazanak vagy Herbrand-bazisanak nevezziik a K-
beli literalokban szerepl6 atomi formulak H,, feletti 6sszes alapeléfordulasat.

V4

Herbrand-univerzuman értelmezett, az alabbiaknak eleget tev I struktarat: 1) A K-ban szerepld konstansokat I,
énmagukba képezi le. 2) Ha f egy a K-ban eléfordulé n-valtozos fiiggvényszimbolum, akkor az Iyy-ban az fegy H ..
>H,, leképezést jelol. Ez a leképezés minden Iy-ban ugyanaz, és K Herbrand-univerzumabol leolvashaté. Ez azt jelenti,
hogy a K-hoz tartozé Herbrand-interpretaciokban a miiveletek értelmezése egyforma. 3)Ha P egy a K-ban el6forduld n-
valtozos predikatumszimbolum, akkor az Iy-ban a P egy H,,"->{i,h} leképezést jeldl.

Egy K elsérendii klozhalmazhoz tartoz6 Herbrand-univerzum feletti 6sszes Herbrand-interpretacio abrazolasat ennek
megfelelden, szintén szemantikus faval oldjuk meg. A K klézhalmaz kielégithetetlenségének szemantikus fa lezarasaval
valo igazolasa is ugyanugy torténik. Vegyiik észre, hogy megszamlalhatd szamossagi Herbrand—univerzum feletti
Herbrand-struktarak szamossaga kontinuum.

Az a folyamat, amikor egy C klozhoz megkeresiink egy olyan utat a szemantikus faban, amelyen C minden literalja
negalva szerepel, a C-nek az illetd agra vald illesztése.



46. Tétel

Legyen S egy strukrira, A az S axiomarendszere, F egy feltételhalmaz és B egy tételformula. Ha azt kell eldonteni,
hogy F -bdl levezethetd-e B bizonyitaselméleti levezetéssel, akkor A a logika axiomarendszeréhez, vagy az F
feltételhalmazhoz tartozik?

46.a. Tétel

Legyen S egy strukrira, A az S axidmarendszere, F egy feltételhalmaz és B egy tételformula. Ha azt kell eldonteni,
hogy az S strukrurdban F -nek kdvetkezménye-e B, az A axiomarendszernek van-e szerepe a fenti kovetkezmény
fennallasanak igazolasaban?

Az, hogy az S struktiraban F-nek kdvetkezménye B, pontosan azt jelenti, hogy F-bdl B levezethet6 (bizonyitaselméleti
levezetéssel). A bizonyitaselméleti levezetéshez viszont sziikségiink van olyan axiomakra, melyek leirjak S miiveleteit,
hiszen a levezetés egy formulasorozat. Minden eleme ennek a formulasorozatnak haromféleképpen kertilhetett oda (1.
Feltételhalmazban szerepel, 2. Modus Ponens alkalmazasaval, 3. axiémak alapjan). Tehat a valasz igen, van szerepe az
A axiomarendszernek a kovetkezmény fennallasanak igazolasaban.



