11. DETERMINANSOK

11.1 MATRIX FOGALMA, MUVELETEK MATRIXOKKAL

BEVEZETES.

A kozgazdasdgtanban gyakoriak az olyan rendszerek melyek jellemzéséhez tobb adat sziikséges. Példaul egy
k vallalatbol allé csoport minden vallalatanak eredményességét n adattal jellemezziik (ilyen adatok lehetnek:
az i-edik vallalat dolgozoinak létszama, Osszbértomege, éves forgalma, éves nyeresége, épiileteinek, termelési
eszkOzeinek érték, ezek éves amortizacioja, stb.) Itt k- n szam jellemzi a vallalatcsoport eredményességét, és az
adatok jelentésére valo tekintettel ezeket egy téglalap alaku elrendezésben irjuk fel, és szokésos mddon zarojelbe
tessziik, azaz

ay; aig ... a1j . QA1n
a21 QA22 ... a2; . agn
;1 ;2 . Qi . Qin
ak1 a2 ... ki .- QAn
Az i -edik vallalatok jellemzdé adatok:
A1y Q4§25 -y Qjjy --.y Ain

a tablazat ¢. sordban szerepelnek, mig a j. oszlop
A1, A2j5, « vy Qijy « vy Akj
szamai az egyes vallalatok j-edik jellemz6 adatat adjak.

DEFINICIO. Ha k- n darab (valés) szamot, az a;; (i = 1,2,...,k; j = 1,2,...,n) szdmokat, k sorban és n
oszlopban helyeziink el (és zardjelbe tesziink) az alabbi modon:

a1 ai2 . A1n
a1 a2 . aon
a1 G2 ... £

akkor egy k X n tipusi (valds) mdtrizot definidltunk. Az Osszes k X n tipust matrixok halmazat My x.,-nel
jeloljiik.

A tipus megadéasanal mindig a sorok szama az els§ adat!

Az el6bbi méatrixot A-val jelélve, mondhatjuk, hogy a;; az A matrix i-edik soranak j-edik eleme, vagy az A
matrix (1, j)-edik eleme.

Gyakran hasznaljuk az A = (a;;) tomor jelolést, ha ez nem okoz félreértést.

Az

si = (a1, G2, ... i) (1=1,2,...,k)

vektort az A matrix i-edik sorvektordnak nevezziik, (e vektor koordinatai allnak a méatrix é-edik sordban), az

vektort az A matrix j-edik oszlopvektordnak nevezziik (e vektor koordinatai allnak a matrix j-edik oszlopéban).

SPECIALIS MATRIXOK:



(1) Négyzetes vagy kvadratikus n-edrendd mdtriz, ha n sora és n oszlopa van (azaz a sorok és oszlopok szama

egyenls: k = n. Egy n-edrendd kvadratikus méatrix diagonalisa (f6atloja) az a1, ass, . . ., Gny elemekbsl
all, mellékatloja pedig az an1,an—12,- .., a1, elemekbdl all.

(2) n-edrendd egységmdtriz olyan n-edrendd kvadratikus matrix, melynek f6atlojaban csupa 1 all, azon
kiviil pedig csupa 0 all. Jelolése E.

(3) k x n tipusi zérusmdtriz olyan k X n tipusi matrix, melynek minden eleme 0. Jeldlése O.

(4) Oszlopmdtriz (ill. sormdtriz) olyan méatrix melynek csak egyetlen oszlopa (ill. sora) van.

DEFINICIO. Az A = (a;;) € Mgxn, mdtriz transzpondltjin az AT = (a;;) € My, métrixot, értjiik (a matrix
sorait és oszlopait megeserélve kapjuk a méatrix transzponaltjat).

DEFINICIO. Legyenek A = (a;j), B = (bij) € Mixn azonos tipusti matrixok, és legyen A € R, akkor az
A+ B és AA matrixokat

A+ B:= (aij + bij), A = ()\CLZJ)
-vel definialjuk.

TETEL. [az Osszeadas, szammal valo szorzas és transzponalas tulajdonsagai]l Az dsszes k X n tipusd valds
mdatrizok My halmaza k - n dimenzids valds vektortér a fenti miveletekre nézve. Tovdbbd bdarmely A, B €
Mipsn, A € R mellett

(A+B)T =AT 4+ BT, AT =xAT.

Bizonyitas. A megfelel tulajdonsagok ellendrzése. ]

Két mdtriz szorzata csak akkor értelmezett, ha az els§ tényezs(méatrixnak) annyi oszlopa van, mint ahany
sora van a masodik tényezd(matrixnak).

DEFINICIO. Az A = (a;j) € Mpixn és B = (bij) € Myxm matrixok C = AB szorzatdn azt a C = (¢;;) €
M matrixot értjiik melyre

Cij = Zaisbsj = @ilblj —‘raﬂbgj + -+ ambnj (Z =1,2,....k;5=1,2,... ,m).

s=1

Ezt a szorzast roviden "sor-oszlop kombindcionak" mondjuk, mert a szorzatmétrix c;; eleme, éppen az A
méatrix (els6 tényezd) i-edik sorvektoranak és a B méatrix (mésodik tényezd) j-edik oszlopvektoranak a belss
szorzata (mindkét vektor n dimenzios).

TETEL. [méatrixok szorzasénak tulajdonsagai] Mdtrizok szorzdsdra teljesilnek az

A(BC) = (AB)C
(A+B)C = AC+BC
A(B+C) =AB+ AC

(AB)T =BTAT

azonossdgok, ahol A, B, C tetszbleges mdatrizok, melyekre a felirt midveleteknek van értelme.

Bizonyitds. A megfelels szorzatméatrixok megfelel§ elemeinek kiszamolasa. O

Megjegyezziik, hogy a métrixszorzas nem kommutativ, azaz altalaban AB # BA, tovabba kvadratikus méatri-
xokra

AE=EA=A, AO=0A=O0.

DEFINICIO. Egy A kvadratikus matrixot invertdlhatonak neveziink, ha van olyan B (kvadratikus) méatrix
melyre

AB=BA=F

teljesiil. Ezt a B matrixot A inverzének nevezziik és A~ -gyel jeloljiik.



Ha A invertdlhatd, akkor csak eqy inverze van. Ugyanis, ha B’ is A inverze volna, akkor AB’ = BPA=F

B=BE = B(AB') = (BA)B' = EB' = B’ azaz B=B'.
11.2 DETERMINANS FOGALMA, TULAJDONAGAI

DEFINICIO. Az N, = {1,2,...,n} szamok egy elrendezését (valamely sorrendben valo felirasat) ezen elemek

elhelyezésében kiilonboznek. N,, 0sszes permutacidinak halmazat S,-nel jeloljiik.

PELDA. N3 Osszes permutécidinak S3 halmaza az
(1,2,3); (1,3,2); (2,1,3); (2,3,1); (3,1,2); (3,2,1)
permutaciokbol all.
Indukciéval kénnyen igazolhatd, hogy S,-nek n! eleme van.
DEFINICIO. Legyen (a1,as2,...,a;,...,a;5,...,a,) az 1,2,3,...,n elemek egy permutacidja. Azt mondjuk,
hogy e permutécidoban az a; és a; pdr inverzidban all, ha ¢ < j és a; > a;.
Az inverzidban allo parok szama az (n, n — 1, ..., 2, 1) permutacioban lesz maximaélis, és akkor a szamuk

n(n —1)
—

Aszerint, hogy az inverzidban allo parok szama paros vagy paratlan, szokas pdros vagy pdratlan permutdciorol
beszélni.

n-1D+n-2)+---+1=

Igazolhato, hogy S,,-ben ugyanannyi a paros és paratlan permutaciok szdma. Ha egy permutéicioban két
elemet felcseréliink, akkor permutécié parossaga megvaltozik.

DEFINICIO. Legyen A = (a;;) egy n-edrendd kvadratikus métrix. Az A matrix determindnsdn az

A== > (-1)'@ayg, aza, - Gna,
a€ESy,

szamot értjiik, ahol az Osszegezés kiterjed az 1, 2,..., n szamok Osszes a = (aq, ag, . .., ) permutaciojara, és
I(a) az o permutécio inverzidinak szamat (az inverzidban all6 parok szamat) jeloli.

Ha a matrix elemeivel van megadva, akkor determindnsédnal nem tessziik ki a matrixot jelols zardjelet,
hanem az elemeket csupan két fiiggsleges vonal kozé tessziik. Ha egy m-edrendd A maétrix az o01,02,...,0,
oszlopvektoraival van adva, akkor determinansat szokasos

|A| = |o1,02,...,04]
-nel is jel6lni.

MEGJIEGYZES. Egy négyzetes matrix determinansat a kovetkez6képpen szamoljuk ki. Kivalasztunk a matrix
minden sorabdl egy-egy elemet tgy, hogy ezek az elemek mind kiillénb6z6 oszlopban legyenek. Ezeket az ele-
meket Osszeszorozzuk. Ha a kapott elemeket ugy rakjuk sorba, hogy hogy a sorokat jel6ls indexek természetes
sorrendben alljanak, akkor az oszlopindexek az 1,2,...,n szdmok egy a = (a1, aa, ..., a;,) permutaciojaval ad-
hatok meg. Ha ez a permutacié paros akkor az elgbbi szorzatot valtozatlanul hagyjuk, ha paratlan, akkor még
—1-gyel megszorozzuk. Az ilyen médon kapott szorzatokat az oszlopindexek Osszes permutaciojara elkészitjiik,
majd a kapott n! darab szorzatot Gsszeadjuk.

A determinans fenti definicidja teljesen elemi, de igen bonyolult, ami gatolja az egyszerii kiszamithatosagot.
Mdsod és harmadrendd determindnsok kiszdmitdsdra vannak egyszer( (és konnyen megjegyezhetd képletek:

a1 ai2

= a11G22 — (12021
az1 a2




a féatloban 1évés elemek szorzatabol kivonjuk a mellékatloban 1év6 elemek szorzatéat.

a11 a2 @13
G21 Q22 (23 | = (11022033 + 012023031 + A13G21G32 — G13G22031 — 11023032 — A12021033.
azi1 asz2 ass

Ez a Sarrus szabdly, melyet tgy lehet megjegyezni, hogy a determinans els6é két oszlopat a determinans job-
boldalhoz hozzairva képzeljiik, majd a mellékatloban és vele parhuzamosan téle jobbra 1év6 két masik atloban
1év6 elemeket Gsszeszorozzuk, e szorzatokat 6sszeadjuk, majd a mellékatloban és vele parhuzamosan téle jobbra
1évE két masik atlo elemeit 0sszeszorozzuk, e szorzatokat kivonjuk az eléz6 6sszegbdl.

TETEL. [a determinéns alaptulajdonsagail

(1) Ha egy determindns sorait és oszlopait felcseréljik, akkor a determindns értéke nem vdltozik (vagy egy
négyzetes mdtriznak és transzpondltjinak determindnsa megegyezik).

(2) Ha egy determindns valamely sordnak minden eleme tartalmaz egy c faktort, akkor ez kiemelhetd a
determindns jele elé.

) Ha egy determindns két sordt felcseréljik akkor a determindns eldjelet vdlt.

(4) Ha egy determindns két sora megegyezik, akkor a determindns értéke nulla.

) A determindns értéke nem wvdltozik, ha egy sordnak elemeihez egy mdsik sor megfeleld elemeinek c-
szeresét hozzdadjuk.

(6) Ha egy determindns valamely sordnak minden eleme két tag dsszegére bomlik, akkor a determindns
felirhato két olyan determindns dsszegeként melyeknek megfeleld sorukban éppen az egyes dsszeadanddk
allnak.

(7) Ha egy determindns egy sordban csupa 0 dll, akkor a determindns értéke nulla.

(8) Ha egy determindns fédtidjaban minden elem 1 és a determindns tobbi eleme 0, akkor a determindns
értéke 1.

Bizonyitds. (1) Azt kell megmutatni, hogy
Z (_1)I(a)a10¢1a2a2 <o Qnoy, = Z (_1)I(B)aﬁ11a522 <o AByn-
a€sS, BESH

Ez azért igaz, mert az elsé Osszeg minden tagjdhoz hozzarendelhet§ a mésodik Gsszegnek pontosan egy tagja,
és az elGjelek is egyeznek.
(2) Ha az i-edik sort szorozzuk c-vel akkor

Z (—1)1(0‘)a1a1 oo (etin;) . cana, =c Z (—1)1(“)601(11 Gy - Qpay,, -
a€eS, a€eSy,

igy allitdsunk igaz.
(3) Ha pl. az i-edik és j > i-edik sort cseréljiik fel, akkor azt kell belatni, hogy

I I(e
g (-1 (O‘)alal Qg e Qe - O, = g (-1) (a)alal oy - Giay - - - Onay,
a€Sy, a’eS,
ahol o = (aq,...,0aj,...,04,...,a,). Mindkét Gsszegben a szorzatok tényezdi megegyeznek csupan az elojelek

kiilonboznek, mivel az o’ permutaciot agy kapjuk a-bél, hogy az i-edik és j-edik elemeket megcseréljiik. Ezért
I(a/) = I(a)+paratlan szam, igazolva allitasunkat.

(4) A két egyez6 sor cseréje nem valtoztatja meg a determinanst, igy az el6z6 allitas miatt |A| = —| A| amibdl
|A| = 0.
(5) Ha az i-edik sorhoz a j-edik sor c-szeresét adjuk (i < j), akkor az igy kapott determinans értéke
S (DI ™ayg, o (@i, + o) Qo - Gna, = > (D) @agg, e, - a4a; - Gna,
a€eS, acS,
+c g (71)1("‘)(11(11 T P ; (—1)1(‘1)(11&1 Qi - G - - Opay,
[e] n [e3 n

mert ¢ utani 6sszeg nulla (1évén egy olyan determinéans értéke melynek két sora megegyezik).



(6) Ha az i-edik sor elemei a;; + a;; (j = 1,...,n) akkor
Z (D) Yary, .. (a0, + Uig,) - - Ona, = Z (D) @ayy, .. tia, - . e,
a€S, a€ESy,
+ Z (-1 @ay,, .. G, - Ona,
a€EeSy,

amint allitottuk.
(7), (8) nyilvanvalok a definici6 alapjan. O

TETEL. [a determinansok szorzastétele] (Kvadratikus) mdtrizok szorzatdnak determindnsa a tényezémdtrizok
determindnsainak szorzata, azaz ha A, B (azonos rendi) kvadratikus mdtrizok, akkor

|AB| = |A] - |B].

Bizonyitds. Ld. pl. Kozma jegyzet. a
KOVETKEZMENY. Egy (kvadratikus) mdtriz akkor és csakis akkor invertdlhatd, ha determindnsa nem nulla.

Ugyanis, ha A invertdlhato akkor |A A=!| = |E|, vagy a szorzastétel miatt |A||A71| = 1 igy |A| # 0. A
forditott allitst kés6bb igazoljuk, az inverz méatrix elGallitasaval. (|

Az is kénnyen igazolhato, hogy egy (kvadratikus) matrix determinansa pontosan akkor nulla, ha oszlopvekto-
rai (vagy sorvektorai) linearisan fiiggéek. Igy egy (kvadratikus) mdtriz invertdlhatdsdgdnak egy vjabb szikséges
és elegendd feltétele az, hogy a mdtriz oszlopvektorai (vagy sorvektorai) linedrisan figgetlenek legyenek.

DEFINICIO. Egy n-edrendi kvadratikus A = (a,;) méatrixbol, hagyjuk el az a;; elem sorat és oszlopat (azaz
az i-edik sort és a j-edik oszlopot), a visszamarad6 n — 1-edrendii kvadratikus métrix determinansat (—1)"7-vel
megszorozva, a kapott szamot az A mdtriz a;; eleméhez tartozd adjungdlt aldetermindnsnak nevezziik, és A;j-vel
jeloljiik.

Az adjungdlt aldetermindns tehdt egy részmdtriz determindnsa, vagy annak negativja, attol fiiggden, hogy mi
az elhagyott sor és oszlop indexe. Az el6jel megallapitasara a sakktdbla szabdly szolgal: helyezziik el matrixunkat
egy képzeletbeli n x n-es sakktablan, de a mez&ket szinezés helyett + és — jelekkel latjuk el, tigy, hogy a bal
felsG sarokban + jel van. Ha egy mezdben + jel van akkor (—1)**/ = 1, ha — jel van, akkor (—1)**/ = —1.

TETEL. [kifejtési tétel] Legyen A egy n-edrendd kvadratikus mdtriz, akkor

ia”A_ [ 4]  hai=d
£ g 0 hai#d
j=1

ez a sor szerinti kifejtés, tovdbbd
2 i3 0 haj#j
i

ez az oszlop szerinti kifejtés.

Bizonyitds. Ld. pl. Kozma jegyzet. O

MAGYARAZAT. Pl. az els6 sor szerinti kifejtés azt jelenti, hogy a determinans értékét tgy szamoljuk
ki, hogy els§ sorvektor (ai1,ais,...,a1,) és ennek koordinataihoz tartozo adjungalt aldeterminansokbol allo
(A11, A12,. .., A1) vektorok bels6 szorzatat vessziikk. Ha pl. az elss sorvektor és egy masik sorvektorhoz tar-
tozd adjungalt aldeterminansok vektoranak bels6 szorzatat vessziik, akkor nullat kapunk. Ugyanez a helyzet
oszlopvektorok esetén is.

TETEL. |az inverz méatrix elGallitasa] Legyen A egy n-edrendd invertdlhats mdtrixz (azaz legyen |A| # 0, akkor
az A7 = (by;) inverz mdtriz elemei

A
= (,7=1,2,...,n)

T




alakiak (azaz A inverze az A adjungdlt aldetermindnsaibol alkotott mdtriz transzpondltjinak -8207080,).

4]

Bizonyitds. Ugyanis ekkor az C := A - A™! szorzat ¢;; elemét kiszdmolva, az oszlop szerinti kifejtési tétel
alapjan

= 1< 1  hai=}j
ey = ) ainbi; = @ZaikAﬂc - { 0  hai#j
k=1 k=1
azaz C = A-A"' = E. Az A~ . A = FE egyenlSség hasonléan igazolhato. O

DEFINICIO. Egy tetszbleges k x n tipust mdtriz rangjdn oszlopvektorainak rangjat értjiik (ami azonos a
maximaélis linearisan fliggetlen oszlopvektorok szdmaval). A rangjat rang A-val jeloljiik.

Legyen 1 <1 < min{k,n}, akkor A egy l-edrendi aldetermindnsdt ugy kapjuk, hogy kivalasztjunk a matrix [
darab sorat és [ darab oszlopat, és ezek metszetében 1év6 elemekbol alkotott I-edrendii determinanst képeziink.

Ilyen [-edrendii aldeterminés (]l@) (7) darab van, mivel ennyiféleképpen valaszthatunk ki [ sort és oszlopot.
TETEL. [rangszamtétel] Bdrmely (nemzérus) mdtriz rangja megegyezik a mazimdlis rendd nulldtdl kiillonbozd
aldetermindnsainak rendjével. A zérusmdtriz rangja nulla.

Bizonyitds. Ld. pl. Kozma jegyzet. a

E tételbdl az is kovetkezik, hogy egy mdtriz sorvektorainak rangja egyenld az oszlopvektorainak rangjdval,
hiszen transzponélaskor a kivalasztott [-edrendii determinansok értéke nem valtozik.

12. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

12.1 LINEARIS EGYENLETRENDSZER FOGALMA, (GAUSS ELIMINACIO

DEFINiCIO. Lineéris egyenletrendszernek nevezziik az

a1 Ty + a2z + -+ a1 Tr= b
a1 T1 + A2 Tz + -+ + G2p T = b2
(1)
g1 T1+ a2 o+ o+ g Tn= by
egyenletrendszert, ahol a;;,b; (1 =1,...,k; 5 =1,...,n) adott valés szamok, z; (1 =1,...,k) ismeretlen valos

(vagy komplex) szamok.

Az a;; szamokat az (1) rendszer egyitthatéinak nevezziik (pontosabban a;; a rendszer i-edik egyenletében az
x; ismeretlen egyiitthatdja, a b; az i-edik egyenlet szabad tagja.

Az (1) egyenletrendszert homogénnek nevezziik, ha by = - - - = by, = 0, ellenkezs esetben inhomogénnek mond-
juk. Azt mondjuk, hogy a cy,...,c, szamok (1) egy megolddsat adjak, ha az ismeretlenek helyére helyettesitve
Gket a rendszer minden egyes egyenletében egyenlGség all.

Az (1) egyenletrendszert szabdlyosnak nevezziik, ha k = n, azaz ha az egyenletek és ismeretlenek szama
egyenld.

Bevezetve az
ai1 a2 e A1n
ag1 a9 e aAon,

QAr1 Ag2 Akn,



egylitthatomatrixot, és az

X bl

xro bg
T = , b=

Tn bk:

oszlopmatrixokat (oszlopvektorokat) az (1) rendszer témoren az
(2) Az =b
alakba irhato.

Egyenletek ill. egyenletrendszerek esetén két alapvetd kérdést vizsgélunk:

e Van-e az egyenletrendszernek megoldasa, és ha igen akkor egyértelmi-e?
e Hogyan hatarozhatjuk meg a megoldast ill. az 6sszes megoldast?

Egy (linearis) egyenletrendszert megoldhaténak neveziink, ha van megoldésa, ellenkezs esetben ellentmon-
ddsosnak mondjuk. Ha pontosan egy megoldas létezik, akkor a rendszert hatdrozotinak nevezziik, ha tobb
megoldas van akkor hatdrozatlannak mondjuk.

Két egyenletrendszert ekvivalensnek neveziink, ha megoldasaik halmaza egyenld.

Lineéris egyenletrendszerek esetén (nyilvanvalo modon) az alabbi atalakitdsok eredményeznek ekvivalens
rendszereket (ezeket ekvivalens dtalakitdsoknak mondjuk):

e az egyenletek sorrendjének megvaltoztatasa,

e az egyenletekben szerepls tagok sorrendjének megvaltoztatasa,

e a rendszer barmelyik egyenletének szorzasa (minden tag szorzasa) egy nemzérus szdmmal,
e a rendszer barmelyik egyenletének hozzdadasa egy masik egyenletéhez.

A GAUSS ELIMINACIO az ismeretlenek szukcessziv kikiiszobolése. Ennek soran az egyenletrendszert un. trapéz
alakra hozzuk. Az (1) rendszert akkor nevezzilk trapéz alakinak, ha van olyan 1 < r < n szam, hogy a;; #
0,a22 #0,...,ar, #0dea;; =0, hat=1,2,...,r, j <4, tovabbd a;; =0, hai>r, j=1,2,...,n. Har =n,
akkor a rendszert hdromszigalakinak nevezzik.

A GAUSS ELIMINACIO LEPESEI: o
Tegyiik fel, hogy a11 # 0. Az els§ egyenlet — 2 szeresét az i-edik egyenlethez hozzdadva ¢ = 2,3,...,k
a

esetén, az x1 ismeretlen elttinik a masodik, harmgldik, ... k-adik egyenletbsl. Ha a;; = 0, akkor az els6
egyenletben keresiink egy ismeretlent melynek egyiitthatoja £ 0 és ez veszi at x1 szerepét.

Ezutan a masodik egyenlet alkalmas konstanszorosainak a harmadik ... k-adik egyenlethez val6 hozzadéasaval
kikiiszoboljiik a harmadik ismeretlent a negyedik, ... k-adik egyenletbdl.

Az eljarast hasonloan folytatjuk, mig van mit kikiiszobolni.

Ily modon egy trapéz alaki egyenletrendszerhez jutunk.

A trapéz alaku egyenletrendszer akkor és csakis akkor megoldhato, ha a trapéz alakban az r + 1-edik egyen-
lettdl kezdve a szabad tagok mind nullék.

A megoldhato esetben rendszeriink akkor és csakis akkor lesz hatérozott, ha » = n, azaz ha rendszeriink
héaroszogalaka. Ugyanis, ekkor az utolsé egyenletbdl azonnal kiszamithato x,, egyetlen lehetséges értéke, ezt az
el6z6 egyenletbe helyettesitve szamolhatjuk ki z,,_;1 egyetlen értékét, és hasonldéan folytatva kapjuk a rendszer
egyetlen megoldasat ado6 ..., xs,xo, x1 értékeket.

Ha r < n akkor a rendszer hatarozatlan, ugyanis az x,41,Zy42,...,2, "szabad ismeretleneknek" tetszéle-
ges értéket adva, ezek segitségével a fennt leirt modon az x,,x,_1,...,22,x1 ismeretlenek (egyérteltien) kis-
zamithatok. Igy ebben az esetben a rendszer hatarozatlan, és végtelen sok megoldasa van (a megoldasok egy
n — r paraméteres sereget alkotnak.



12.2 LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDHATOSAGA

TETEL. [lin. egyenletrendszer megoldhatosagal Az

11 %1+ 1222+ -+ A Tp= by
a21 1 + A2 T2 + -+ + A2 Tn= b2

a1 @1+ ag2 2 + -+ agp Tn = by
linedris egyenletrendszer akkor is csakis akkor oldhato meg, ha a
rgA = rg(A|b)

rangfeltétel teljesil, ahol A a rendszer mdtriza, (A|b) a bévitett mdtrixz, melyet az A mdtrizbdl dgy kapunk, hogy
az A mdtrizhoz n + 1-edik oszlopként hozzdirjuk a szabad tagok b oszlopvektordt.

Bizonyitds. Legyenek

a1j
a2;
Oj = . (j - 17 27 7’I’L)
[
az A matrix oszlopvektorai, akkor rendszeriink
(3) 101+ X909+ +xp0, =D

alakba is irhato (a baloldali 6sszeg els6 tagja az o1 vektor x; skalarral valo szorzata s.i.t.).
Innen lathato, hogy ha rendszeriink megoldhato, akkor (3) alapjan

be L(o,...,0n) 1gy L(o1,...,0n)=L(01,...,0n,b),
igy az utobbi két altér rangja egyenld, azaz (3) teljesiil.
Forditva, ha (3) teljesiil, akkor

L(01,...,0n,b) D L(01,...,0n)
és (3) miatt

L(01,...,0n,b) = L(01,...,0n)
igy b € L(01,...,0,). Ezért a b oszlopvektor az o1, ..., 0, oszlopvektorok linearis kombinécidja, azaz vannak
olyan x1,xo,...,x, szdimok, melyekre

b=x101+2209+ -+ x,0,

teljesiil, azaz x1,x9,...,2, a rendszer megoldasa. O

Foglalkozzunk most a homogén rendszerrel, (amikor by = --- = by = 0). Ekkor az el6z6 tételben szerepls
rangfeltétel biztosan teljesiil, igy mindig van megoldas. Ez a rangfeltételre valo hivatkozas nélkil is azonnal
lathato, hiszen z; = z9 = --- = 2z, = 0 megoldésa a homogén rendszernek. Ezt a megoldast trividlis me-
golddsnak nevezziik.

Mikor van a homogén rendszernek trivialistol kiilénb6z6 megoldasa? Erre ad valaszt a kovetkezd

TETEL. [homogén rendszernek nemtrivialis megoldasanak létezése] Az

Ar =0 (A € Mgxn,r = (xlv s 7xn)T € Mnxl)
homogén linedris egyenletrendszernek akkor is csakis akkor van trividlistol kilénb6zé megolddsa, ha
rang A <n

(azaz a rendszer A mdtrizdnak rangja kisebb mint az ismeretlenek szdma). Ha ez teljesiil, akkor a homogén
rendszer 0sszes megolddsai R™-nek eqy
n —rang A

dimenzids alterét alkotjdk.



Bizonyitds. Az, hogy a homogén rendszer megoldasai alteret alkotnak szinte nyilvanvalo, ha ugyanis, az x,y
(oszlop)vektorok megoldasok akkor
Ax =0,Ay =0
igy
Alx+y) =Ax+Ay=0 é A(cx)=cAz =0
azaz ¢ +y és cx is megoldas (¢ € R).
Legyen rang A = r és irjuk a rendszert

(4) 101 +29209+ -+ xpo, =0

alakba.

Ha van nemtrivialis * = (z1,...,7,)" megoldas, akkor (4) teljesiil, amibél lathato, hogy o1, 02,...,0, li-
nearisan fiiggs, igy az L(01,02,...,0,) altér dimenzioja (ami éppen rang A) kisebb mint n.

Forditva, ha r < n akkor vegyiik az L(01,09,...,0,) altér egy bazisat, az egyszertiség kedvéert legyen ez
a rendszer sorrendben els§ r db. vektora, azaz 01,09,...,0.. Ekkor az o,41,...,0, vektorok a bézisvektorok
linearis kombinaciéi, azaz

(5) 0j = ;101 + tj202 + - - - + Q0 (i=r+1,...,n)
alkalmas, nem csupa zérusbol all6 a;1, aya, - . ., ;- szamok esetén. Ezt atirhatjuk
—Qj101 — Q202 — = Qi +1-0;, =0

alakba is, ami viszont azt jelenti, hogy az
u; = (—ay, — o, .., —aip, 0,...,1,...,0)7 (i=r+1,...,n)

(oszlop)vektorok a homogén rendszer nemtrividlis megoldasai (az 1 a i edik helyen &ll). Ezek a vektorok
linearisan fliggetlenek, mert (az u,41,...,u, oszlopvektorokat egymdas utédn egy) maétrixként irva, a kapott
matrix tartalmazza az n — r dimenzios egységmatrixot. Igy a megoldasok altere legalabb n — r dimenzios.
Kés6bb megmutatjuk, hogy a megoldasok alterének dimenzidja pontosan n — r. |

TETEL. [lin. egy.rendszer megold4sanak szerkezete| Az
(6) Az =b (A€ Mpxn,x € Mux1, b € Mgx1)
inhomogén linedris egyenletrendszer barmely x megolddsa
r=a +a"
alakba irhatd, ahol x' az inhomogén egyenlet eqy rogzitett (partikuldris) megolddsa, " pedig a (6)-nak megfeleld
(7) Az =0

homogén egyenlet egy tetszbleges megolddsa. Igy a megolddsok halmaza a (7) megolddsalterének az ' vektorral
vald eltoltja.

Bizonyitds. Ugyanis, ha x (6) egy tetszoleges megoldasa, ' (6) egy megoldasa, akkor
Ax =b, Az’ =b amibsl A(x—2')=0

amib6l 2" = x — 2/-vel kovetkezik allitasunk. O

12.3 A CRAMER SZABALY: LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA

A szabalyos egyenletrendszerekre vonatkozik a alabbi
TETEL. [Cramer szabaly] Legyen A egy n-edrendd kvadratikus mdtriz. A

(8) Ar=b (A€ Mpxn,z,b€ Muxi)
(szabdlyos) linedris egyenletrendszer akkor és csakis akkor hatdrozott (egyértelmien megoldhatd), ha

A £ 0.
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Ha ez teljesiil akkor a rendszer egyetlen megolddsa
Y
T = Al (3
ahol A; az a mdtriz melyet az A mdtrizbol gy kapunk, hogy annak i-edik oszlopdt a szabad tagok b (osz-
lop Jvektordra cseréljik ki.

=1,2,...,n)

Bizonyitds. Ha rendszeriink hatarozott akkor az A matrix o, . . ., 0, oszlopvektorai linearisan fliggetlenek (ti.
csak ekkor lehet b-t az oszlopvektorok linearis kombinaciojaként egyértelmien felirni). Ekkor viszont |A| # 0.
Forditva, ha |A| # 0 akkor A invertdlhato, megszorozva az Ax = b egyenletet balrél az A~! inverz métrixszal

A" Az =Fz ==z

A,
amibél az inverz matrix A~! = ( J ) alakjat, felhasznalva

4]
n n
Aji 1 | As]
xi:Z ‘A|bi:mZAjibi: A
Jj=1 Jj=1
mivel jobboldalon az utols6 Gsszeg éppen az |A;| determindnsnak az i-edik oszlop szerinti kifejtése. O

A szabalyos homogén egyenletrendszerekre vonatkozik az kévetkezs
TETEL. [szabalyos homogén egy.rendszer nemtrivialis megoldasanak létezése| Legyen A egy n-edrendd kva-
dratikus mdtriz. A

Az =0 (A€ Muxn,x € Mpux1)

(szabdlyos) homogén linedris egyenletrendszernek akkor és csakis akkor van nemtrividlis megolddsa, ha
|A| = 0.

Bizonyitds. Ugyanis, ha |A| # 0 akkor az el6z6 tétel miatt az egyetlen megoldas (b; =0 (i = 1,...,n) miatt)
az x; =0 (i =1,...,n) trivialis megoldas. Ha viszont |A| = 0, akkor a homogén rendszer megoldéasainak altere
(a 2. Tétel miatt) legalabb egy dimenzids, igy van benne nemzérus vektor. (Il

A CRAMER SZABALY ALKALMAZASA TETSZOLEGES LINEARIS EGYENLETRENDSZER MEGOLDASARA

CRAMER SZABALY segitségével tetszdleges linedris egyenletrendszert is megoldhatunk az alabbi médon. Te-
kintsiik a
AI:b (AeMk;Xn,zeMnxl,bekal)

k egyenletbdl allé6 n ismeretlent tartalmazé rendszert, mely megoldhato, azaz a
rangA = rang(A|b),
jelolje az itt szerepld rangok kozos értékét r, akkor
r < min{k,n}.

Keressiik meg A rangmeghatdrozo aldetermindnsdt, azaz valasszuk ki a méatrix r sorat és r oszlopat, gy, hogy
az ezekbdl alkotott determinéns nem zérus.

Vegyiik azokat az egyenleteket melyek a kivalasztott soroknak felelnek meg, ezek baloldalan csak azokat az
ismeretleneket hagyjuk meg, melyeknek megfelels oszlopokat kivalasztottuk (a tobbi ismeretlent az egyenlet job-
boldalara vigytik at). A rangfeltétel miatt az elhagyott egyenletek a kivalasztott r darab egyenletbdl (linearisan)
kombinalhatok igy azok elhagyhatok. A kapott szabalyos egyenletrendszerre (r egyenlet, r ismeretlen) a Cramer
szabaly alkalmazhat6, a rendszertinkben szerepl$ ismeretleneket a jobboldalon szerepld, tetszélegesnek vehetd
ismeretlenek, és a megfelel§ szabad tagok linearis kombinacidjaként kapjuk meg a Cramer szabaly altal.

Ebbdl az eljarasbol az is kévetkezik, hogy ha a rendszeriink homogén és r < n akkor a megolddsok n —r
dimenzids alteret alkotnak, ugyanis minden x € M,,x1 megoldas n — r darab (linearisan fiiggetlen) wuy, ... Up—,
oszlopvektor linearis kombinacidja, ahol mindegyik u; vektor olyan, hogy a kivalasztott r darab sorban (a
Cramer szabaly altal kiszamolt) meghatarozott konstansok allnak, a ki nem valasztott n —r darab sorban pedig
a 0 vagy 1 szamok, gy, hogy mindegyik vektorban egyetlen 1 van a tébbi érték 0.
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PELDAK. 1.

Ty Fax2 +21’3 = bl
2x1 —xo9 +2x3 =bo
4x1 4xo0 +4x3 =b3

Itt a rendszer determinénsa,

1 1 2
2 —1 2|=6#0,
4 1 4
igy egyértelmiien megoldhato, és a megoldasok
e L2 g o, 4 aby
X = 6 b2 -1 2 = 6
b3 1 4
B A T
v = 2 by 2 |= — 8
4 bs 4
1 1 L 6b1 + 3by — 3b3
X3 == 6 2 -1 bg = #
4 1 b3
2. Egyenletrendszeriink most
xr1 +x9  +2x3 H4x4 =-—1
2rx1 —To +2x3 +2xy = -4
dr1 +xo +4x3 +2x4, = -2
7581 +x2 +8{E3 +51‘4 =7
8.(81 +2(£2 +101’3 +6£L'4 = -8
A rendszer matrixa, és a bévitett matrix
11 2 1 11 2 1 -1
2 -1 2 2 2 -1 2 2 —4
A= 4 1 4 2 (Alp)y=1 4 1 4 2 =2
7 1 8 5 7 1 8 5 -7
8 2 10 6 8 2 10 6 -8

a rangok

rang A = 3, rang (A|b) =3,
igy rendszeriink megoldhato. Rangmeghatdrozo determindnsnak a bal felsd 3x 3 sarokdetermindnst vehetjik. Az
utolsd két egyenlet elhagyhatd (konnyt latni, hogy a negyedik egyenlet az el6z6 harom egyenlet 6sszege, az todik

egyenlet az els§ egyenlet kétszerese plusz a méasodik és harmadik egyenlet). A rangmeghatdrozd determindnsban
nem szerepld x4 ismeretlent a jobboldalra rendezve kapjuk, hogy

xr1 +xo +2.’E3 =—-1- T4
2x1 —xo +2x3 = —4—2x4
dxy +x9 +4xz3 = —2—2x4
Ezt a Cramer szaballyal megoldva (felhasznalva az el6z6 példa eredményét by = —1 — 24,00 = —4 — 24, b3 =
—2 — 2x4-szel) kapjuk, hogy rendszeriink minden megoldésa
1 2 1
21 =—(—1—x4)— (=4 —2x4)+ = (-2 —224) =14 —ay,
3 3 3
2 1 2
To = —g(—4 — 2.’1?4) + g(—2 — 23?4) =2+ §$4,

1 1
T3 :(—1—$4)+§(—4—2$4)—5(—2—2.%'4) =—-2—14
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alaki, ahol x4 tetszdleges.



