Numerikus modszerek 1. 2. ZH megoldasa 2010. december 14.

Programtervezé informatikus Bsc szak

1.
Dx
D = (e < (ool [l = I <
=1 HXH i=1
Innen (2 pont)
D < miax|d]
=1
Keressiink olyan x vektort, melyre az egyenlGség teljestil.
Legyen x = ep, ahol |d,,| = max"_, |d;;|. Ekkor
| Dx|| B |dpp| - ||epH —1d
= = dpp|-
x| lepl
Tehat indukalt matrixnorma esetén (1 pont)
IDx| _ n
D= 008 T = g1l = I
2. Az A maétrix inverze
3 -2 1
At=—.1-2 4 -2
1 -2 3
1
|AllL =4, [[A™Y:= 1 8=2 = condi(A)=4-2=218
(4 pont)
Az A szimmetrikus matrix, a 2-es kondiciészamhoz szamitsuk ki a sajatértékeit.
2—A 1 0
det(A — \I) = 1 2-X L=2=-N[C2-N*-1]-2-)=
0 1 2=X
= 2-N[E2-N?*=-2=2- NN —-4r+2]=0
A métrix sajatértékei
4+16—-8 448
M =2 Aog= = szj:\/i
’ 2 2
max|\| 2+vV2 (2+v2)? 6+4V2
condz(A) min N 2— 3 5 5 +2v2
(4 pont)
3. a) Eldszor ki kell szdimolnunk az dtmenetmétrixot.
B,y = -DY(L+U)=
201t fo1]_ 1o 1]_[ 0o -}
- 0 2 10 2 [10] |-3 O
A konvergencia elégséges feltételét vizsgaljuk.
1
IBsylloo = 5 =4 <1
(2 pont)

Mivel talaltunk olyan illeszkedd normét, aminek az értéke egynél kisebb, igy V xo € R3-bél
inditva az iterdciot, konvergens lesz. A konvergenciat tanult konvergencia tételre hivatkozva
is bizonyithatjuk, ekkor az A szigorian diagondlisan dominans tulajdonsigara hivatkozhatunk.

(1 pont)



b) Az iteraci6 hibabecslése

()"

1
=3

% = X[ < 1 = xolloo

c) Szamitsuk ki az els6 1épést xg = 0-bdl indulva. A Jacobi-iteracié vektoros alakja
Xk4+1 = —Dfl(L +U)-xx + D b= BJ(l) "Xk + C1),
ahol ) .
0 —5 1 1 1 5
o[ 4] ewemn- ([ 4]
Tehat

x1=Bju) -0+ cy0) =cyu

I
L —|
|

A hibabecsléshez szamitsuk ki a hidnyzé mennyiséget:

1
1 = Xolloo = [les1) = Olloe = llesmlloc = 5-
a < B N, L (Y
It = x"loo < 7257 - [xa = xollo = (5 ) -2-5=(5) <107
2

. a) El6szor ki kell szamolnunk az dtmenetmatrixot.

Bsyy = —-(D+L)"'U=

e IR R B S TR R e

ol

(1 pont)

(3 pont)

Megkaptuk az atmenetmatrixot, a konvergencia elégséges feltételét elegend6 megvizsgalnunk.

1
[Bslloe =5 =a<1

(3 pont)

Mivel taldltunk olyan illeszkedd normét, aminek az értéke egynél kisebb, igy V xo € R3-bél
inditva az iteraciét, konvergens lesz. A konvergencidt tanult konvergencia tételre hivatkozva is
bizonyithatjuk, ekkor az A szigorian diagondlisan dominans vagy szimmetrikus és pozitiv definit

tulajdonsagara hivatkozhatunk.

(1 pont)

b) Szamitsuk ki az els6 1épést xg = 0-bdl indulva. A Gauss—Seidel-iteracié koordindtas alakja

2 X 2-es matrix esetén

m _ 1 0
.’L‘l = a1t (alg .732 b1>
o _ 1 RO
Ty = 422 (a21 €Ty bg)
Most
1) 1o 1
1 2 (:[:2 1)_2
o _ _1 /o _ 11 __3
2T Ty (ml +1>_ 2 <2+1>_ 1
Tehat

e[ ]

¢) A hibabecsléshez szamitsuk ki a hidnyzé mennyiséget:

X1 — Xolloc = [l€5(1) = Olloe = llCs(1)ll00 = e



2 42

Az iteracié hibabecslése
(Lyk N\N* 3 3 /1\F
i = x"[loo < 7275 - [lx1 = Xolloc = 2-0=5-15
1—3 2
(3 pont)
. a) A Richardson-iteraci6 tanult konvergencia tételét haszndljuk a megolddshoz.
A tétel szerint szimmetrikus és pozitiv definit A matrixra az
Xk+1=(I—p-A)-xx+p-b
iteracié pontosan a p € (O, %) paraméterek esetén konvergens barmely kezd&vektorra. Ahol

O<m=M< <...<\,=M

az A matrix sajatértékei.

Latjuk, hogy a feladat megolddsdhoz az A matrix sajatértékeit ismerniink kell. A 2. feladatban

mar meghataroztuk az A sajatértékeit. Ezek nagysag szerinti sorrendbe rendezve
M=2-V2, X=2 A3=2+V2

A tételben szerepl6 jeloléseket hasznalva

m=2-+2, M=2++2

Tehat az iteracié a p € (0; ?2\/5) paraméterek esetén konvergens barmely kezd6vektorra. (2 pont)

b) Az optimélis paraméter a tétel szerint
2 2 1

PO=Mtm 1 2
Ezen paraméter mellett az &tmenetmatrix spektralsugara a tétel allitasa szerint
M-m 2V2 2

oBro) = 37 = 4 2

Mivel By, szimmetrikus, ezért
V2
0(Bpy) = [IBpyll2 = > 4
a kontrakcids egytitthato a 2-es vektornormaban. (3 pont)

A B matrix J-re illeszkedd faktorizaciéjat hatarozzuk meg, azaz a

6.
B=LU-Q
alakot, ahol J = {(2,1),(2,3)} a pozicihalmaz. Ez az aldbbi pozicidkat jelenti.

A B matrix szétbontésa a pozicidhalmaz elsé sora és oszlopa alapjdn, majd eliminalds

1. 1épés:
az 1. oszlopban.
_ -2 1 1 0 00
B1:B:P1—Q1 = P, = 0 21 s le -1 0 O
2 1 4 0 00
Pj-en elvégezziik az elimindcidt.
B -2 11 1 00
Bo=L;P;=| 0 2 1|, Liy‘t=| 0 1 0
-1 0 1

0 2 5

Az Ly matrixszal val6 szorzds a Gauss-eliminacié 1. 1épését jelenti, tehat P1-et megszorozva balrdl
L1-gyel, a P els6 oszlopaban a f64t16 alatti elemek kinullazédnak. Az LII matrixot a P matrixbdl
(ﬁ)—gyel leosztjuk. P1-en elvégezziik az eliminacidt.

ugy kapjuk, hogy az els6 oszlopdnak elemeit p;



2. lépés: Az ]~32 matrix szétbontdsa a pozicibhalmaz masodik sora és oszlopa alapjan, majd
eliminalas a 2. oszlopban.

B -2 1 1 -2 11 00 O
B, = 0 2 1 :Pz—Qz = Pa= 0 2 0 s Q2: 0 0 -1
0 2 5 0 2 5 00 0
P2-n elvégezziik az eliminaciot.
B -2 11 1 00
Bz=LPo=| 0 2 0|, Ly'=|0 1 0
0 0 5 011

Az Lo matrixszal vald szorzds a Gauss-eliminacié 2. 1épését jelenti, tehat Pa-t megszorozva balrdl
La-vel, a P2 mésodik oszlopaban a f6atlé alatti elemek kinulldzédnak. Az Lo 1 matrixot a Poy
matrixbol dgy kapjuk, hogy a méasodik oszlopanak diagonalis alatti elemeit pg)—vel leosztjuk.
Ezutan fel tudjuk irni a kivant alakot.

1 00 1 00 1 00

L = Li'Ly'=] 0 1 0 010|l=|0 10

-1 0 1 0 11 -1 11
-2 11
U = B3=LPy= 0 20
0 0 5
00 O
Q = Q+Qa=|-10 -1
00 O

3
7. Az f(x) = 2° — 4z + 1 = 0 megolddsit az xj 1 = z’“jl iterdciéval keresstik.
Az iterdcids sorozatot ugy kaptuk, hogy az egyenletet atrendeztiik a vele ekvivalens alakra,
41
x:x: & B —4dr+1=0

majd felirtuk a fixponttétel kozelité sorozatat.

a) Keressiink egy intervallumot, mely tartalmazza a gyokot. A [0;1] intervallum j6 vélasztés,
mert

fO)=0P-4-0+1 =1>0
f(l)=13—4-1+1 =-2<0,
igy a Bolzano tétel miatt tartalmazza a gyokot.
A p(x) = % fliggvény a [0; 1] intervallumot [0; 1]-be képezi?
Mivel ¢ szigortian monoton nové fiiggvény (f'(x) = %a:2 > 0), ezért
¢ (051) = [0(0): (1] = |13 3] c 51

b) Igazolnunk kell még, hogy ¢ kontrakcié a [0; 1] intervallumon. A Lagrange-féle kozépértéktételt

felhasznéalva 3 3
PEO=2e<S=q cel]

Tehét ¢ kontrakeid [0; 1]-en. A sorozat konvergencidjat a fixponttétel garantélja.
c) A hibabecslés a fixponttételbdl zg € [0; 1] esetén

oo 3\ oo (3\"
o — 2| < () Jro—at| < (5)
4) 2 - \4

<1



