EOTVOS LORAND TUDOMANYEGYETEM
INFORMATIKAI KAR

NUMERIKUS MODSZEREK
PELDATAR

Bozsik Jozsef, Krebsz Anna

Budapest, 2010



Tartalomjegyzék

EIGSzZO . . . e s
1. VEKTOR- ES MATRIXNORMAK, KONDICIOSZAM ... ... .......
1.1. Feladatok . . . . . . . . e
1.1.1. Vektornormak . . . . . . . . . . ...
1.1.2. Matrixnormak . . . . . . ..
1.1.3. Kondicioszam . . . . . . . . . e
1.2. Megoldasok . . . . . . . . e
1.2.1. Vektornormak . . . . . . . . . . ...
1.2.2. Matrixnormak . . . . . ..
1.2.3. Kondicioszam . . . . . . . . . e

2. LINEARIS EGYENLETRENDSZER MEGOLDASANAK ITERACIOS MOD-

SZEREIL . . . . . s

2.1. Feladatok . . . . . . . . . e
2.1.1. Egyszerd iterdcid . . . . . . . . .. oo
2.1.2. Jacobi-iteracid . . . . . . . . .. e
2.1.3. Gauss—Seidel-iterdcid . . . . . . . . ..

2.1.4. Paraméteres iterdciok: csillapitott Jacobi-iteracié és a relaxéciés modszer . . .
2.1.5. Richardson-iteracid . . . . . . . . . . . e e

2.1.6. ILU-algoritmus . . . . . . . . . . . . e
2.2. Megoldasok . . . . . . . e
2.2.1. Egyszert iterdcid . . . . . . . . .. Lo e
2.2.2. Jacobi-iterdcid . . . . . . ... e
2.2.3. Gauss—Seidel-iterdcid . . . . . . . ...
2.2.4. Paraméteres iteraciok: csillapitott Jacobi-iteracio és a relaxaciés modszer . . .
2.2.5. Richardson-iteracié . . . . . . . . . ..
2.2.6. ILU-algoritmus . . . . . . . . . . .
3. Nemlinearis egyenletek megoldasa . . . ... .. ... ... ... ... .......
3.1. Feladatok . . . . . . . . . . . e
3.1.1. Polinomok gyokeinek becslése . . . . . .. .. ... L0000
3.1.2. Intervallumfelezés modszere . . . . . . . . . ... Lo
3.1.3. Fixpont iterdcid . . . . . . . . . .
3.1.4. Newton-modszer . . . . . . . . ..
3.2. Megoldasok . . . . . ..
3.2.1. Polinomok gyGkeinek becslése . . . . . . . . ... oL
3.2.2. Intervallumfelezés modszere . . . . . . . . . .. ...
3.2.3. Fixpont iteracid . . . . . . . . . . e
3.2.4. Newton-modszer . . . . . . . . . . . . e

20
20
20
21
21
23
24
25
26
26
31
37
48
63
69



ELOSZO

Jelen példatar hianypotlé a maga nemében. A Numerikus médszerek témakorében szamtalan szin-
vonalas tankonyv és jegyzet latott méar napvilagot, de a gyakorlatokon is hasznalhat6é példatar
eddig nem volt, mely segiti az 6rai munkat és a zarthelyi dolgozatokra val6 6nallo felkésziilést.
Igazan akkor lehet megérteni egy modszert, ha azt konkrét feladatokra alkalmazzuk. Ebben kiva-
nunk segitséget nyijtani a példatarban 6sszegytijtott feladatok és azok megoldasainak segitségével.
Ezt a feladat- és megoldasgytijteményt elsGsorban az ELTE IK Programtervezd informatikus BSc,
Informatika tanir BSc és TTK Matematika tanar BSc szakos hallgatéinak ajanljuk. Természetesen
azok is haszonnal forgathatjak, akik segitséget szeretnének kapni a numerikus modszerek gyakorlati
alkalmazéasaihoz. A példatarat ajanljuk még azok szamara, akik a numerikus modszerek alapjaival
feladatokon keresztiil szeretnének megismerkedni.

A példatarat az ELTE-n oktatott, korabban Numerikus Analizis elnevezést targy tematikajat
kovetve épitettiik fel. Mivel a targy neve és témakorei is véiltoztak, ezért a korabbi b&vebb tematika
alapjan dolgoztunk, arra gondolva, hogy bizonyos részekre az MSc-s hallgatoknak lehet sziikségiik.
Minden témakor az elméleti anyag mélyebb megértése mellett hozzasegiti az olvasét a feladatok
mogott meghiizodd technikak és tritkkdk elsajatitdsahoz is. A példatar elkészitése soran a gyakor-
lati szempontokat is figyelembe véve torekedtiink az egyszertd példaktol az Gsszetett és bonyolult
szamitasokat tartalmazé példakig minél szélesebb feladatkort bemutatni. Természetesen helyet kap-
tak elméleti jellegti és mélyebb absztrakciot igényls feladatok is. A feladatmegoldasok elkészitése
soran torekedtiink a minél érthetébb és minél részletesebb leirasokra, esetenként tébbféle megoldast
is adtunk. A tObb éves sikeres oktatési gyakorlatbol kikristalyosodott és letisztult példak mellett
szamtalan 4j példa is belekeriilt az anyagba. A feladatok fejezetenként sorszdmozottak. Minden fe-
jezet két alfejezetre bomlik, egyikben a feladatok, a masikban azok megoldésai talalhatoak, igy a
feladatok szovege utan csak néhéany oldalt kell lapozni a megoldasokig. Célunk ezzel az volt, hogy
az egyes fejezetek Onalléan is hasznalhatdak legyenek.

Eziton szeretnénk koszonetet mondani Dr. Szili Laszlonak, a technikai problémak megoldasaban
nyujtott segitségéért és Dr. Hegediis Csabanak, aki 6tletes és gondolkodtatd példaival jarult hozza
a példatarhoz. Koszonjiik Dr. Laszld Lajos lelkiismeretes lektori munkajat és értékes tanécsait.
Tovabba kioszonjiik az ELTE Numerikus Analizis Tanszékének és az ELTE Informatikai Karanak a

példatar létrejottéhez nyujtott tamogatéasat.

Ajanljuk kedves csalddtagjainknak, akik tiirelmiikkel és segitségiikkel hozzajarultak a példatar
létrejottéhez. Halalanak 5. évfordulojan Dr. Sévegjarté Andras emlékének ajanljuk, aki halhatatlan
érdemeket szerzett az altala oly kedvelt és szeretett targy, a Numerikus Analizis oktatésa soran.

A példatarban talalhato példak megoldésahoz kellemes és hasznos id6toltést kivanunk!

Budapest, 2010. november 2.

Krebsz Anna, Bozsik Jozsef



1. fejezet

VEKTOR- ES MATRIXNORMAK,
KONDICIOSZAM

1.1. Feladatok

1.1.1. Vektornormak

1. Szamitsuk ki az alabbi vektor 1-es, 2-es és co vektornormajat!
1
X = 2
-3
2. Szamitsuk ki az alabbi vektor 1-es, 2-es és oo vektornorméjat!
5)
<= -3
N 8
4
3.  Mutassuk meg, hogy ||.|l1 és ||| vektornormak ekvivalens vektornormak!
4.  Mutassuk meg, hogy |[|.||2 és ||.]|cc vektornormak ekvivalens vektornormak!
5.  Mutassuk meg, hogy ||.||1 és ||.||2 vektornormék ekvivalens vektornorméak!
6.  Irjuk fel az ||.|}; vektornorma altal indukélt métrixnormat!

1.1.2. MaAtrixnormak

7.  Legyen T € R™" invertalhat6 matrix és ||.||, egy vektornorma.
a) Igazoljuk, hogy ||x|1 := || Tx]|, vektornormat definial!
b) Irjuk fel a ||.||7 vektornorma éltal indukalt matrixnormat! Mi a kapcsolat a ||.||, altal

indukalt matrixnormaval?

8. Szamoljuk ki az alabbi A matrix 1,2 és oo matrixnormaéit!

=75



1.1. Feladatok 5

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Szamoljuk ki az alabbi A matrix 1,2 és oo matrixnormaéit!
4 2
A=l ]

Szamoljuk ki az alabbi A matrix 1,2 és oo matrixnormaéit!

4 0 -1
A=]10 4 1
-1 1 4

Igaz-e, hogy a Frobenius matrixnorma indukalt matrixnorma?

Adjunk meg egy matrixot, melynek a Frobenius matrixnormaja egyenls az x = (1), € R"
csak egyesekbdl 4llo vektor 2-es vektornorméjaval?

Igazoljuk, hogy barmely matrixnormara és V. A € K™ matrixra igaz, hogy a spektralsugar
kisebb egyenld barmely normanal, azaz

p(A) <[A]!

Bizonyitsuk be, hogy ha A normaélis matrix, akkor

[All2 = p(A) = max |A;(A)] !

Igazoljuk, hogy ha Q € K"*" unitér métrix, akkor igazak a kovetkezé allitasok.
a) Qx| =x[> ¥V xeK"

b) 1Qllz = |Q*[2 = 1.
c) QA2 =]AQ|2= A2 V A €K™

Bizonyitsuk be, hogy
1
|A|lF = (tr(A*A))2 !

Igazoljuk, hogy ha Q unitér méatrix, akkor

IQA|F = AQ|F = [|AllF !

Igazoljuk, hogy

N

[AllF = (Z&(A*A)> !

i=1

Mutassuk meg, hogy
a) a spektralnorma és a Frobenius norma ekvivalensek!

b) a 2-es vektornorma és a Frobenius norma illeszkednek!



6 1. Vektor és mdtriznormdk, kondicioszam

1.1.3. Kondiciészadm

20. Szamitsuk ki az alabbi A matrix kondicidszamat 1-es és oo méatrixnorma esetén!

A= s 7]

21. Szamitsuk ki az alabbi A matrix kondiciészamét 2-es és Frobenius matrixnorma esetén!
[y

22. Szamitsuk ki az alabbi A matrix kondiciészamét 1,2, co és Frobenius méatrixnorma esetén!
A=)

23. Szamitsuk ki az alabbi A matrix kondiciészaméat 1,2, 00 és Frobenius matrixnorma esetén!
A= le ]

24. Igazoljuk, hogy a QR felbontassal kapott feladat érzékenysége (kondicionaltsiaga) nem val-

tozik!

25. Igazoljuk, hogy a szimmetrikus, pozitiv definit A matrixra elkészitett A = LLT Cholesky
felbontés esetén
condy(A) = condy(L) - conday(LT) = (condy(L))? !

Ez azt jelenti, hogy ha az eredeti Ax = b linearis egyenletrendszer helyett az Ly = b és
LTx =y haromszogmatrixi egyenletrendszereket oldjuk meg, azzal a feladat érzékenysége
nem valtozik!

1.2. Megoldasok
1.2.1. Vektornormak

1. Szamitsuk ki a megadott normékat!

n
Ixlp = ) lmil=1+2+|-3/=6
i=1

Ixll2 =

n
ozl =12+ 24 (=32 =V1i+4+9="14
=1

Ixlloe = mix |z;| = max{1;2;] - 3]} = 3
1=



1.2. Megolddsok

2.

Szamitsuk ki a megadott normékat!

n
Ixlh = > ol =5+]—-3/+8+4=20
=1
n
Ixle = ([D |zl =52+ (=32 + 8 +42 =25+ 9+ 64+ 16 = V114
=1
Ixllo = méx |z = max{5;] - 3];8;4} = 8
1=

A vektornorméak ekvivalensek, ha
Jec,e0>0 VaoeK': ¢ -|xlla<|x|p<c2|x]a
Ennek megfelelGen a feladat valdjaban két egyenlStlenségre bomlik.

a) Elgszor megmutatjuk, hogy

>0 Xl < x|

Mivel

n
Il = o] < S fai] =
=1

Vagyis ¢; = 1 vélasztéassal készen is vagyunk.

b) Most vizsgaljuk meg az egyenlStlenség masik oldalat.

Fe>0: o [lx]l1 < (%]l

Vi=1--,n: |z < m%lx|xl]
1=

I3

<

n
Ixlls =l
j=1

n
n-max || = n - [|x] o

Vagyis co = n valasztassal belattuk a fenti egyenlStlenséget.

Vagyis ezzel megmutattuk, hogy az 1-es és oo vektornormak ekvivalensek.

Az el6z6 feladatban alkalmazott eljarast hasznaljuk most is. Vagyis a feladatot két részfela-
datra bontjuk.

a) Elgszor megmutatjuk, hogy

>0 X[ < |Ix|2-

2 n
n
max || <
i=1 —
1=

> lzi? = 2.

i=1

Mivel

A\
g
&
=

IN

5¢/] oo = miaix ||
=1




1. Vektor és mdtriznormdk, kondicioszam

Vagyis c¢; = 1 valasztéassal kész is vagyunk.

b) Most vizsgaljuk meg az egyenlStlenség méasik oldalat.
Fea>0: co-[|x]2 < ||x]loo

Mivel
n 2
n
Dl < n-(gla1><|m|>
i=1 -
I

1x[l2 =

n
2 lwil* < Vil = Vi
i=1 -

Vagyis co = \/n valasztassal belattuk az egyenl6tlenséget.

Ezzel megmutattuk, hogy a 2-es és oo vektornormak ekvivalensek.

Az eddigieknek megfelelGen most is két részre bontjuk a feladat megoldasat.

a) Elgszor megmutatjuk, hogy
e >0: e xll2 < %]

A pozitiv tagn Osszeg négyzetre emelésébdl kovetkezik, hogy

(&)

(lz1] + |za| + ... + |za])? =

= ‘.%'1‘24- ‘.1'2’2 + ...+ ‘.%'n‘2 +
+ 2-|z||ze] .+ 2 |xo|as| 4+ .o+ 2 o] n] >

n

D laif*

=1

Y

Négyzetgyokot vonva ebbdl mar kévetkezik a bizonyitandé allitas.

n n
D a2 <Yl = |xls
=1 =1

Vagyis ¢; > 1 valasztassal kész is vagyunk az egyenl6tlenség egyik oldalaval.

1x[l2 =

b) Most vizsgaljuk meg az egyenlStlenség masik oldalat.
>0 co-|x]1 < Jx]2

A bizonyitast a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlStlenséggel az
X = (o] )it e= (1)L,

vektorokra felirva kapjuk.

n 2 n n n
(2 r) o xies< KB el = Sk S m e S il
i=1 i=1 i=1 i=1

Innen gyokvonassal co = /n.
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6. Induljunk ki a definiciobol.

A
Afl = sup 12X
x#0 (%[

Becsiiljiik feliilrsl a tort szamlélojat. Hasznaljuk kozben az abszolutértékre vonatkozé haromszog-
egyenlGtlenséget és cseréljiilk meg az Osszegzés sorrendjét.

S HAR)| =D agm| <>
=1 =1

i=1|j=1

[ Ax]1

M=

|aij| - |z| =
=1

n n n
n
= ) gl ) layl < I]?jﬂ%z laik] - Y | =
j=1 i=1 =1 j=1

<
S

n
n
= Igj{iz |aix| - [l
=1
x # 0 esetén ||x||; normaval végigosztva az egyenlStlenséget kapjuk, hogy

n
1A% e 3™ .
[x[[r 7 k=1

i=1

Most mar csak azt kell megmutatnunk, hogy 3 x € K", amelyre teljesiil az egyenlGség.

Legyen x = ep, vagyis az x legyen a p. kanonikus bézis vektor, amely a p. pozicioban 1
és a tobbi helyen nulla. A p legyen az a sora a matrixnak, ahol maximaélis lesz az elemek

abszolutérték osszege.
n n
> lap| = max Y Jag
aip| = max a;
: ip Jm] 4 ik
i=1 =1

Ebben az esetben az ||x[|1 = 1 és teljesiil az egyenlSség.

| Ax]; d
= Ax]i =Y Jail
Ixlh 2

1.2.2. MaAtrixnormak

7. a) Igazolnunk kell, hogy teljesiilnek a vektornorma tulajdonsidgai. Ehhez a ||.||, -vel jelolt
vektornorma tulajdonsagait hasznaljuk fel.

1) |Ixll7 =|Tx|ly,=0<=Tx=0<=x=0
2) Ml = [IATx]ly = A - [[Txlfo = A - [[x[|7

3) [x+yllr = ITx+y)ll < [ITx[ls + [ Tyllo =[xz + yllr
Teh&t a norma tulajdonsagok teljestilnek.

b) A vektornorma altal indukalt métrixnorma

1Al = max IAXIT _ o ITAX],
A0 |x[l7 20 || Tx|,

az y := Tx helyettesitéssel

TAT !
= max STAT Sl ypa,
y#0 |yl
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8. A kért matrixnormak:

n
n n
| Al = max E_l jaij| = max{| — 1] +1;0+2} =2,

n
n n
1A Joo = max E 1 |aj| = max{| =1/ +0;1+2} =3,
j:

Al = | /i i (AA).
1=

Hatarozzuk meg A* A sajatértékeit.

2—A 2
24—

Gi‘/z6_16:3i\/§

IA*A -1\ = ‘:(2—)\)(4—)\)—4:/\2—6)\+4:0

— )\172 =

Innen latszik, hogy A1 =34+ V5, Ao =3 — /5.
Innen a spektralsugar p(A*A) = max?_; \;(A*A) = 3 + /5. Gydkvonassal a 2 -es norma

1Alls = /3 +V5

9. Mivel a méatrix szimmetrikus, ezért az 1-es és co normaja megegyezik.

n
n n
Al = r?alng |laij| = r;lzafc{ZH— 2;24+4} =6
1=

Al = nfhx

|aij| = max{4+2;2+4} =6
=1 =1

n
J=1

Mivel a megadott matrix szimmetrikus, ezért a spektralnormat az eredeti matrix spektralsug-

araval szamithatjuk.
n
| A2 = max |A;(A)]

4— 2
2 4-)

8 + 464 —48
2

A—1I)\ = ' ‘:(4)\)24:)\28)\+12:O

— )\172: =442

Innen latszik, hogy Ay = 2 és Ao = 6, igy p(A) =6 és
[A[[2 = 6.

10. Mivel a matrix szimmetrikus, ezért az 1-es és oo norméaja megegyezik.

n
| Al = max D ay| = max{4+0+ | = 1;0+4+ 15| = 1| +1+4} = {5:5:6} = 6
J=L4 - J=
1=1

| Alloe = max Y " lai;| = max{4 +0+| = 1;0+4+ 15| = 1| + 1+ 4} = {5;5;6} = 6
1= ) 1=
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11.

12.

Mivel a megadott matrix szimmetrikus, ezért a spektralnormét az eredeti méatrix spektral-
sugaraval szamithatjuk.

1A]l2 = miax | A;(A))

4-x 0 -1
A-TA=| 0 4-x 1|=
1 14—
4-x 1 0 4- A
- ’ 14— /\‘+(_1) ‘—1 1’
= (4-0-((4-N-1)-(d-x=

= (A=) ((4=A*=-1-1)=4-X1)-(A\=-8A+14) =0

8+ /64 — 56
— )\2’3 — f — 4 Zl: \/§
Innen latszik, hogy A\; = 4 és Ay = 4 + /2, A3 = 4 — /2, gy az eredmény
|All2 =4+ V2.

Legyen |||l indukalt matrixnorma. Ekkor igaz, hogy ||I||,, = 1. Ez minden indukalt matrixnor-
méra igaz, igy ha a Frobenius matrixnorma is indukalt lenne, akkor ra is teljesiilnie kellene
ennek a tulajdonsagnak. Nézziik meg n # 1 esetén.

M= S gl = |3 Y 2= Vil —n £ 1

i=1 j=1 i=1 j=1

Kovetkezésképpen a Frobenius méatrixnorma nem indukalt matrixnorma.

A csupa egyesekbdl allo vektor 2-es vektornorméja

n n
Ixlla = | Y lzil?= | D112 =vn
i=1 i=1

Ha olyan métrixot keresiink, melynek minden eleme azonos, akkor a Frobenius méatrix defini-

civja alapjan

[AllF = ZZI%I = Vn
=1 j=1
)B) SITEE!
=1 j=1
n’-a = n
1
a = —.
n
Tehét egy lehetséges megoldés
1 1
n n
A=|: z
1 1
n n



12 1. Vektor és mdtriznormdk, kondicioszam
13. Definicio szerint p(A) = max}_; |A;(4)|.
Induljunk ki a sajatérték egyenletbdl, jeloljiik A -val az A sajatértékét és x # 0 -val a hozza
tartozo sajatvektort. Az elsé lépésben megszorozzuk mind a két oldalt x*-gal, majd vessziik
a normajat.
Ax = X-x
Axx* = \-xx*
[Axx)[ = [A-xx7]]
A haromszog-egyenlGtlenség és a méatrix normajara vonatkozo azonossag felhasznélasaval és
az ||xx*|| # 0-val val6 osztéssal kapjuk, hogy
[A[ - x| = JAGXT)] = [[A-xxT]| = [A] - [[xx7
[Al > A
Mivel ez V X sajatértékre igaz, igy a legnagyobbra is igaz, vagyis
p(4) = i [X:(4)] < ]| 4]
Ezzel igazoltuk az allitést.
14. Az A matrix normalis matrix, ha A*A = AA*.
Ha A matrix normalis, akkor 3 U unitér matrix, amelyre U*AU = D = diag(\;(A)), azaz
diagonalizalhat6 és atlojaban a sajatértékek vannak.
U unitér azt jelenti, hogy U*U = UU* =1 és igy U~! = U*.
Induljunk ki A*A-bol.
A*A = (UDU")*.UDU~"
= U D"U*UDU"
= =
U I
= UD*DU"
Tehat A*A sajatértékeire
Ai(A*A) = X(D'D) = [N(D)? = [Ai(A)
p(A*A) = max\(A"A) = (max X (A))? = p(A)? = | A}
Ezzel bebizonyitottuk az allitast.
15. a) Mivel a 2-es norma a jol ismert euklideszi tavolsag fogalom interpretacioja, ezért ebben a

pontban azt kell megmutatnunk, hogy az unitér transzformacié tavolsagtarto.

1Qx13 = (Q%)"Qx = x*Q*Qx = x"x = |3

1Qlls = sup 1Qx(l2 _ sup Ix[l2
x40 IIXll2  xo lIxl2

1.
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c sz

c) Ismét az indukalt matrixnorma definiciojat és az a) pontbeli allitast hasznaljuk.

|QAx]: __ [Ax];

QA2 = sup = = ||A]l2
x£0  [x[l2 x40 |1x]l2
1AQ]> = sup [AQx[2 _ [[AQx)[l2 _ [lAyl2 _ 1Al
x40 [Xll2 x40 || Qx [2 yx0 [yl
1Qx]|2 y:=Qx

Tehét ezzel igazoltuk az allitast.

16. Nézziik elGszor, mit jelentenek a feladatban szerepls fogalmak.
Az A matrix Frobenius normaja definicié szerint

2

n n
IAIE = | D2 lagl* |

i=1 j=1

egy tetszdleges B matrix nyoma (trace)

Az A*A matrix fatlojaban 16vE elemek az alabbiak.

n

n
(A*A)ii =) a@ji-ai; = _ay[*
j=1

Jj=1

Ezt felhasznélva, kiszamoljuk az A*A méatrix nyomat(trace).

(Z |aﬁ|2> = |Al}

i=1

tr(A*A) = Zn:
=1

Ezzel készen is vagyunk a bizonyitassal.

17. Induljunk ki a QA matrix Frobenius norma négyzetébdl és hasznaljuk fel az el6z6 feladatban
bebizonyitott allitast.

IQA[E =tr (QA)* - QA) =tr(A*- Q*Q-A) =tr(A* - A) = |A|}
e

Alkalmazzuk a most és eddig megmutatott osszefiiggéseket! Mivel A és A* Frobenius normaja
megegyezik, igy

1AQIE = [(AQ))IF = Q" - A% = |A*]F = | A%

Ezzel az allitast bebizonyitottuk.
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18. Ha A*A szimmetrikus, akkor 3 Q unitér matrix, amelyre

Q" -A*A-Q = D =diag()\i(A*A))
(AQ)*-AQ = D.

Induljunk ki A*A sajatértékeinek 6sszegébsl!

n

> _Ai(A*A) = tr(D) = tr (AQ)* - AQ)
i=1
Most felhasznaljuk az el6z6 két példaban bebizonyitott Osszefliggést.
tr((AQ)"- AQ) = || AQ| % = |A[
Ezzel be is bizonyitottuk a kivant Osszefiiggést.

19. Mindkét allitdshoz hasznaljuk fel az el6z6 eredményeket. Ne felejtsiik el, hogy a A;(A*A)
sajatértékek nem negativak!

a) Induljunk ki az A spektralnorma négyzetébdl.

n

n
IAIG = uen(atA) < DoMAA) =
1=
= |AIF <n- m%fdi(A*A) =n-|Al3
1=

Tehat mind a két oldalbol négyzetgyokot vonva kapjuk az alabbi Gsszefiiggést.

[All2 < [[AllF < vnllAl2
Ez pedig a megadott matrixnorméara az ekvivalencia definicidja.
b) A |.||y vektornorma és a ||.|l, méatrixnorma illeszkedik, ha minden A matrixra és x

vektorra
Ay < [[Allm - [[%][]o-

A 2 -es matrixnorma illeszkedik az 6t indukalé 2 -es vektornorméahoz. Az el6zé feladatbeli
norma becslést felhasznalva

[Ax]l2 < [[All2 - [Ix]l2 < [[A]lF - [[x]l2-

Tehat a ||.||2 vektornorma és a ||.||p matrixnorma illeszkednek.

1.2.3. Kondiciészam

20. Legyen |||l matrixnorma és A € K" (n € N) invertalhaté matrix.
A kondiciészam fogalma: cond,,(A) = ||Allm - [|A™Y|m.

A feladat megoldasahoz els6 1épésként meg kell hataroznunk az A méatrix inverzét.

12 L [ 7 -2
a<ls 3] =are 5]

Ezutan a megfelel§ matrixnormékat kell meghataroznunk.
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21.

a) El6szor az 1-es matrixnormahoz tartozo kondicioszamot hatarozzuk meg.
|Ali = max{4,9} =9
|A7Yy = max{10,3} =10
condi(A) = 9-10=90

b) Most a oo matrixnorméahoz tartozo kondicidszamot hatarozzuk meg.
|Allcc = max{3,10} =10
A oo = max{9,4} =9
conds(A) = 10-9=90

Vegyiik észre, hogy 2 x 2-es esetre mindig megegyezik az 1-es és oo matrixnormakhoz tartozoé
kondiciészam. Ennek a meggondolasat az olvasora bizzuk.

Az el6z6 feladatban leirtaknak megfelelGen els 1épésként meghatarozzuk az A métrix inverzét.

12 L1 (1 2
A‘[z 1]:>A _3’[2—1]

Most mér csak a megfelel§ matrixnormékat kell meghataroznunk.

a) El6szor a 2-es matrixnormahoz tartozo kondicioszamot hatarozzuk meg. Mivel a matrix
szim metrikus, ezért egyszertibben szdmolhaté a méatrixnorma.

[A[l2 = p(A) = max |Xi(A)]
Ehhez ki kell szamitanunk a méatrix sajatértékeit.

’1—)\ 2’

A — M| = 9 -1

=(1-XN*-4=0

M —22-3 = 0
2+4+12 2+4
2 2

Tehét a méatrix sajatértékei: Ay = —1 és Ay = 3.

A2 = =1+2

A 2 -es norma szimmetrikus métrix esetén a maximaélis abszolutértékid sajatérték,
[Afl2 = 3.
Most mar csak az inverz matrixra kell ugyanezt megismételni. Egy egyszertisitéssel éliink és

nem a fent bemutatott médszert ismételjiik meg. Mivel az A~! sajatértéke az A sajatértékének
reciproka, igy

1 1
A7, = — —=-=1.
H H2 max )\i min |>\z| 1
Ezt felhasznalva N3
max |A;
do(A) = ——— = - =3.
condz(A) min |);| 1 3

b) A kovetkezd lépésben meghatarozzuk a Frobenius marixnorméhoz tartozo kondiciosza-
mot.

JAlr = (12422422+1%)2 =(1+4+4+1)2 =10
1 ) ,
A r = (1) + 22422+ (-1))2 = 51 +4+4+1)2 = 2V

1 1
condp(A) = \/1705\/17:§0
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Mivel A szimmetrikus matrix, ezért ||All2 a legkisebb norma és p(A) = [|A|2.
Az A~1lre ugyanez igaz, tehat a conds(A) a legkisebb kondiciészam.

22. Az elsz6 feladatban leirtaknak megfelelGen elsé 1épésként meghatérozzuk az A métrix inverzét.

N[

-1 0 4 1 [=20] [-1 0
SRR e R IR

Ezutan a megfelel§ matrixnormékat kell meghataroznunk.

a) Elgszor az 1-es matrixnorméhoz tartozé kondicioszamot hatarozzuk meg.

A1 = max{2,2} =2
1
JA1), = max{3,}=3
2°2 2
3
condi(A) = 2-523

b) Most a oo matrixnorméahoz tartozo kondiciészamot hatarozzuk meg.

|Allco = max{1,3} =3
||A_1||oo = max{1,1} =1
cond(A) = 3-1=3

c) A kovetkezSkben a 2-es matrixnorméahoz tartozé kondiciészamot hatarozzuk meg. Az

|All2-t mar a 8. feladatban meghataroztuk ||Alj2 = v/3 + /5.
Az ||A7Y||2-hoz elészor az (A~1)* A1 matrix sajatértékeit kell meghataroznunk.

w0

1
2 2

W s =

A karakterisztikus polinomja

(ATAT -1 =

|
N
VR
| Ut

|

>~
N~
VR

AN —6A+1 = 0

A =
1,2 8 8 4
Tehét a méatrix sajatértékei: A\ = 3_4\/5 és Ny = 3+4\/5.
Innen
e 3+5 _ 34v5  V3+V6
AT AT = 25V o Aty =[S S YRRV

A 2-es kondicidszam

condy(A) = \/3+ V5 - 3;\/5=3+2\/5

Egy kevesebb szdmolast igényls megoldast is mutatunk. Az (A~1)*A~1 matrix sajatértékeit
meghatarozhatjuk kozvetleniil az A* A matrix sajatértékeibdl, ugyanis

(ATH)*A™1 = (AA")™L, 65 AA*=A1(AA")A = A*A,
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vagyis A*A és AA* hasonlo, a sajatértékeik megegyeznek. Az (AA*)~1 sajatértékei az A*A
sajatértékeinek reciprokai, azaz ——~ és —L

3—/5 3+V5"

1 3++56 _
= = A Y=

3+v5

p((AT1) AT ;

d) Mar csak a Frobenius mérixnorméhoz tartozé kondicioszamot kell meghatéroznunk.

Al = (C12 402 +12425)3 = (140+1+4)F =6
1 1 1
A7 E = S22+ 02+ 124133 = (4404 1+ 1)F = 6
1
condp(A) = \[.5\/622:3

23. Az el6z6 feladatban leirtaknak megfelelGen elsé 1épésként meghatarozzuk az A métrix inverzét.

4 2 L1 4 -2
A_{Z 4}:>A _12'{—2 4}

Mar csak a megfelel§ matrixnormakat kell meghataroznunk.

a) El6szor az 1-es matrixnormahoz tartozo kondicioszamot hatarozzuk meg.

|A]l1 = max{6,6} =6

1 1
-1 e _ —
AT = 3 max{ 6,6} 5
1
condi(A) = 6- 5= 3

b) Most a oo matrixnorméahoz tartozo kondiciészamot hatérozzuk meg.

|Allco = max{6,6} =6
1 1
-1 — RN = —
A ™ | = 15 max{ 6,6} 5
1
condoo(A) = 6- 3= 3

c) A kovetkezSkben a 2-es matrixnorméhoz tartozé kondicioszamot hatarozzuk meg.

4— )\ 2

A=Al = ' 24—\

‘:(4—A)2—2-2:o

MN_8\+12 = 0

8++64—48 8+4
)

Ao = 5

=4+2

Tehét a méatrix sajatértékei: A\; = 2 és Ay = 6.
Szémolhatunk kondiciészamot kozvetleniil a sajatértékekbdl
max |A;| 6

CO?’LdQ(A) = m = 5 = 3.
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24.

25.

d) Most mar csak a Frobenius méarixnorméhoz tartozo kondiciészamot kell meghataroznunk.

JAllF = (42422422 142)2 = (16 +4+4+16)2 = V40 = 210

I3
(aw]

1 1 1
A7 |r = ﬁ(42+(—2)2+(—2)2+42)%25(16+4+H16)%:E\/zfoz

1 1
condp(A) = 2V10- \/6>0 = 30

Induljunk ki az Ax = b linearis egyenletrendszer megoldasabdl gy, hogy felhasznaljuk az

A = QR felbontést!
Ax=b <= QRx = b
Rx = Qb
Korabban lattuk, hogy az unitér matrixok esetén az ortogonalis transzforméciok normatartoak,
igy
[Allz = [IQR]2 = R[]
A7 2 = [[(QR) M2 =R Q"2 =[R2

vagyis condz(A) = conda(R).

Latjuk hogy az eredeti és a fels6 haromszogmatrixu linearis egyenletrendszer kondicidszama
megegyezik, ez azt jelenti, hogy a QR felbontas nem valtoztatja meg a linearis egyenletrend-
szer érzékenységét.

A Cholesky felbontasbol A = LLT. Elvégezve az L métrix-szal egy hasonlosagi transzforma-
ciot azt kapjuk, hogy
L 'AL=L"L.

Ez azt jelenti, hogy LLT és LTL hasonloak, a sajatértékeik megegyeznek, igy a spektral-
sugaruk is.

p(A) =p(LLT) = p(LTL)
A 2-es (spektralnorma) definiciojabol
L) = o(LTL) = oLLT) = LT3 = [L|l2 = LY}2.
A fenti gondolatmenetet ismételjilk meg az L™ 1-re. Mivel
Al= (LT = @)L= @Y. L,
az L matrix-szal elvégezve egy hasonlosagi transzforméciot
LA lL=1"1. (L 1HT,

Tehat (L~1HT . L1 és L1 (L™1)T hasonloak, a sajatértékeik megegyeznek, igy a spektral-
sugaruk is.

p(AT) =p(@HT- L) =p(L7H- @7HT)

A 2-es (spektralnorma) definiciojabol

IL7HE = o((L™HT L7 =o(L7H- @ H) = [@HTNF = L7 2= @]
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Innen latjuk, hogy
condz(L) = ||Lfl2 - [[L™Y |2 = LT}z - J(LT) "2 = conda(LT).

Mivel A és A1 is szimmetrikus matrix, a 2-es matrixnorma a spektralsugarukbol kozvetleniil
is szdmolhato.
|All2 = p(A) = [ILI3, A7 2 =p(A™h) = [IL73

Ezzel minden részletet bizonyitottunk a befejezéshez.

IAllz - [IA7 |2 = condz(A) = (condy(L))?



2. fejezet

LINEARIS EGYENLETRENDSZER
MEGOLDASANAK ITERACIOS
MODSZEREI

2.1.

Feladatok

2.1.1. Egyszeri iteracio

1.

Adott az xx11 = Bxyi + ¢ egyenldség, ahol

0,4 0,1 O 0,1
B=1|0,1 0,3 0,2, c=|0,5
0 0,1 0,4 0,1
Konvergens-e V xg € R3-re? Irjuk fel a hibabecslést! Hany lépés kell a 1072 pontossag
eléréséhez? Melyik lineéris egyenletrendszer megoldasahoz konvergél?

Adott az xx+1 = Bxyi + ¢ egyenldség, ahol

0,1 0,3 0,1 0,2
B=1{05 0,3 0,1|, c= 10,3
0 0,4 0,1 0,1

Konvergens-e V x¢ € R3-re? Irjuk fel a hibabecslést! Hany lépés kell a 1073 pontossag
eléréséhez? Melyik linearis egyenletrendszer megoldasahoz konvergél?

Adott az xx1 = Bxyi + ¢ egyenldség, ahol

0,2 0,3 !
B_[0,7 0,1}’ C_[o,s}

Konvergens-e V xg € RZre? Irjuk fel a hibabecslést! Hany lépés kell a 1072 pontossag
eléréséhez? Melyik lineéris egyenletrendszer megoldasahoz konvergal?

Adott az xx11 = Bxy + ¢ egyenl@ség, ahol

0,2 0,2 0,3 0,3 0,1
B |02 02 01 01 e |02
~ 10,3 0,1 0,2 02> “~ 0,3

0,3 0,1 0,2 0,2 0,4
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Konvergens-e V xg € R*re? Irjuk fel a hibabecslést! Hany lépés kell a 10~% pontossag
eléréséhez? Melyik lineéaris egyenletrendszer megoldasahoz konvergal?

2.1.2. Jacobi-iteracio

5.

10.

Legyen
1 -2 2
A=|-1 1 -1
-2 =2 1

Konvergal-e a matrixra felirt J(1)?

Legyen
1 2
A=l
2 3
Konvergal-e a méatrixra felirt J(1)?
Legyen
1 0 3
A= % 2 0
1
g 03
Konvergal-e a matrixra felirt J(1)?
Legyen
-5 -2 1 1
A=| 1 3 -1|, b=|1
2 -1 6 1

Megoldhato6-e a linearis egyenletrendszer Jacobi-iteracidéval? Ha igen, akkor végezziink 2 1épést!

Legyen
210 1
A=104 2|, b=|1
0 01 1

Megoldhato-e a linearis egyenletrendszer Jacobi-iteracioval? Ha igen, akkor végezziink 2 1épést!

Legyen
1 -2 2 1
A=|-1 1 -1, b=|1
-2 =2 1 1

Megoldhato-e a linearis egyenletrendszer Jacobi-iteracioval? Ha igen, akkor végezziink 3 1épést!

2.1.3. Gauss—Seidel-iteracio

11.

Legyen

A= |-

O ==
e L
— N O

Konvergal-e a matrixra felirt S(1)?
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Legyen
2 1 %
A=|1 -3 0
1 -2 1
Konvergal-e a matrixra felirt S(1)?
Legyen
1 -2 2
A=|-1 1 -
-2 =2 1
Konvergél-e a matrixra felirt S(1)?
Legyen
1 10
A=|-1 1 %
0 2 1
Konvergal-e a matrixra felirt S(1)?
Legyen
1 4 1
A=|-11 3
011
Konvergal-e a matrixra felirt S(1)?
Legyen
10 1 1
A=1|01 -1|, b=|1
11 1 1

Megoldhato-e a feladat Gauss-Seidel-iteracioval? Ha igen, akkor végezziink 3 1épést!

Legyen
4 -1 0 2
A=|(-1 4 —-1|, b=16
0 -1 4 2

Megoldhato-e a feladat Gauss-Seidel-iteraciéval? Ha igen, akkor végezziink 2 lépést! Hany
1épés kell a 1073 pontossag eléréséhez?

Legyen
4 2 1 1
A={(1 4 3|, b=|0
01 2 0

Megoldhato-e a feladat Gauss-Seidel-iteracidoval? Ha igen, akkor végezziink 2 lépést! Hany
lépés kell a 1073 pontossag eléréséhez?

Legyen
4 1 1 1
A=1[2 3 1|, b=|1
1 01 1
Megoldhato-e a feladat Gauss-Seidel-iteraciéval? Ha igen, akkor végezziink 2 lépést! Hany
1épés kell a 1072 pontossag eléréséhez?
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20. Legyen
5 3 1 1
A=1[2 5 -2, b=]1
3 1 -2 1

Megoldhato-e a feladat Gauss-Seidel-iteraciéval? Ha igen, akkor végezziink 2 1épést! Hany
lépés kell a 1073 pontossag eléréséhez?

2.1.4. Paraméteres iteracidk: csillapitott Jacobi-iteraci6 és a relaxa-
ciés modszer

21. Legyen
4 -1 0
A=|-1 4 -1
0o -1 4

Alkalmazzuk az A méatrixra a csillapitott Jacobi-iteraciot! Milyen w-ra lesz konvergens?
Melyik w-ra lesz optimaélis?

22. Legyen
3 -2 0
A=|-4 3 -4
0 -2 3

Alkalmazzuk az A métrixra a csillapitott Jacobi-iteraciot! Milyen w-ra lesz konvergens?

23. Legyen
3 -2 0
A=|-2 3 =2
0 -2 3

Alkalmazzuk az A métrixra a csillapitott Jacobi-iteraciot! Milyen w-ra lesz konvergens?
Melyik w-ra lesz optiméalis?

24. Legyen

A=

N W o

01
3 3
0 2

Alkalmazzuk az A maétrixra a csillapitott Jacobi-iteraciot! Milyen w-ra lesz konvergens?
Melyik w-ra lesz optiméalis?

25. Legyen

5 0
A=13 5
20

Tt W N

Alkalmazzuk az A métrixra a csillapitott Jacobi-iteraciot! Milyen w-ra lesz konvergens?
Melyik w-ra lesz optimaélis?

26. Legyen
2 =2
A =
.
Vizsgéljuk meg az A-ra felirt relaxacios modszert! Adjunk olyan w paramétert, melyre a mod-
szer gyorsabb a Gauss—Seidel-iterdcional!
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27.

28.

29.

Legyen
4 1 3
a=[a] el

Alkalmazzuk az Ax = b lineéris egyenletrendszerre a relaxaciés modszert!
w = % esetén szamitsuk ki a relaxacios modszer két 1épését az xg = 0 kezdGvektorral! Adjunk
olyan w paramétert, melyre a modszer gyorsabb a Gauss—Seidel-iteracionél!

Legyen
4 -1 0 2
A=|(-1 4 —-1|, b=16
0 -1 4 2

Alkalmazzuk az Ax = b lineéris egyenletrendszerre a relaxaciés modszert! w = % paraméter
esetén hajtsuk végre a relaxacidos modszer két lépését! Milyen w-ra lesz konvergens? Melyik
w-ra lesz optimalis?

Legyen

N|— = D=
_ = O

Konvergal-e a méatrixra felirt relaxéciés modszer? Milyen w-ra lesz konvergens? Melyik w-ra
lesz optimalis?

2.1.5. Richardson-iteracio

30.

31.

32.

33.

Tekintsiik az

Richardson-iteraciét az Ax = b linearis egyenletrendszer megoldéséra,
ahol A szimmetrikus, pozitiv definit matrix és c € RT : p(A) < c.
Igazoljuk, hogy V xg-ra konvergens!

Legyen
4 -1 0 3
A=|-1 4 —-1|, b=]2
0 -1 4 3

Alkalmazzuk az Ax = b lineéris egyenletrendszerre a 30. feladatban szereplé Richardson-
iteraciot és bizonyitsuk a modszer konvergencidjat, ha tudjuk, hogy p(A) < 6 = c.
Az xg = 0 € R3 kezd6vektorral végezziink két 1épést és adjuk meg az iteracié hibabecslését.

Tekintsiik az - .
X =(I-—A)x —b
k+1 ( 9e > kt+ 9c
Richardson-iteraciot az Ax = b linearis egyenletrendszer megoldéséra,

ahol A szimmetrikus, pozitiv definit matrix és ¢ € RT : p(A) < c.
Igazoljuk, hogy V xg-ra konvergens!

Tekintsiik az
Xk4+1 = <I— A) Xk +—Db
c c
Richardson-iteraciot az Ax = b linearis egyenletrendszer megoldésara,

ahol A szimmetrikus, pozitiv definit matrix és c € RT : p(A) < c.
Igazoljuk, hogy V xg-ra konvergens!
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34.

35.

Legyen
4 10 3
A=1|1 41|, b=|-2
01 4 3

Alkalmazzuk az Ax = b lineéris egyenletrendszerre a Richardson-iteraciot!
Milyen p € R esetén konvergens? Mi az optimélis paraméter?

a3 2) [}

Alkalmazzuk az Ax = b lineéris egyenletrendszerre a Richardson-iteraciot!
Milyen p € R esetén konvergens? Mi az optimélis paraméter?

Legyen

2.1.6. ILU-algoritmus

36.

37.

38.

39.

40.

Legyen
2 0 0 0% 2 1
P=| 8 4 0|, Q=|0 0 0], b=]0
~12 -8 -2 000 0

Konvergél-e az ILU-algoritmus? Ha igen, akkor tegylink meg 2 1épést!
Hany lépés kell a 1073 pontossag eléréséhez?

Legyen
8§ 8 8 0 00 4
P=|06 6], Q=3 0 0|, b=]0
2 5 10 0 00 0

Konvergél-e az ILU-algoritmus? Ha igen, akkor tegylink meg 2 lépést!
Hany lépés kell a 1073 pontossag eléréséhez?

Legyen
3 50 0 00 2
P=]06 0], Q=12 0 2|, b=]2
5 5 8 0 00 2

Konvergél-e az ILU-algoritmus? Ha igen, akkor tegylink meg 2 1épést!
Hany lépés kell a 1072 pontossag eléréséhez?

Legyen
5 4 5 000 0
P=146 4|, Q={(0 0 0|, b={0
0 5 4 1 00 4

Konvergél-e az ILU-algoritmus? Ha igen, akkor tegylink meg 2 1épést!
Hany lépés kell a 1073 pontossag eléréséhez?

50 0 2 5
I
Konvergél-e az ILU-algoritmus? Ha igen, akkor tegylink meg 2 1épést!
Hany lépés kell a 10™* pontossag eléréséhez?

Legyen
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2.2. Megoldasok

2.2.1. Egyszeri iteracio

26.

Els§ 1épésként meg kell vizsgalni a konvergenciat. Ehhez hasznaljuk fel az elégséges feltételt.

Elégséges feltétel:

Ha valamely illeszkedd matrixnormaban az dtmenetmatrixra [|B|| < 1, akkor V x¢ € R™ -bdl
inditva az iteraciot, konvergens lesz az (xy) iteracios sorozat. Tehéat a konvergencia sem x¢-t0l,
sem pedig c-t6l nem fiigg.

Konkrét példankra
3
3
1Bl = ijfz |aij| = 0,6 <1,
=1
tehat V xo € R? -re konvergens.

Hibabecslés:
A k. kozelité vektorra adott hibabecslés alakja

q
_xFll <« 21— —
= < 1 ol
ahol ¢ = ||B|| a kontrakcios egyiitthato.

Ahhoz, hogy a képletet alkalmazzuk, ki kell szamitanunk x; -et. Ehhez ki kell szdmolnunk az
iteracio elsG lépését. Mivel barmely x¢ -bél inditva az iteracié konvergens, ezért valasszunk

egy kezddévektort. Legyen xg = [0 0 O]T.
0,1
x1=B-xg4+c=c= 10,5
0,1

Igy mér kiszamolhat6 a hibabecslés. (¢ = ||BJ|; = 0,6 a B matrix 1-es normaéja.)

0,6
[xp —x"||1 < —
1-0,6

0,7

Lépésszam:
Meg kell hataroznunk a lépésszamot a 10™3 pontossag eléréséhez.

0, 6*

.0,7<1073

2}
/N

=~ =3

—

(@)

w
o~ N——
vV IN
5

)
7N\

W ot
~_
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Tehat k > 15 1épés elegendd a 1073 pontossag eléréséhez.

Utolso 1épésként azt kell meghataroznunk, hogy melyik linearis egyenletrendszer megoldasahoz
konvergal az iteraci6. Az iteracio x hatéarértékére (a fixpontra)

x=Bx+c¢c <= ([I-B)x=b <<= Ax=hb.

——
A
Tehét a megoldés
1 0 0] 0,4 0,1 0 0,6 —0,1 0
A = 010 0,1 0,3 0,2] =1]-0,1 0,7 -0,21,
0 01 0 0,1 0,4 0 —0,1 0,6
0,17
b = ¢c=10,5
0,1 ]

27. Elst 1épésként meg kell vizsgalni a konvergenciat. Ehhez hasznaljuk fel az elégséges feltételt.

3
IBllp = r;lialxz !aij] =1 = Nem alkalmas!
i=1

3
3
IBlloo = miax lay|=0,9<1
j=1

Tehat V xo € R3-re konvergens.

Hibabecslés:
Az alabbi képletet alkalmazzuk.

k

q
i = x| < 37— lx1 — ol

—4q

Ahhoz, hogy a képletet alkalmazni tudjuk, ki kell szamitanunk x; -et. Ehhez ki kell szamolnunk
az iteracio els6 lépését. Mivel minden xg-bdl inditva az iteracié konvergens, ezért valasszunk
egy kezddévektort. Legyen xg = [0 0 O]T.

0,2
x1=B-xg+c=c=|0,3
0,1

A B métrix co-norméja alkalmas g-nak, igy mar kiszdmolhaté a hibabecslés a oo norméban.

1 = xloo <

0,3

Lépésszam:
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28.

Meg kell hataroznunk a lépésszamot a 10™3 pontossag eléréséhez.

0,3 < 1073

1073

10\*
3.10° < (=
< ()

Sle
~_—
B
w
AN

lg(3-10%) < kqg<§>
103
k M ~ 75,99
lg ()

Tehat k > 80 lépés elég a 1072 pontossag eléréséhez.

Utolso 1épésként azt kell meghataroznunk, hogy melyik linearis egyenletrendszer megoldasahoz
konvergal az iteraci6. Az iteracio x hatéarértékére (a fixpontra)

x=Bx+c <= (I-B)x=b <<= Ax=hb.

~—
A
Tehét a megoldés
1 00 0,1 0,3 0,1 0,9 -0,3 —-0,1
A= 1010(-1(0,5 03 0,1|=1]-0,5 0,7 —0,1
0 0 1) 0 0,4 0,1 0 —-0,4 0,9
0,2]
b = c¢c=1/0,3
0,1

A feladat megoldasahoz el6szor meg kell vizsgalni a konvergencia teljesiilését. Ehhez hasznaljuk
fel az elégséges feltételt.

2
2
B, = = 1
H Hl I?alng‘am‘ 0;9 <
1=

Mivel taladltunk olyan illeszked§ matrixnorméat, aminek az értéke kisebb mint 1, ezért V x¢ €
R3-re konvergens.

Hibabecslés.
Az alabbi képletet alkalmazzuk.

bac =l < 15l = ol

Ahhoz, hogy a képletet alkalmazni tudjuk, ki kell szamitanunk x; -et. Ehhez ki kell szamolnunk
az iteraci6 els6 lépését. Mivel minden xg-bdl inditva az iteracié konvergens, ezért valasszunk
egy kezddvektort. Legyen xg = [0 0 O]T.

x1=B-xg+tc=c= {8’;}
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gy mar kiszamolhato a hibabecslés. (B matrix egyes norméaja alkalmas g-nak.)

0,9%
1-0,9

[xk —x"||1 < -0,4

Lépésszam:
Meg kell hataroznunk a lépésszamot a 10~2 pontossag eléréséhez.

0,9k
Z.0,4 < 1072
0,1 = =

k
9
Z) 4 < 102
10> =

10\*
4.102 < (=
< (3)

lg (4-10%) < k~lg<190)
Ig (4 -10?
k g(imo)zs(s,g?
lg ()

Tehat k > 57 lépés elég a 10~2 pontossag eléréséhez.

Utolso 1épésként azt kell meghataroznunk, hogy melyik lineéris egyenletrendszer megoldasahoz
konvergal az iteraci6. Az iteracio x hatéarértékére (a fixpontra)

x=Bx+c <= (I-B)x=b <+= Ax=bh.
A

A~ |1 ~fo,2 0,31 [ 0.8 —0,3
~ o 0,7 0,1 |-0,7 0,1

Tehét a megoldés

29. Els6 1épésként meg kell vizsgalni a konvergenciat. Ehhez hasznaljuk fel az elégséges feltételt:

4

IBl1 = m%ixz la;j| =1 = Nem alkalmas!
=3
L A
— L= |
Bl I?:alxz laijl =1 = Nem alkalmas!
7j=1
4 4
IBllr = ZZ!GUPI\/W%O,85<1
i=1 j=1

Tehat Vxg € R3-re konvergens.

Hibabecslés.
Az alabbi képletet alkalmazzuk.

q
e =x7 < 37 llxa = ol
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Ahhoz, hogy a képletet alkalmazni tudjuk, ki kell szdmitanunk x; -et. Ehhez ki kell szdmolnunk
az iteracio els lépését. Mivel minden xg-bdl inditva az iteracié konvergens, ezért valasszunk

egy kezddévektort. Legyen xg = [0 0 O]T.
0,1
0,2
x1=B:-xg+c=c= 0.3
0,4

A hibabecslés igy mar kiszamolhato. Mivel a ||.||r norma illeszkedik a ||.||2 normara, ezért a
hibabecslésben hasznalhatjuk a vektoroknél a ||.||2 normét. (B méatrix ||.|| p-normaja alkalmas
g-nak.)

0, 85
Joaic = x"[l2 < 2

22 0,55
—~0,85

Lépésszam:
Meg kell hataroznunk a lépésszamot a 10™4 pontossag eléréséhez.

0, 85F
0,15

k
L? E < 1074
20 3
k
2.104 < 20
3 17

20
e [ £
- (i7)

lg (% -10%)
1

0,55 < 107*

)
N
w| =
—
(@)
B
"
AN

g (37)

Tehat k > 51 lépés elég a 10~4 pontossag eléréséhez.

~ 50,5

Utolso lépésként azt kell meghataroznunk, hogy melyik linearis egyenletrendszer megoldasahoz
konvergél az iteracio. Az iteracié x hatarértékére (a fixpontra)

x=Bx+c <= (I-B)x=b <<= Ax=bh.

Tehét a megoldés

10 00 0,2 0,2 0,3 0,3
A - 0100 |02 0,201 0,1
|00 10 0,3 0,1 0,2 0,2
|0 0 0 1 0,3 0,1 0,2 0,2
[ 0,8 -0,2 -0,3 0,3
_ -0,2 0,8 -0,1 —-0,1
N -0,3 —-0,1 0,8 —0,2
| -0,3 -0,1 -0,2 0,8
0,1
0,2
b = c= 0.3
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2.2.2. Jacobi-iteracio

30.

A tovabbiakban a Jacobi-modszerre a J(1) roviditést fogjuk hasznalni, utalva ezzel arra, hogy
a csillapitott Jacobi-iteracioban w = 1 paraméterrel kapjuk meg a Jacobi-iteraciot.
Tudjuk, hogy

Ax=bex=-D YL+ U)x+b.

Innen a Jacobi-iteracio

xpy1 = D YL+ U) x+D 'b.
—_——— ~—
dtmenetmdatrix ¢

Els6 1épésként meg kell hataroznunk az dtmenetmatrixot.

B;1 =-D '(L+U)

ahol
0O 0 0 1 00 0o -2 2
A=L+D+U=|-1 0 0(+1]0 1 0|+|0 0 -1
-2 -2 0 0 0 1 0O 0 0
Tehat
- -1
1 00 0 -2 2
By;y = —|0 10 -1 0 -1
0 0 1 -2 2 0
[0 -2 2 0 2 -2
-2 2 0 2 —=2 0

Mivel megkaptuk az dtmenetmatrixot, meg kell vizsgélnunk, hogy melyik konvergencia tétel
feltételei teljesiilnek. ElGszor megvizsgaljuk az elégséges feltételt.

IBsayllh =4
Byl =4
IByyllr =V18>4

Mint lathaté mindegyik norméval kapott eredmény nagyobb, mint egy, tehit az elégséges
feltétel ebben az esetben nem hasznalhato.

Megjegyzés. Ha a matrixban talalhatéak 1-nél nagyobb elemek, akkor az elégséges feltétel
nem hasznéalhaté.

Mivel az elégséges feltételt nem tudtuk hasznalni, a sziikséges és elégséges feltételt kell al-
kalmaznunk

Sziikséges és elégséges feltétel:
V xo € R"-bdl inditott iteracioé konvergens < p(B) < 1, ahol p(B) = max]", |\;| a B matrix
spektralsugara. A spektralsugar nagysaga mutatja a konvergencia gyorsasagat.
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A sajatértékek meghatarozasahoz irjuk fel a karakterisztikus polinomot!
A 2 =2
det(BJ(l) —AI) = 1 =X 1| =
2 2 =X
- 1 1 1 1 =X
o At ]l
= AN =2)—2(-A—-2)—2(242)\) =
= N4 +20+4-4-4)=
A sajatértékek alapjan a métrix spektralsugara
p(Byy) = max{|\1], [ Az, [A3]} =0 < 1,
igy V xg € R3-re J(1) konvergens lesz!
Ha az atmenetmatrix spektralsugara nulla, akkor véges iteraciora szamithatunk, legfeljebb n
lépésben konvergél.
31. Els6 lépésként meg kell hataroznunk az dtmenetmatrixot.

a—vepsu=| Y ole[0 8]+ [0 5

-3 0 0 3 00
Tehat
-1
_ 1 0 0 2
B,y = -D 1(L+U):—[0 4] '[_1 0]
3 2

B _{1 0]_[ 0 2}_{ 0 2]_[0 —2]
0 2] [-2 0 -20 30

Vizsgaljuk meg a konvergenciat! ElGszor az elégséges feltételt vizsgaljuk.

Byl =2
HBJ(l)”oo =2

9
B =4/44+=>2
1Byl =y/4+ o

Mint lathatdé mindegyik norméval kapott eredmény nagyobb mint egy, tehat az elégséges
feltétel ebben az esetben nem hasznélhaté, ezért a sziikséges és elégséges feltételt kell alkal-
maznunk.

A sajatértékek meghatarozasahoz irjuk fel a karakterisztikus polinomot!

A =2
det(BJ(l) -AI) = ’ 3y ' =
8

3 3
— 2,9 _ — .12
= M+ =0 = ‘)\1,2‘ = \/7

Mint lathato a sajatértékek komplex szamok, de p(B ;1)) = \/g < 1, igy a konvergencia
teljesiil.
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32. [Els6 lépésként meg kell hataroznunk az dtmenetmatrixot.

B,1 =-D (L +U),

ahol
000 100 00 3
A:L+D+U:%OO+020+OOO
3 00 00 000
Tehat
- -4 -1
1 00 0 0 3
_ 2
By = —[0 20 §00
0 0 1] 3 00
1 0 0] [O 0 3
1 2
0 0 2] [g 00
[0 0 3 00 -3
1 1
:—700:—*00
I oo iy o
L 4 n 4

Az atmenetmatrixot megkapva, lehetGségiink van a konvergencia vizsgalatara. Mivel |aq3] > 1,
ezért az elégséges feltétel biztosan nem teljesiil. A sziikséges és elégséges feltétel teljesiilését
kell megvizsgalnunk. A sajatértékek meghatarozasahoz irjuk fel a karakterisztikus polinomot.

- 0 -3

det(By) — AI) = —% - 0=
-1 0 =
4

Most méar tudjuk a méatrix spektralsugarat.

V3
p(By1y) = max{| M|, [Aal, N[} = == ~ 0,866 < 1

Tehat a Jacobi-iteracié konvergens a megadott matrixra.

33. Elsd lépésként meg kell vizsgélnunk, hogy a feladatra konvergens-e a Jacobi-iteracio.
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Elsszor ki kell szamolni az atmenetméatrixot.

By = -D'(L+U)=
-5 0 01 ' o -2 1
= —| 030 |1 0 -1|=
| 0 0 6 2 -1 0
(-1 0 0 0 -2 1
= —| 0% 0] |1 0 -1|=
. 0 0 % 2 -1 0
g -2 1 o 2 _1
R (S 8 I I U
I I
L3 5 0 -3 5 0

Megkaptuk az dtmenetmatrixot, az elégséges feltételt kell megvizsgélnunk.

17

B = -~ 1

Mivel talaltunk olyan illeszkeds norméat, aminek az értéke egynél kisebb, igy V xo € R3-bsl
inditva az iteraciot, konvergens lesz. Ezzel tehéat belattuk, hogy a feladat megoldhat6 Jacobi-
iteracioval.

Ahhoz, hogy kiszamoljuk az els§ két 1épést, alkalmas xg-t kell vilasztanunk. Mivel barmilyen
Xg jO, ezért a legegyszertibb megoldés az xg = [O 0 O]T = 0 vektor. Tudjuk, hogy

Ax=bex=-D YL+ U)x+b.

Innen a Jacobi-iteraci6

X1 = —D YL +U) x+ D 'b.
N—_————— ~—

C

atmenetmdatrix
Most
2 1 1
5 O I
KOl I S B
-3 5 0 G
1. lépés:
_1
X1:—Dfl(L—FU)-XO—FDilb:BJ(l)'0+C:C: g
6
2. lépés:
x2 = -D'L+U) x3+D'b=Bjy -x1+c=
1
= —_= 0 = + = =
I i i
3 6 6 6

Ol = O Wl

g&8l=s|~
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34.

35.

Els6 1épésként meg kell vizsgalnunk, hogy a feladatra konvergens-e a Jacobi-iteracio.
El6szor ki kell szdmolni az &tmenetmétrixot.

B,y = -D'(L+U)=

2 0 017" [o 10
0 0 1 00 0
(2 0 0] [0 10

= -0 1 0 00 2|=
0 0 1] |00 0
[0 3 0] 0 -3 0

= —-]00 3|=]0 o0 -2
(0 0 0] 0 0 0

Megkaptuk az atmenetmétrixot, az elégséges feltételt kell megvizsgalnunk.

1
IBylloo = 5 < 1

Mivel talaltunk olyan illeszkedd normat, aminek az értéke kisebb, mint egy, teljesiil az a
feltétel, hogy Vxo € R3-bél inditva az iteraciot, konvergens lesz. Ezzel tehat belattuk, hogy a
feladat megoldhat6 Jacobi-iteracidval.

Ahhoz, hogy kiszamoljuk az els6 két 1épést, alkalmas xg-t kell valasztanunk. Mivel barmilyen

Xg jO, ezért a legkézenfekvébb megoldés az x¢ = [O 0 O]T = 0 vektor. Az

X1 = -D L+ U) - x+D b

képletet felhasznalva, konnyen elvégezhetjiik az elsé két 1épést.

1. lépés:
1
2
X1:—Dil(L—FU)'Xo-FDilb:BJ(l)'0+C:C: i
1
2. lépés
X9 = —Dfl(L—f-U)-Xl—l-Dilb:BJ(l)'X1+C
o0 L0 T3] [
_ 1 1 1
= [0 0 =5 |2+t |1
| 0 0 0 1 1
r_1 1 _3
i 1 i
= |—z|t|3|= |1
0 1 1

Els§ 1épésként meg kell vizsgalnunk, hogy a feladatra konvergens-e a Jacobi-iteracio.
Elgszor ki kell szamolni az atmenetmatrixot.

By = -D'(L+U)=
10 0] " [ 0 —2 2
— —lo 10| -|-1 o0 -1|=
00 1 9 2 0
0 —2 2 02 -2
— -1 o0 -1]=|10 1
2 -2 0 2 92
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Megkaptuk az atmenetmétrixot, az elégséges feltételt kell megvizsgalnunk. Mivel a matrix
elemei kivétel nélkiil egynél nagyobb szamok, ezért az elégséges feltételt nem lehet alkalmazni.
A sziikséges és elégséges feltételt kell alkalmazni. A sajatértékek meghatarozasahoz irjuk fel a
karakterisztikus polinomot.

A2 =2
det(BJ(l)—)\I) = 1 =X 1| =
2 2 =\
-2 1 1 1 1 =\
- _A" 2 —A’_Q"z —)\‘_2"2 2‘_

= AN —2)—2(-A—2)—2(2+2)\) =
= M 422N +224+4-4—4\=0

o —¥=0=[hza=0

Az atmenetmétrix spektralsugara
p(Byy) = max{|Ail, [Aaf, As]} = 0 < 1.

Ezzel tehat belattuk, hogy a Jacobi-iteracié barmely xg vektorra konvergens, igy a feladat
megoldhat6 Jacobi-iteracioval.

Ahhoz, hogy kiszdmoljuk az els6 harom lépést, alkalmas xg-t kell valasztanunk. A legegy-
szertibb megoldés az xg = [O 0 O]T = 0 vektor. Az

X1 = -DHL+U)-x+D b

képletet felhasznalva, konnyen elvégezhetjiik az els6é harom 1épést.

1. lépés:
1
x1=-DNL+U)-x+D 'b=By4:-0+c=c= |1
c 1
2. lépés
Xo = BJ(l)'Xl—I-C:
[0 2 -2 1 1
= 10 1 1l +|1| =
12 2 0 1 1
[0 1 1
= 2+ (1] =13
| 4 1 5
Az iteréacio 3. 1épése:
X3 = BJ(l)'Xz—I-C:
[0 2 -2 1 1
= 10 1 3+ 11| =
12 2 0 5 1
[0 1 1
= 6|+ 1|1 =|7
| 8 1 9
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2.2.3. Gauss—Seidel-iteracio

36.

A tovabbiakban a Gauss-Seidel-iteraciora az S(1) roviditést fogjuk hasznalni, utalva ezzel

arra, hogy a relaxéciés modszerben w = 1 paraméterrel kapjuk meg a Gauss—Seidel-iteraciot.
Tudjuk, hogy

Ax=bex=—-(D+L)'Ux+ (D+L) b

Innen a Jacobi-iteracio

xpp1 = —(D+L) U -x+(D+L) 'b,.

atmenetmatrix

A feladatunk, hogy meghatarozzuk, hogy az A matrixra felirt Gauss-Seidel-iteracié konvergens-
e. Ehhez els6 1épésként az atmenetméatrixot kell kiszdmitanunk. Tudjuk, hogy

Bsqy =—(L+D)"'U

ahol,

@)

00
A=L+D+U=|-1 0
0 1

o O O
+
S O =
[a—y
= o O
+
O O O
O Ol
|

o
oNF O

Ezt felhasznéalva kapjuk meg a Bg(;) méatrixot.

Bsyy = — |-

— o O
| |
|
—_
OO0 oo o
|
o OoOwNl=
|
oN= O
Il

S ONl=
|
oN= O

o= o ——
Il

0
=10
0

|
D[ D00 =

A konvergencia vizsgalatdhoz elGszor megprobaljuk hasznalni az elégséges feltételt.

Elégséges feltétel:

Ha valamely illeszked6 matrixnormaban az d&tmenetmatrixra |[|B|| < 1, akkor V x¢ € R™ -bdl
inditva az iteraciot, konvergens lesz az (xi) iteracios sorozat.

Bsaylh =1,5
Bslle =1
5

IBsollr =1/7

Mivel nem talaltunk olyan matrixnormat, ami kisebb lenne egynél, ezért a sziikséges és
elégséges feltételt hasznaljuk.

Sziikséges és elégséges feltétel:
V x¢ € R"-bdl inditott iteracio konvergens < p(B) < 1, ahol p(B) = max]" ; |\;| a B méatrix
spektréilsugara.
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37.

A sajatértékek meghatarozasahoz irjuk fel a karakterisztikus polinomot!

-2
det(Bs(l) —A) =

: fg@ )(2)-(4)-

- A
1 1
= A )\24+4>:)\3: :>>\17273:O

N[ —

A sajatértékek segitségével kiszamoljuk a spektralsugarat.
p(BJ(l)) = max{\)\1|, |)‘2|7 |>‘3’} =0<1

Ezzel tehat belattuk, hogy az A matrixra felirt S(1) iteracié konvergens.
Ha az atmenetméatrix spektrilsugara nulla, akkor véges iteraciora szamithatunk, legfeljebb n
lépésben konvergél.

A feladatunk, hogy meghatéarozzuk, hogy az A matrixra felirt Gauss-Seidel-iteracié konvergens-
e. Ehhez els6 1épésként az atmenetmatrixot kell kiszdmitanunk.

Bgy = —(L+D)'U=

2 0 0] [o 1}

= —|1 -3 0 00 0f=
1 -2 3 000
3 00 01 3

= —|1 -2 0[-|/00 0|=
'3 -8 2] [0 0 O
03 5] [0 3

= —|0 1 5[=|0 -1 —3
0 3 3 0 -3 —3

A konvergencia vizsgalatahoz el6szor megprobaljuk az elégséges feltételt hasznalni. Mivel a
méatrixban taldlhatéak egynél nagyobb elemek is, ezért az elégséges feltétel nem teljesil. A
sziikséges és elégséges feltétellel kell probalkoznunk. A sajatértékek meghatarozasahoz irjuk
fel a karakterisztikus polinomot!

S NI =
|

det(Bs(l) —AI) =

|
i
|
w >
|
[][o8)
Lo

3 3. ., 3
= SA[SHAFIAHA —2>_
)
_ 3 YN\2 _
= A 2)\ =0 :>)\172—0
) )
= —\—- - = Ao = ——
5 0=1|A3 5

Mivel taldltunk egynél nagyobb sajatértéket, ezért a spektralsugar is nagyobb lesz egynél.

5
p(By1y) = max{| 1], | A2, [A3]} = 5 1
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38.

39.

Mint lathato nem teljesiil a sziikséges és elégséges feltétel, ezért a konvergencia nem teljesiil

minden kezd&vektorra!

A feladatunk, hogy meghatarozzuk, hogy az A matrixra felirt Gauss-Seidel-iteracioé konvergens-
e. Ehhez els6 1épésként az atmenetmatrixot kell kiszdmitanunk.

Bs)

(L+D)'U=

1 0 01" o —2 2
1 10 0 0 —1|=
2 —2 1 0 0 0
10 0 0 —2 2
110 0 0 —1|=
4 2 1 0 0 0

0 —2 2 0 2 —2

0 -2 1| =10 2 -1

0 -8 6 0 8 —6

Mivel a méatrixban egynél nagyobb abszolit értékd elemek vannak, ezért az elégséges felté-
tel nem hasznalhatd. A sziikséges és elégséges feltétellel kell probalkoznunk. A sajatértékek
meghatarozasahoz irjuk fel a karakterisztikus polinomot!

det(Bs(l) —AI)

=

- 2 -2
0 2-2A —-1|=
0 8 —6—-2A

“A((2=N)(=6-X)+8) =
“AI2 =20+ 6A+ X +8) =0 =[\ =0

Aoz =—2+V8

AN arAN—4=0=

Mivel talaltunk egynél nagyobb sajatértéket, ezért a spektralsugar is nagyobb lesz egynél.

p(By) = max{|Ml, [Aa], N3]} =2+ V8 > 1

Mint lathaté nem teljesiil a sziikséges és elégséges feltétel, ezért a konvergencia nem teljesiil

minden kezd&vektorra.

A feladatunk, hogy meghatarozzuk, hogy az A matrixra felirt Gauss-Seidel-iteraci6é konvergens-
e. Ehhez els6 1épésként az atmenetmatrixot kell kiszdmitanunk.

B

—(L+D)'U=
T 10 07" o1 0
1 1
— =110 00 L=
0021 00 0
1 007 [0 1 0
1 1
~| 3 1o[-]oo L=
-1 -2 1 00 0
0 10 0 -1 0
1 1 1 1
HFEEEE e
0 -1 -1 o 1 1

Mivel a méatrixban egynél nagyobb abszolit értéki elemek vannak, ezért az elégséges felté-
tel nem hasznalhatd. A sziikséges és elégséges feltétellel kell probalkoznunk. A sajatértékek
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meghatarozasahoz irjuk fel a karakterisztikus polinomot!

—\ -1 0
det(Bsy —AD) = | 0 —3-2A . —5|=
0 1 1o

1 1, 1
= Ao+ A A+ N+ =
< s TNt +8>
1
= —)\3—1)\2:0 = (A2 =
1 1
A= =0= g =—7

A sajatértékek segitségével az dtmenetméatrix spektralsugara kiszamithato.

1
pBy)) = max{[Adl, [Aaf, [As[} = 7 <1

Mivel a spektralsugéar egynél kisebb, ezért az A matrixra felirt S(1) iteracié konvergens minden
kezdgvektorra.

40. A feladatunk, hogy eldontsiik, az A méatrixra felirt Gauss-Seidel-iteracié konvergens-e. Ehhez
els§ 1épésként az dtmenetmatrixot kell kiszamitanunk.

Bsqyy = —(L+D) 'U=

10 077" [0 4 1

= —|-11 0 00 3|=
011 00
1 0 0] Jo 4 1

= —| 1 10 00 3|=
-1 -1 1] [0 0 0
0 4 1 0 —4 —1
0 —4 —4 0 4 4

Mivel a métrixban egynél nagyobb abszolut értékii elemek vannak, ezért az elégséges feltételt
nem hasznalhatjuk. A sziikséges és elégséges feltételt kell alkalmaznunk. A sajatértékek meg-
hatarozasahoz irjuk fel a karakterisztikus polinomot!

-A —4 -1
det(Bs(l) — )\I) = 0 —4-)\ —4 | =
0 4 4-— )

= A((4=N{A—A) = (—4)-4) =
= —A(—16+4X — A+ A\ 4+ 16) =

A sajatértékek segitségével az atmenetmétrix spektrilsugara kiszdmithato.
p(BJ(l)) = max{‘)‘l‘7 |)‘2|7 |A3’} =0<1

Ha az atmenetmatrix spektralsugara nulla, akkor véges iteraciora szamithatunk, legfeljebb n
lépésben konvergél.
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41. A feladatunk, hogy eldontsiik, az A méatrixra felirt Gauss-Seidel-iteracié konvergens-e. Ehhez
els§ 1épésként az dtmenetmatrixot kell kiszamitanunk.

Bsy = —(L+D)'U=
10 01 o0 1
— —lo1o0] -loo -1]|=
11 1 0 0
1 0 0] [0 0 1
— —| o 1o0]l-]oo0 —1|=
-1 -1 1 00 0
000 1 00 —1
— —loo0o -1|=l0oo0 1
00 0 00 0

Mivel a matrixban vannak egy abszolutértéki elemek, ezért az elégséges feltételt nem hasznal-
hatjuk. A sziikséges és elégséges feltételt kell alkalmaznunk. A sajatértékek meghatérozasdhoz
irjuk fel a karakterisztikus polinomot!

A 0 -1
det(Bs(l) — /\I) = 0O -\ —-1|=
0 0 =X
= AN —-0)=

Mivel az atmenetmétrix fels6haromszog alaki és diagonalisaban nulldk vannak, ezért rdnézésre
is latszik, hogy a nulla haromszoros sajatértéke. Az atmenetmatrix spektralsugara igy nulla.

p(Byay) = max{[A1], [ A2, [A3]} =0 < 1

Ha az dtmenetmatrix spektralsugara nulla, akkor véges iteraciora szamithatunk, legfeljebb n
lépésben konvergél.
Ahhoz, hogy kiszamoljuk az elsé harom lépést, alkalmas xg-t kell valasztanunk. Mivel bar-

milyen xg -ra konvergens, ezért a legegyszertibb megoldas az xg = [0 0 O]T = 0 vektor.
Tudjuk, hogy
Ax=b & x=—-(D+L)'Ux+(D+L)"'b.

Innen a Gauss-Seidel-iteracié
Xkr1 = —(D+ L) 'U x+ (D + L) 'b.

atmenetmatrix c

Ezt felhasznalva, el tudjuk végezni az iteracié els§ harom 1épését.

1. lépés:
X1 = _(L+D)_1U'XO+(L+D)_1b:Bs(1) 0+c=
1 00 1 1
= c= 0 10 1| = 1
-1 -1 1 1 -1
2. lépés:
x3 = —(L+D)'U-x;+ (L D)—lb:BS(l).XlJrC:
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3. 1épés
x3 = —(L+D)"'U-x2+(L+D) 'b=Bgq) x2+c=
00 —1 2 1 2
= |00 1|-| O|+]| 1{=1|0
00 0 -1 -1 ~1

Mint lathato, az iterdcio a 2. 1épésts] kezdve ugyanazt a vektort adja. Ez az
x=—(D+L)'Ux+(D+L)'b

fixpontegyenlet- illetve a vele ekvivalens Ax = b linearis egyenletrendszer megoldasa.

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy az iteracidé az adtmenetmatrix meghatarozasa nélkiil is

elvégezhet6, vagyis nincs sziikség matrix invertalasra az iteracios 1épések szamitasahoz. Ehhez
az iteraciot szorozzuk meg balrol (D + L)-el, majd rendezziik at a kovetkezdképpen.

xpp1 = —(D+L) MU -+ (D+L) b
(D+L>Xk+1 = —UXk+b
D xx1 = -L-xg1—U-xc+b
Xk+1 = —D_l(L “Xk4+1 + U - xg — b)
Koordinatakkal felirva
1 1—1 n
ZL'Z(-k+1) = Zaijx§k+1) + Z aijasg-k) —b|, i=1,...,n.
Gii j=1 j=i+1

A képletbdl latszik, hogy a kovetkezs koordinata kozelitéséhez a mar kiszédmitott 4j koor-
dinatat hasznaljuk. 3 x 3-as matrix esetén az alakja

1 1 0 0
565) = —afn~(a12'$§)+a13'Ié)—b1)
1
xél) = - (agl -xgl) + ao3 - xgo) — by
ag2
w _ oW )
T3 = a (a31 Ty +asg - Ty b3)

Alkalmazzuk ebben az alakban a konkrét iteraciot!
1. lépés:

A = L0 e s 1) = 00— =1

S L I R

i) = 1 (e ) =—a1-n =1
2. lépés

RO _%.(o.xgnﬂ.xg)—l)=—(0—1—1)=2

i = (0 e 1) 1) = - (1) - 1) =

O _%.<1.x§2)+1-x§2)—1>2—(2+0_1):_1
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3. 1épés:
1
o) = (0 1) 1) =0+ (-1 -1 =2
RO _%.(o.x?)—yxg?)—l)=—(0—(—1)—1)=0
1
I R

Latjuk, hogy a kordbbi szdmolassal egyezd eredményt kaptunk.

42. Meg kell vizsgalnunk, hogy az A matrixra felirt Gauss-Seidel-iteracié konvergens-e. Ehhez
elsd 1épésként az atmenetmatrixot kell kiszAmitanunk.

Bsyy = —(L+D)'U=

4 001" Jo =1 0

= —|-1 40 0 0 —1]|=
| 0 -1 4 0 0 0
L 0 0 [0 -1 0

- _ i L gl.l0 0 =1|=

N 116 % 1 N
5z 16 24 LO 0 0
[0 -1 0 ] 0o 1 0

_ g 21 1 _y L 1

- 116 411 - 116 411
10 -5 —16 0 51 16

A konvergencia bizonyitasdhoz az elégséges feltételt alkalmazzuk.

5
B =—<1
Bl = 16 <

A kapott eredmény egynél kisebb, tehat a Gauss-Seidel-iteracioval mindig konvergens soroza-
tot kapunk. Ahhoz, hogy kiszdmoljuk az els6 2 1épést, alkalmas x¢-t kell valasztanunk. Mivel
barmilyen xq jo, ezért a legegyszertibb megoldés az x¢ = [O 0 O]T = 0 vektor. Az

xkp1=—(L+D)'U-x+ (L+D)"'b

sorozattal tudjuk az iteracié lépéseit kiszamolni. Ezt felhasznélva végezziik el az iteraci6 elsé
két lépését!

1. lépés:
x1 = (L+D)'U-x0+(L+D) 'b=Bgy)-0+c=
1 1
[ I d B B
= c=|= =+ O 6(=1|%
LR e
64 16 4 32
2. lépés
x2 = (L+D)'U-x3+(L+D) 'b=Bg) -x1 +c=
o L o 1 1 29
I PO A B A B
- 16 4 8 8 - 64
0o L 1 2 2 253
64 16 32 32 256
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Végezziik el a két 1épést az el6zb feladatban ismertetett modon, az dtmenetmatrix felhasznalasa
nélkil is! A kovetkezs koordinata kozelitéséhez a mar kiszamitott 0j koordinatat hasznaljuk.

1. 1épés:
(1) 1 (0) (0) 1
To= 73 (—ﬂs2 +0- 2y —2)2—1(0—#0—2):7
atél) = —i (—xgl) - :z:éo) - 6) —% <—; -0 6) = 13
) = L0 —af) —2) i(o_ﬁ_ )zgj
2. lépés
x?) = —%~(—x§1)+0-x§)—2>:—i <—183+0—2>:§);)
B () (BB
xgz) = _1.(0.33&2)—;8%2)—2):—i<0—16245—2>zggz

Latjuk, hogy a korabbi szdmolassal egyez6 eredményt kaptunk. Ez a megoldas akkor elényés,
ha nem kell kiszamolni az atmenetmatrixot. Ha csak konvergenciat kellett volna a feladatban
bizonyitani, azt megtehettiik volna az atmenetmétrix nélkiil is, hiszen a Gauss—Seidel-iteracio
konvergencia tétele szimmetrikus, pozitiv definit métrixok esetén (a konkrét A ilyen) garan-
talja a konvergenciat.

Utolso feladatunk, hogy kiszamoljuk a lépésszamot a 10~3 pontossag eléréséhez.
(¢ = < a kontrakciés egyiitthato, a Bg(1) méatrix [|.[[c normaja.)

k
* q _
e =5 oo = 37 Il = Xollo - =10 ’
1
(15) i3 3
sl 15 0 Rl < 10
16 P 0l
5\F 5\" 13 16 L
) 2= (=) 22 <10
16) L —\16) 8 11

k
26 108 < 16
11 5

o)
N
H‘l\.’)
el =)
=
<
N~
IN
NA
o)
7N

—
ol 5
~_

Q
2
N
%o
IN
?TA

Mint lathato k > 7 iteracios 1épés elvégzése utan elérjiik a 10™3 pontossagot.

43. A feladat megoldasahoz elészor azt kell megvizsgalnunk, hogy V xg € R3-bdl inditva az
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iteraciot, konvergens-e. Ehhez ki kell szamolnunk az atmenetmaétrixot.

Bgyy = —(L+D)'U=
(40 017" Jo 2 1
= —|(1 40 10 0 3| =
01 2 000
L 00 021
= —|-% 10 00 3|=
= —3 = 000
L 32 8 2
r 1 1 1 1
o b ool _|p Tt
— —|o L Hf_]p I _u
3 16 8 16
1 1 1 1
L0 %6 —%x 0 -% =
A konvergencia vizsgéilatdhoz az elégséges feltételt alkalmazzuk.
13
B =—<1
Bs1)lloo 16

A kapott eredmény egynél kisebb, tehat teljesiil a konvergencia. Az elsé 2 1épés kiszamolasahoz,
alkalmas xp-t kell valasztanunk. Mivel barmilyen x¢ alaklmas, ezért a legegyszertibb megoldas

az Xg = [O 0 O]T = 0 vektor. Az
xkp1=—(L+D)'U-x+ (L+D)'b

sorozattal tudjuk az iteracio lépéseit kiszadmolni. Végezziik el az iteracio els6 két lépését!

1. lépés:
x1 = (L+D)'U-x9+(L+D) 'b=Bgy) - 0+c=
1 1
1ol £
= C = _—— = O . O — —_
S R I S ¥
32 g8 2 32
2. lépés:

1 1 1 1 35

5 3 i i 3%

_ oo P oA il ®
- 8 1 16 16 - 2
0o _+ 1 i bk it

16 32 32 32 1024

Utolso feladatunk, hogy kiszamoljuk a lépésszamot a 10~2 pontossag eléréséhez.
(¢ = % a kontrakci6s egyiitthato, a Bg(;) matrix I|.||co norméja.)

16\"

108 < -

¢ < (5)
16
k-lg | —
(1)

k

1
13\ k 1 0
¥ (Tﬁ) . _f _ -3
16 35 0 -
k k
13 T /1\" 1 16 < 10-
=) +=(5) 77 <
16 16
4
3
4

0
7N
W]
—
(e}
w
~
IN

Q

w
N
N
S
IN
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Lathato, hogy k > 35 iteracios 1épés elvégzése utan elérjitk a 10™3 pontossagot.

44. A feladat megoldasahoz elészor azt kell megvizsgalnunk, hogy V xg € R3-bél inditva az
iteraciot, konvergens lesz-e. Ehhez ki kell szdmolnunk az atmenetmatrixot.

Bsqyy = —(L+D)'U=
(4 0 0771 [0 1 17
= —(2 3 0| -l0oo0 1]|=
10 1 000
'%00'011'
:——§§0-001:
-7 0 1] |0 0 0]
r 1 1 1 1
R B B O e
= —]Jo -+ L|l=10 L _1
Ofifi Oii
L 4 4 4 4

Alkalmazhatjuk az elégséges feltételt.
2
Bsylli = 3 < 1

Az dtmenetmatrix norméaja egynél kisebb, tehat teljesiil a konvergencia. Az elsd 2 1épés kisza-
molaséhoz, alkalmas xo-t valasztunk. Mivel barmilyen xg-ra konvergens az iteracio, ezért a
legegyszertibb megoldas az xg = [() 0 O]T = 0 vektor. Az

Xgi1 = —(L+D)'U-x + (L+ D) 'b

sorozattal tudjuk az iteracié lépéseit kiszdmolni.

1. 1épés:
x1 = (L+D)'U-x0+ (L+D) 'b=Bg;) -0+c=
100 1 :
1 1 1
= c=|-1 10 1|=|%
o] 1] |8
4 4
2. lépés:
x2 = (L+D)'U-x3+(L+D) 'b=Bg) x1+c=
0 —1 _1 1 1 1
i1 i n i 1
= (o L 1 1 A IR
o Lol B
4 4 4 4 48

Utolso feladatunk, hogy kiszamoljuk a lépésszamot a 10~3 pontossag eléréséhez.
(¢ = % a kontrakci6s egyiitthato, a Bg(;) matrix [|.|[; normaja.)

-

e =xloo = 37 I = xolh < 1072
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IS NN
&

7 N\

[SCIN )

~_

wik|ol~
Il

[SCIN )

~_

T 3\*

1 < =

7 3
lg(=-10%) < k-lg(=

lg (% -10%)
Ig (5)

Tehat k > 15 iteracios lépés elvégzése utan elérjiik a 10~2 pontossagot!

~ 14,45 < k

45. A feladat megoldasahoz elGszor azt kell megvizsgalnunk, hogy V xg € R3-bél inditva az
iteraciot, konvergens lesz-e. Ehhez ki kell szdmolnunk az dtmenetmaétrixot.

Bsqy = —(L+D)'U=
5 0 0] [0 3 1
= — |25 0 00 —2| =
13 1 —2 00 0
L 0 0] Jo 3 1
= I 00 0
L 50 10 ~ 24
[0 3 17 o -3 _1
o B BT, B %
L 50 50 50 50

Alkalmazhatjuk az elégséges feltételt.
21
B =—<1
IBs1)lloo 55
Az dtmenetmaétrix normaja egynél kisebb, tehat teljesiil a konvergencia. Az els6 2 1épés kiszé-
molasdhoz, alkalmas xg-t vilasztunk. Mivel barmilyen xg-ra konvergens az iteracio, ezért a

legegyszertibb megoldas az xg = [O 0 O}T = 0 vektor. Az
xkp1=—(L+D) U -x+ (L+D)'b

sorozattal tudjuk az iteracié lépéseit kiszdmolni.

1. lépés:
x1 = (L+D)'U-x0+ (L+D) 'b=Bgq) -0+c=
1 1
Yool
R A R
311 1 _r
0 10 2 50
2. lépés:
x2 = (L+D)'U-x3+(L+D) '"b=Bg) -x1 +c=
0 _3 1 1 1 39
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Utolso feladatunk, hogy kiszamoljuk a lépésszamot a 10™3 pontossag eléréséhez.
(¢ = % a kontrakcios egytitthato, a Bg(1) matrix II-lloc norméja.)

25\ "
L1002 < o2
v < (5)
25
k-lg | —
«(31)

k

Ik — X' [|loe < %q”xl—xonoo < 1073
1
(%)k 3g 8 < 10*3
_ 21 2 B =
2 |- 011l
AN 5 2N L s
25) 4L 25) 5 4 —
5
4
5

,_.
o
N
Ny
—
o
w
"
[N

X
W
uO
Nej
(e}
INA

Tehat k > 41 iteracios lépés elvégzése utan elérjiik a 10~3 pontossagot!
2.2.4. Paraméteres iteraciok: csillapitott Jacobi-iteraci6 és a relaxa-
ci6s modszer

46. A feladatunk, hogy megallapitsuk, hogy a csillapitott Jacobi-iteracié6 milyen w esetén lesz
konvergens. A modszer képletét a kovetkezdképpen szarmaztathatjuk.

Ax=b & wx=-wDHL+Ux+D'b <
& (l-wxtwx=1-wx-wD ' L+U)x+D'b <
& x=(1-wI-wDYL+U))x+D'b

A kapott fixpontegyenletbdl felirhatjuk az iteracié képletét.

Biw)

xpi1 = (1 —w)I—wD L+ U))xx+wD 'b
—_———

Bya)

Mint lathato a képletben megtalalhato a B ;) matrix is, mely a Jacobi-iteraci6 atmenet-
méatrixa. Azt is észrevehetjiik, hogy a képletben az w = 1 valasztassal visszakapjuk az egyszert
Jacobi-iteracio képletét. Ahhoz, hogy megéllapitsuk, pontosan melyek azok az w-k, melyekre
konvergens a modszer, a sziikséges és elégséges feltételt kell alkalmaznunk.

Sziikséges és elégséges feltétel:
V x9 € R"-bgl inditva az iteraciot konvergens lesz pontosan akkor, ha p(B) < 1, ahol

p(B) = max!" ; |\;| a B matrix spektralsugara.

A feltétel alkalmazaséhoz ki kell szamitanunk a B j(,) métrixot. El6szor azonban érdemes
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meghataroznunk a B j(1) matrixot.

B,

OoOkRF O I

-DHL+U) =
4 0 0]
—10 4 0
(0 0 4
_%?O
_OZ?
L0 0 g
SR
1

o = 0 —
[ 0 -3

|
) [
)

Ebb6l mér konnyen szarmaztathatoé a B j(,,) matrix.

By = 1-wI-wD ' L+U)=(1-w
(1 —w 0 0
= 0 1—w 0
. O 0 1 —w|
(1 —w % 0
= T l-w 7
L O T l1-w]

+w

[ |
— o
|
o = O

|
O =
—= O

|
OoOri=rOoO =
W= O =
ORI O

~—

[N es)

= O =

ORI O
Il

I+ wBw) =

A sziikséges és elégséges feltétel hasznalatdhoz sziikséglink van a B j(,,) métrix sajatértékeire.

Irjuk fel a karakterisztikus polinomot!

det(BJ(w) —AI)

A harom sajatérték paraméteres alakja a kovetkezs lesz.

l-w—XAw)=0 = ’Al(w):l—w‘

1—0.)—)\2(0.})

1—w—A3(w)

_%:0

+i:0 =

V8

=

4

(/J2

)-

2) (v-mve)

)\g(w)—l—w—%
Ag(w):l—w—i—% )

Ahhoz, hogy az iteracié konvergens legyen a spektralsugarnak kisebbnek kell lennie egynél.

P(B(w)) = max{|A1(w)]; Az (w)]; [As(w)[} <1
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Latjuk, hogy a kapott fiiggvények az abszolut értéken beliil linearisan fliggnek w-tol, igy
grafikonjuk V alaku lesz. A kénnyebb atlathatosag kedvéért érdemes felrajzolnunk a fiig-
gvényeket. Ehhez el6szor ki kell szamitani az x tengellyel valé metszéspontokat.
Mw)=1-w=0 = w =1
R
— =

1+ 2 V8+1

V8
V8—1

w
— =0 = wy=

V8

w 1
— =0 = w3= i =

V8 1-

w)=1—w-—

Mw)=1—w+

V8

A metszéspontok meghatarozésa utdn mar fel lehet rajzolni az abrat.
12r -

1ok

2.1. abra.

Amint az 2.1 abran is lathato, arra az intervallumra lesz sziikségiink, ahol mind a harom
fiiggvény grafikonja 1 alatt van. Ez a (0, 2ws) intervallum, hiszen ha 2 - we-nél nagyobb w,
akkor |\a| nagyobb lesz egynél, illetve ha w kisebb 0, akkor a helyzet ugyanez. Tehét

w € (O, 2(,02)

esetén barmely kezd&vektorra konvergens lesz a csillapitott Jacobi-iteréacio.
Az abrarol az is leolvashato, hogy az optimélis w-t a Ao(w) és A\g(w) fliggvények metszéspont-
janal kapjuk.
A2 (wopt)| =
)\2 (wopt) =

Wopt
1-— wopt — =

| A3 (wopt)|
_)\3 (wopt)

_(1 - wopt +

Wopt )

V8

Wopt

V8

1-— wopt -

V8

Wopt

R

= -1 + Wopt —

wopt =1

Tehat az optimélis paraméter wyy; = 1, azaz a Jacobi-iterdcio gyorsabb barmely paraméteres
valtozatanal.

47. A feladatunk, hogy megallapitsuk, hogy a csillapitott Jacobi-iteracié6 milyen w esetén lesz

konvergens. Ehhez els6 1épésként irjuk fel az iteracié képletét.
Bj(w)
Xps1 = (1 —w)I—wD I L+ U))xx +wD 'b
——

By



2.2. Megolddsok

o1

Mint lathat6 a képletben megtalalhato a B j;) matrix is. Ahhoz, hogy megallapitsuk, hogy
milyen w-ra konvergens, alkalmaznunk kell a sziikséges és elégséges feltételt. A feltétel alka-
Imazasahoz ki kell szamitanunk a B ;) matrixot. Erdemes elébb a B J(1) matrixot kiszamol-

nunk.

Bw)

By = -D'(L+U)=
3007 [0 -2 o0
= —10 30 —4 0 —4| =
0 0 3 0 -2 0
(2 0 0 0 -2 0
= —|0 2 0|-|-4 0 —4|=
0 0 3 0 -2 0
[0 -2 0 020
I PR SN N O
3 3 3 3
. 0 -2 0 020
Ebbdl méar konnyen szarmaztathaté a B j(,,) matrix.
= (1-wI-wD (L+U)=1-wI+wByy =
[1-w 0 0 ] 0 2 0
= 0 l-w 0 |4w|3 0 3|=
.0 0 1-w)| 020
(1 -—w 2 0
4w 4w
A e

A sziikséges és elégséges feltétel hasznalatdhoz sziikséglink van a B j(,,) matrix sajatértékeire.
Irjuk fel a karakterisztikus polinomot!

1—w—A 2 0
det(B () — AI) = Lo1-w-2A ) =
0 %"J l—w-—A
2 2 4
- (1—w—A)((1—w—A)2—&g>—;J<(1—w—A)§”>:
2 2
- (1—w—)\)<(1—w—)\)2—8§—8§>:
1 2
- (1—w—)\)<(1—w—)\)2— 65">:

= (1-w-—2) <(1—w—)\)—4;) <(1—w—)\)+4§}) =0
A hérom sajatérték paraméteres alakja a kovetkezd lesz.
l-w—M\Nw) =0 = ’Al(w)zl—w‘
1—w—/\2(w)—4?w:0 = )\g(w)—l—w—%d
1—w—/\3(w)+4?w:0 = Ag(w):l—w—i-%u
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Ahhoz, hogy az iteracié konvergens legyen, a spektralsugarnak kisebbnek kell lennie egynél.
P(B ) = max{|A1(w)], [A2(w)], [Az(w)[} <1
Latjuk, hogy a kapott fliggvények az abszolit értéken beliil linearisan fiiggnek w-tol, igy
grafikonjuk V alaku lesz. A konnyebb atlathatosidg kedvéért érdemes felrajzolnunk a fiig-
gvényeket. Ehhez ki kell szamitani az x tengellyel valé metszéspontokat.
Mw)=1-w=0 = w =1
4w 1 3
)\ = 1 — _ — = O = e — —
2() YT TS 3T
4 1
Mw)=1l-wt—=0 = wy=-—7p=-3
3 1—3
A metszéspontok meghatarozasa utdn mar fel tudjuk rajzolni az abrat.
W f /
1o | /
i | f
e I". |I "ll
“oafly | /
1 |I .'
'\ /
o6F| \ | f
(] f
| | | = 1-w
0.4 II ':I: -"l
. |I "'., II,-' - |1
o2 | |\ .
| f A\ .-"I LSt
- \ III"I.'I 3
-3 -3 -1 o 1 3 =l
2.2. abra.
Azok az w-k lennének jok, ahol mindharom fliggvény grafikon 1 alatt van, hiszen ekkor lenne a
spektralsugar kisebb egynél. Azonban - mint az a 2.2 abran is lathat6 - nincs olyan pont ahol
mindharom fiiggvény 1 alatt lenne. Mindhérom metszi az y tengelyt az 1 pontban, azonban,
ha w > 0, akkor a |Az(w)| > 1, ha w < 0 akkor |A1(w)| > 1 és [Aa(w)| > 1. Ebbdl kovetkezik,
hogy nincs olyan w amire konvergens lenne!
48. Az a feladatunk, hogy megallapitsuk, hogy a csillapitott Jacobi-iteracié milyen w esetén lesz

konvergens. Ehhez els6 1épésként irjuk fel az iterdcié képletét.

B
Xpp1 = (1 —w)I—wD YL+ U))x, +wD 'b
N e’

By

Mint lathat6 a képletben megtaldlhato a B j;) matrix is. Ahhoz, hogy megallapitsuk, hogy
milyen w-ra konvergens, alkalmaznunk kell a sziikséges és elégséges feltételt. A feltétel alka-
Imazasahoz ki kell szdmitanunk a B j(,,) matrixot. El6szor azonban érdemes kiilon kiszamolni



2.2. Megolddsok

93

a B (1) matrixot.

Ezutan mar fel tudjuk irni a B () matrixot.

Bw)

B,y = -D'(L+U)=
3007 ' [0 -2 0
= —|0 30 -2 0 2| =
0 0 3 0 -2 0
(2 0 0 0 -2 0
= —|0 2 0f-|-2 0 —2|=
[0 0 3 0 -2 0
[0 -2 0 0 2 0
o2 d o2z oz
3 3 3 3
. 0 -2 0 020
= (1-wI-wD ! (L+U)=(1-wlI+wByy,
[1-w 0 0 ] 020
= 0 1-w 0 |4wl|3 0 3]|=
. 0 0 1-w| 020
(1 —w 2 0 ]
= %w 1—w
. 0 L 1-w,

A sziikséges és elégséges feltétel hasznalatdhoz sziikséglink van a B j(,,) matrix sajatértékeire.
Irjuk fel a karakterisztikus polinomot!

det(BJ(w) - )\I)

1—w-—

2
A 5
%“’ l—w-—2A
2
0 5

0
2w | _
w | =
1—w—A\
402 2
_ 2w _i’(l_
9 3
dw?
9 9 )

A hérom sajatérték paraméteres alakja a kovetkezs lesz.

l-w—Aw)=0 = ’Al(w)zl—w‘

1—w—)\2(w)—@20
3
1—w—)\3(w)+%20

)\g(w)zl—w—%
Ag(w):1—w+%

Ahhoz, hogy az iteracié konvergens legyen, a spektralsugarnak kisebbnek kell lennie egynél.

P(B(w)) = max{|Ar(w)]; Az (w)]; [As(w)[} <1
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A konnyebb atlathatosag kedvéért érdemes felrajzolnunk a fiiggvényeket. Ehhez ki kell szami-

tani az x tengellyel vett metszéspontokat.
Mw)=1-w=0 = w; =1
V8w 1
Mw =l-w-"—-—=0 = w=
V38
s 1+
1

V8w
+T_O = W3—1_§

Mw)=1-w

14F [
|I "X
1.2k / /
r { /
1.0 f I f
ko —
H .' !
ns_.ﬁ1 | / - 1w
C1 ) i
oaFYY
L IlI IR'-I' f "II’I - ! 1
04F | A ,’f
L /
o.2f | \'. / o w+l
L \ f Lo
Py, A 1 1 1 1
0 2 3 4 5 go— 1

2.3. abra.

Amint az a 2.3 abran is lathato, arra az intervallumra lesz sziikségiink ahol mind a harom
fiiggvény grafikon 1 alatt van. Ez a (0, 2ws) intervallum, hiszen ha 2w,-nél nagyobb w, akkor
|[A2| nagyobb lesz egynél, bar a tobbi 1 alatt marad, de a Ag miatt a spektralsugar igy is
nagyobb lesz 1-nél. Ha w < 0 akkor mind a harom fiiggvény egynél nagyobb. Tehat

w e (0, 2(,02)

esetén barmely kezdévektorra konvergens lesz a csillapitott Jacobi-iteracio.
Az abréarol az is leolvashatd, hogy az optimélis w-t a As és A3 metszéspontjanél kapjuk.

| A2(wopt)| | A3(wopt)|
>\2 (wopt) = _)\3 (wopt)
1— Wopt — \/ggjopt _ _(1 — Wopt T \/g;)opt)
\/gwopt — 14 Wopt — \/gi:;opt

1- Wopt — 3
wopt 1

Tehat az optimaélis paraméter w,,; = 1, azaz a Jacobi-iterdcio gyorsabb barmely paraméteres

valtozatanal.
49. Az a feladatunk, hogy megallapitsuk, hogy a csillapitott Jacobi-iteracié milyen w esetén lesz
konvergens V xg € R3-re. Ehhez el6szor irjuk fel az iteracié képletét.
Bw)
Xpi1 = (1 —w)I—wD YL+ U))x, +wD 'b

By
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Mint lathato, a képletben megtalalhato a B ;) méatrix is. Ahhoz, hogy megallapitsuk, hogy
milyen w-ra konvergens, alkalmaznunk kell a sziikséges és elégséges feltételt. A feltétel alka-
Imazasahoz ki kell szamitanunk a B j(,,) matrixot. El6szor azonban érdemes kiilon kiszamolni
a B (1) matrixot, igy késdbb egyszertbb lesz felirni a B ;) matrixot.

By, = -D(L+U)=
40 017" [o 0 1
= —[0 3 0 <13 0 3| =
|0 0 2 2 00
[ 00 001
= —|[0 % 0 3 0 3=
0 0 % 2 00
[0 0 1
= —|1 0 1
(1.0 0
Ezutan mér fel tudjuk irni a B ;) matrixot.
Bjw = (1-w)I-uwD (L+U)=(1-wI+wByy =
[1-w 0 0 00 1
= 0 1—w 0 —w|l 0 1] =
0 0 1-uw]| 10 0
[1-w 0 —¢ ]
= —w l-w —w
| —w 0 1 —w|

A sziikséges és elégséges feltétel hasznalatdhoz sziikséglink van a B j(,,) matrix sajatértékeire.

Irjuk fel a karakterisztikus polinomot!

l—w—2A 0 -5
det(By,) — AI) = —w 1l—w-—2A —w| =
—w 0 1-—w—2A

= (I—w=N(A-w=N?+0-w) - Tl -w=-X) =

= (1-—w-2X\ ((1—w—x)2—‘*f> =

_ (1_w—A)((1—w—A)—g) ((1—w—)\)+

)y

Do |

A hérom sajatérték paraméteres alakja a kovetkezd lesz.

l-w—=—A(w)=0 = ’Al(w)zl—w‘

1—w—)\2(w)—g:() = )\g(w)zl—w—g
1—w—)\3(w)+g:O = Ag(w):l—w—i-%

Ahhoz, hogy az iteracié konvergens legyen, a spektralsugarnak kisebbnek kell lennie egynél.

P(B(w)) = max{|Ar(w)]; Az (w)]; [As(w)[} <1
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50.

A konnyebb atlathatosag kedvéért érdemes felrajzolni a fiiggvényeket. Ehhez ki kell szamitani

az x tengellyel val6 metszéspontokat.

AMw)=1-w=0 = w =1

w
2() T 2 1+3 3
1

Ag(w):l—w+%:0 = w3 = =2

A metszéspontok meghatarozasa utdn mar fel lehet rajzolni az abrat.

o Fh i L

oaEF Y
A

o4fF VY SN/ ;

ozf \ X v . Cagh - |1

i 1 2 3 4 5 [&]

2.4. abra.

Amint az a 2.4 dbran is lathato, arra az intervallumra lesz sziikségiink ahol mind a harom
fiiggvénygrafikon 1 alatt van. Ez a (0, 2ws) intervallum, hiszen ha 2ws-nél nagyobb w, akkor
|A2| nagyobb lesz egynél, emiatt a spektralsugar meghaladja egyet. Ha w < 0 akkor mind a
hérom fiiggvény egynél nagyobb. Tehat

4
0. —
w € (0, 3)

esetén barmely kezd&vektorra konvergens lesz a csillapitott Jacobi-iterécié.
Az abrarol az is leolvashato, hogy az optimélis w-t a Ag és A3 metszéspontjanal kapjuk:

[A2(wopt)] = [A3(wopt)

A2 (Wopt) = _)\3 (wopt)
w, w,
e
w, W,
1- Wopt — ;pt = -1+ Wopt — %pt

Wopt = 1

Tehat az optimaélis paraméter w,,; = 1, azaz a Jacobi-iterdcioé gyorsabb barmely paraméteres

valtozatanal.

Az a feladatunk, hogy megallapitsuk, hogy a csillapitott Jacobi-iteracié milyen w esetén lesz
konvergens. Ehhez elsG 1épésként irjuk fel az iterdcié képletét.

B(w)

Xpi1 = (1 —w)I—wD YL+ U))x, +wD 'b
N e’

By
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Mint lathat6 a képletben megtalalhato a B j;) matrix is. Ahhoz, hogy megallapitsuk, hogy
milyen w-ra konvergens, alkalmaznunk kell a sziikséges és elégséges feltételt. A feltétel alkal-
mazéasahoz ki kell szamitanunk a B j(,,) matrixot. Erdemes elsbb a B J(1) matrixot kiszamol-
nunk.

By = -D'(L+U)=
5 0 01" [0 0 2
= —|0 5 0 30 3|=
0 0 5 2 0 0
(1 0 0] [0 0 2
= —|0 % 0|]30 3]|=
(00 2][200
[0 0 2
= — 132 0 3
g 5
(2 00
Ezutan mar fel tudjuk irni a B () matrixot:
Bjw = (1-w)I-uwD L+U)=(1-wI+wByy =
[1—w 0 0 0 0 §
= 0 1—w 0 —w % 0 5| =
L0 0 1-w| 200
l—w 0 —%“’ i
= | -% 1-w -
= IR

A sziikséges és elégséges feltétel hasznalatdhoz sziikséglink van a B () métrix sajatértékeire.
Irjuk fel a karakterisztikus polinomot!

1—w-—A\ 0

5
det(BJ(w)—)\I) = _%‘J 1—w-—\ _3?“; _
— 2 0 1—w—A
2 2
= u—w—Mu—w—mﬁ-w(“u_w_M):
5 5
2
= a-w-n(a-w-a2- ) -

(-w-n (a-w-

A hérom sajatérték paraméteres alakja a kovetkezs lesz.

2 2
lfwf)\g(w)f—w:O )\g(w)zlfwf—w
5 5
2 2
1—w—Az(w) %:O = Ag(w)zl—wjugw

Ahhoz, hogy az iteracié konvergens legyen, a spektralsugarnak kisebbnek kell lennie egynél.

P(B(w)) = max{|Ar(w)]; Az (w)]; [As(w)[} <1
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51.

A konnyebb atlathatosag kedvéért érdemes felrajzolni a fiiggvényeket. Ehhez ki kell szamitani
az x tengellyel val6 metszéspontokat.

[\
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>
s
£
I
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|
€
|
I
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V)
I
I

>
Py
&
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|
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RS
Il
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—_
=+
(S]]
I

ot
—_
[
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A metszéspontok meghatarozéisa utan maéar fel lehet rajzolni az abréat.

0BG

2.5. abra.

Amint az a 2.5 dbran is lathato, arra az intervallumra lesz sziikségiink ahol mind a hérom
fiiggvény grafikon 1 alatt van. Ez a (0, 2w9) intervallum, hiszen ha 2ws-nél nagyobb w, akkor
|A2| nagyobb lesz egynél, emiatt a spektralsugar meghaladja egyet. Ha w < 0, akkor mind a
harom fiiggvény egynél nagyobb. Tehét

10
w € (0, —
0, =)
esetén barmely kezd&vektorra konvergens lesz a csillapitott Jacobi-iterécio.
Az abrarol az is leolvashatd, hogy az optimalis w-t a Ay és A3 metszéspontjanal kapjuk.

[Aa(wopt)| = [As(wopt)|

)\2 (Wopt) = _)\3 (wopt)

2w

1-— wopt — 50pt = *(1 — wopt +
2w

1_Wopt_ 50pt = —1+wopt_

Wopt = 1

2wopt
)
2Wopt
)

)

Tehat az optimaélis paraméter wey,; = 1, azaz a Jacobi-iterdcioé gyorsabb barmely paraméteres
valtozatanal.

A relaxacios modszer képletét a kdvetkezSképpen szarmaztathatjuk. Induljunk ki a Gauss—
Seidel-iteracié fixpontegyenletté valo atrendezésébdl.

Ax=b & x=-(D+L)'Ux+D+L)"'b



2.2. Megolddsok

99

(D+L)x

Dx

wD+L)x+ (1 —w)Dx
(D + wL)x

X

-Ux+b |-w

Dx |- (1—-w)

[-wU+ (1 —w)D]-x+wb
[(1—-w)D—-wU]-x+wb

(D +wL)™ (1 —w)D - wU] - x+wD+wL)"'b

A fixpontegyenletbdl felirhatjuk az iteracio képletét.

Xpy1 = (D + wL) (1 — w)D — wU] x + w(D + wL) 'b

—_——

Bs(w) €5 (w)

Irjuk fel a konkrét A-ra a relaxaciés modszer &tmenetmétrixat!

Bs(w)
(92 0
| w 1

1

(D +wL) ™ '[(1 —w)D —wU] =

;

1—-w) 0
0 1—-w

0
0

—2w
0

RS B ) B

_ 7 0] [2(1-w) 2w _
—sw 1 0 1-w

B 1-w w ]

T w(l-w) —wrtl-w]

w = 1 esetén a Gauss—Seidel-iteraciéo atmenetmatrixa

By

Mivel a métrix sajatértékei: 0 és —1, ezért p(Bg(1)) = 1, igy a Gauss—Seidel iteraci6 dltaldban
nem konvergal. Keressiink olyan w paramétert, melyre a modszer konvergél!

Példaul w = % esetén

=[]

Latjuk, hogy HBS(l)Hl = %, igy a modszer konvergens minden kezd&vektorra.
2

52.

A relaxéciés modszer néhany lépésének szamolasdhoz nincs sziikségiink az Atmenetmétrixra,

helyette a mddszer koordinatas alakjat hasznaljuk. Ennek el6nye, hogy nem kell matrix in-
verzet szémolni hozza. A koordinatankénti szamolashoz alakitsuk at a formulét.
(D 4 wL)-el szorozzuk be az iteraciot.

(D 4+ wL) - xk41
D - xky1

Xk+1

[(1—-w)D —wU]-xk + wb
—wL - xk11 —wU - xg +wb + (1 —w)D - xk
—wD ™t [Lexq U -x — b]+(1 — w)xy

S(1)

WXk+1

Mint lathato a képlet felirhaté a Gauss—Seidel-iteracio k + 1. 1épésével és a k. kozelits vektor
segitségével. Irjuk fel a koordinatas alakot is (a koordinatéak also indexbe, a lépés szama felsG

indexbe kertil).

i—1
k+1 w k+1
x§+):—— g aijx(-+)+
. J

Qi -
j=1

Z aijxg-k) —b | +(1— w)xl(k), i
j=it+1

1,...,n.
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A kapott alakbdél konnyen szamolhatoé az iteracié egy lépése. Azt is észrevehetjiik, hogy a
képletben w = 1 vélasztassal visszakapjuk a Gauss—Seidel-iteracié képletét.
2 X 2-es matrix esetén az k. 1épés alakja

(k+1) _ W k) (k)
) = o (au T b1) + (1 — w)zy
xgkﬂ) = - ((Izl . xgkﬂ) - b2> + (1 - w)xgk)

a2

Alkalmazzuk w = % esetén a konkrét iteracio két lépését!

1. lépés:
) W (0 3 ) (LY a3
AR 1 (:n 3)4—(1 W)y —< 8) ( 3)—8
(1) WM oo (1N (3 _
v = 5 \m ( 3)>+(1 w)xs —< 8> <8 > ol
2. lépés:
@ _ W (1 PRI
v = oy (mQ 3)+(1 w)zy
_o(LL) (2 )\ L3\ 219, 3 315
N 8 64 2 \8) 512 16 512
w
o) = =2 (o - (-9) + (- w)ad) =
_ O (CLY(B15 )L (L2 st 2 i
- 8 ) \ 512 2 64) 4096 128 4096

Ahhoz, hogy konvergenciat bizonyitsunk valamely paraméter esetén, hasznalhatjuk a tanult
konvergenciatételeket.

1. Tétel: Ha a relaxacios modszer konvergens, akkor w € (0;2).
Ez azt jelenti, hogy az w < 0 és 2 < w paraméterekkel nem kell foglalkoznunk konvergencia
vizsgalat esetén.

2. Tétel: Ha az A métrix szimmetrikus, pozitiv definit és w € (0;2), akkor a relaxacios
modszer barmely kezd&vektorra konvergens.

A feladatban megadott matrixra a 2. Tétel feltételei teljesiilnek, ezért w € (0;2) esetén a
relaxécios modszer konvergens. Irjuk fel a konkrét A-ra a relaxacios modszer Atmenetmatrixat!

Bsw) = (_D +WL_)11[(1 —w)D-wU] =
L0 gD

—L
L~ 16

Il
€ mlm
N[ )
[
| —
S
—~
—_
|
&
N
—
—_
|
E g
| IS
|

Tl —w) P+ l-w

A Maple V program segitségével megkaphatjuk a métrix sajatértékeit, amelybdl a spektral-

sugar szamolhato.
1 1
AMa(w)=1—-w+ 3—2w2 + 37200\/&)2 — 64w + 64
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Mivel ezek nagyon bonyolultak, ezért mas megoldast valasztunk w keresésére.
w = 1 esetén a Gauss—Seidel-iterécié atmenetmétrixa

0 —
Bsqa) = [0

Mivel a matrix sajatértékei: 0 és %6, ezért p(Bg(1)) = %6, igy a Gauss—Seidel iteraci6é kon-

vergal minden kezdévektorra. Keressiink olyan w paramétert, melyre a modszer gyorsabb! A

spektrilsugar alapjan szamolni komplikalt lenne, helyette métrixnorméaval dolgozunk.

IBsylli = % = 0,3125, ezért olyan paramétert keresiink, melyre az dtmenetmatrix 1-es

normaja ennél kisebb. Példaul w = 1,01 esetén

"_‘MH

1

=]

5 B —0,01 —-0,2525
S0 = 10002525 0,05375625 | °

Latjuk, hogy [[Bgq,onlli = [ — 0,2525] + 0,05375625 = 0, 30625625, igy az 1-es norméban
szamolt kontrakcios egyiitthaté kisebb, mint w = 1 esetén. Ebben a vektornorméban jobb
becslés adhatd a modszerre.

53. Irjuk fel a koordinatas alakot, mellyel az iteraciot végezziik.
w i—1 n
= T Zaijxﬁk“) + az-jfék) —b |+ -wal”, i=1,...n
(2 . ..
7j=1 Jj=t+1

3 x 3-as métrix esetén az k. 1épés alakja

QD _ain _ <a12 2t agg o — bl) +(1—w)z
:Engrl) _ 7% . <a21 . xgkﬂ) + asg - :cgk) - b2) +(1— W)xék)
22
xngrl) _ W <a31 .ngJrl) T az - xngrl) — b3> +(1- w)xgk)
a33

Alkalmazzuk w = % esetén a konkrét iteracio két 1épését az xg = 0 kezdGvektorral!

1. 1épés:
acgl) = —Z-(—xgo)—2>+(1—w)xgo):(—é>'(—2):i
n _ W (M (0 oo NN 25
Ty =~ (371 T 6)—1—(1 w)xs ( 8)( 1 6)32
o _ W (o oo 1Y (25 _ 39
BT Ty (”32 2)+(1 W) _< 8><32 ?) = 256
2. lépés:
o = 2 () 2) + (1wl =
NGRS SN AN IR S
- 8 4 2 \4) 32 8 32
IL‘g2) = —%-(—x§2)—6>+(1—w)x§):
C(LIY (B )L ()1 25 21
N 8 2 2 \32/) 256 64 256
:Egz) = —%-(—xg2)—2>+(1—w)x§1):
_ o (C\(209 )\, 1 (39 _ 283 30 38
N 8/ \ 256 2 \256/) 2048 512 2048



62 2. Linedris eqyenletrendszer megolddsdanak iterdcios modszeres

A feladatban megadott matrixra a 2. Tétel feltételei teljesiilnek, ezért w € (0;2) esetén a
relaxaciés modszer konvergens. Nézziik a specialisan tridiagonélis matrixokra igaz konvergen-
ciatételt!

3. Tétel: Ha az A matrix szimmetrikus, pozitiv definit és tridiaginalis, akkor a Jacobi-
iteracio, a Gauss—Seidel-iteracio és a relaxéacios modszer w € (0;2) esetén barmely kezdGvek-
torra konvergens. Az optimalis paraméter
2
Wopt = € (O, 2)
L+ 4/1=p(Bya))

Az optimélis paraméterre az optimaélis spektralsugéar értéke
PBS(wop) = wopt — 1 < p(Bsr)) = p(By))*  ha p(Byq)) > 0.
Ha p(B (1)) = 0, akkor
P(Bs(wop)) = P(Bsq)) = p(B 1)) = 0.

Szamitsuk ki a Jacobi-iteraci6 atmenetmatrixat, hogy alkalmazni tudjuk a tételt!

B,y = -D(L+U)=
4007 [0 -1 0] ,Jo10
= —|(0 4 0 -]-1 0—1:1-101
0 0 4 0 -1 0 010
A karakterisztikus polinomja
-2 i 0
det(B 1) — \I) = T -A 1=
1
0 7 =X
1 1 1
- _ 2_ 2y _ Z. _Z =
= QA 16) 4 < 4)‘>
= N4 A=0 =|\=
+3
1 1
= -\ =0\ =_
+8 8
1 1
= |do=—4| |A3=——F
s T
Most mar tudjuk az atmenetmétrix spektralsugarat.
(By) = max{|Mil, ], al} =
= max , [Aal, = —
pPBI) 1 2 3 NG
A 3. Tétel képletébe helyettesitve
2 8
Wopt = = ~ 1,0334

14+ 1_% 4+\/]_4

p(BS(Wopt)) = Wopt — 1~0,0334.
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54.

A feladatban megadott matrixra a 2. Tétel feltételei teljesiilnek, ezért w € (0;2) esetén a
relaxéacios modszer konvergens. S6t a 3. Tétel feltételei is teljestilnek. Alkalmazzuk ra ez
utobbit. Szamitsuk ki a Jacobi-iteracié atmenetmatrixat!

B,y = -DY(L+U)=
100] ] 0 -Lo o L1 o0
= —l010| -|-3 03%|=|3 0 —1
00 1 0 % 0 0 —3 0
A karakterisztikus polinomja
1
-x L0
det(BJ(l)—)\I) = % -A —% =
0 —3 -\

1 1

= A+2 (IR=NPY 5
1 1

= [ d=—"F%| |[M=-—=
SN} T2

Most mar tudjuk az atmenetmétrix spektralsugarat.

p(Bay) = max{|Ai], [Aa], [A3]} =

Sl

A 3. Tétel képletébe helyettesitve
2 4
Wopt = = ~1,1716
Op 14+,/1-1 2+V2

p(BS(wopt)) = wopt — 1= 0, 17].6

2.2.5. Richardson-iteracio

55.

A feladatunk, hogy megéallapitsuk konvergens lesz-e a Richardson-iteraci6. Ehhez kétféle megoldasi
moédszert hasznalhatunk.

1. médszer:
Hivatkozunk a Richardson-iteracié tanult konvergencia tételére, mely szerint szimmetrikus és

pozitiv definit A maétrixra p € (O, %) paraméter esetén az

xkt1 =T —p-A)-xk+p-b

iteraci6 barmely kezd&vektorra konvergens.
Felhasznalva, hogy 0 < p(A) < ¢, fel tudjuk irni a kévetkezd egyenlStlenséget.

2 2

2 2
0<pA)<ec = 0<p:E<m = c€<0’p(A)>



64 2. Linedris eqyenletrendszer megolddsdanak iterdcios modszeres
Ezzel belattuk, hogy a Richardson-iterécié konvergens lesz V xg-ra!
2. moédszer:
A sziikséges és elégséges feltételt is hasznalhatjuk, azaz vizsgalhatjuk konkrétan az atmenet-
matrix spektralsugarat, p(B) < 1 teljesiilését.
2 2 2 2
Ax=b & 0=—A-x+-b & x= (I—A) x+-b
c c c c
Irjuk fel a fixpontegyenletbsl a Richardson-iteraciot!
2 2
Xyl = (I— A) Xk +—-b
c c
Latjuk, hogy az atmenetmétrix B = (I — %A)
Irjuk fel a kapcsolatot A és B sajatértékei kozott! Sejtés: \;(B) = 1 — %)\i.
Ezt konnyen belathatjuk az A matrixra felirt sajatérték egyenletbdl.
Av, = \v;
2 2
——Av;, = —-\v;
2 2
vi— —Av;, = v;—=-\V;
c
2
I--A)v, = [1—=-X\)wv;
c c
—_——
B
Vizsgaljuk meg, hogy az A sajatértékeire felirt feltétel mit ad B sajatértékeire.
O< N <c
2
0<-N\<2
c
2
—-l<-N-1<1
c
2 2
—-1<l-=-\<1 = ’1—&- <1
c c
Ezzel tehat belattuk, hogy p(B) < 1 teljesiil, azaz a Richardson-iteraci6 barmely kezdGvek-
torra konvergens lesz!
56. Legyen
4 -1 0 3
A=|-1 4 —-1|, b=]2
0 -1 4 3

A Gersgorin tételbdl tudjuk, hogy A pozitiv definit és sajatértékeire a 2 < A; < 6 becslés
adhat6. Azonban a Gersgorin tétel ismerete nélkiil a sajatértékek elGallitasaval is megoldhato
a feladat.

4-x -1 0
det(A—X) = | —1 4—x —1|=
0 -1 4-2)

= U-NE-N-D+(-1)-(4-x =
= A=-AN((4=-N)?=2)=(A-NA-A=V2)4d-A+V2)=0
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Innen a sajatértékek:
)\1:4, )\2:4*\/5, )\3:4+\/§

Latjuk hogy a feladat kittizésében szerepls p(A) < 6 korlat helyes.
Alkalmazzuk az Ax = b linearis egyenletrendszerre a 30. példaban szerepld Richardson-iteraciot.

2 2 1 1
=(I-=-A)- -b=|I--A)- —b

Xk+1 < 6 ) Xk+6 < 3 )Xk+3
——— ~~

B C

Latjuk, hogy a p = % paramétert kell alkalmaznunk a Richardson-iteraciéban. A 30. feladat
megoldasaban bizonyitottuk a mddszer konvergenciajat barmely kezdGértékre. Szamitsuk ki
az iteraci6 B atmenetmatrixat és c vektoréat.

1 00 1 4 -1 0

BzI—%AzOlO—g-—l 4 -1\ =
0 01 0 -1
-1 1 0
:é.l_l
0 1 -—
1
1
c = ~b=]2
3
3 1

Végezziink két 1épést az iterdcioval az xg = 0 vektorbdél indulval!

1. 1épés:
1
1
2. lépés
1 -1 1 0 1 1
x = Bxite=g-| 1 -1 1 21+ 2] =
0 1 -1 1 1
1 8
1 1 8
_ 0 IO I (O
9 3 9
1 1 8
9 9

A k. kozelité vektorra adott hibabecslés alakja

k

q
[xk —x*||l2 < N [x1 — xol|2,

—4q
ahol ¢ = ||B||r = g ~ 0,88 < 1 a kontrakcios egyiitthato és
10

1 —xoll2 = fxafl2 = 4/ 5~

Mivel a kdnnyen szamolhaté matrixnormék koziil csak a Frobenius-norma egynél kisebb, igy
a hibabecslést a hozza illeszkeds 2-es vektornorméaban kell felirnunk. Az iteracié hibabecslése

(?)k 10
¥ = x"l2 < 2=/ 5 = (0,88)" - 15, 46.
1 — %0

3
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57. El kell donteniink, hogy konvergens lesz-e a Richardson-iteréci6. Ehhez kétféle megoldési mod-
szert hasznalhatunk.

1. modszer:
Hivatkozunk a Richardson-iteracié tanult konvergencia tételére, mely szerint szimmetrikus és

ﬁ) paraméter esetén az

pozitiv definit A métrixra p € (O,
Xkr1=I—p-A)-xx+p-b

iteracié barmely kezd&vektorra konvergens.
Felhasznalva, hogy 0 < p(A) < ¢, fel tudjuk irni a kovetkezd egyenlStlenséget.

9
O<p(A)<c<?c
9¢ = p(A) = p(A) 9¢ = " p(A)

Ezzel belattuk, hogy a Richardson-iterécié konvergens lesz V xg-ral

2. mobdszer:
A sziikséges és elégséges feltételt is hasznalhatjuk, azaz vizsgalhatjuk konkrétan az atmenet-
méatrix spektralsugarat, p(B) < 1 teljesiilését.

7 7 7 7
Ax=b & 0——%A-x+%b & x—<I—96A>‘x+96b

Irjuk fel a fixpontegyenletbsl a Richardson-iteraciot!

7 7
=I-—A)- —b
Xk+1 ( 9c ) Xk + 9

Latjuk, hogy az dtmenetmatrix B = (I — &A).
Irjuk fel a kapcsolatot A és B sajatértékei kozott! Sejtés: A;(B) =1 — L,
Ezt konnyen belathatjuk az A matrixra felirt sajatérték egyenletbdl.
AVi = )\iVi
7 7
—%Avi = —%)\Z’VZ‘

7 7
V; — %Avl = V; — g)\lvz

(I — 7A> V; = <1 — 7)\,) V;
9c 9c

—_———
B

Vizsgaljuk meg, hogy az A sajatértékeire felirt feltétel mit ad B sajatértékeire.
O<\i<e

7 7 7
P VA
S99 T 9"

7
—1<—X—-1<0
9¢
v
9c

7

0<1-— <l = ‘1—)\i<1
9c

Ezzel tehat belattuk, hogy p(B) < 1 teljesiil, azaz a Richardson-iteraci6 barmely kezd&vek-
torra konvergens lesz!
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58.

Be kell bizonyitanununk, hogy konvergens lesz a Richardson-iteracié. Ezt kétféle modszerrel
is belathatjuk.

1. médszer:

Hivatkozunk a Richardson-iteracié tanult konvergencia tételére, mely szerint szimmetrikus és

pozitiv definit A métrixra p € (O, %A)) paraméter esetén az
X1 =T —p-A)-xk+p-b

iteracié barmely kezd&vektorra konvergens.
Felhasznélva, hogy 0 < p(A) < ¢, fel tudjuk irni a kovetkezs egyenlStlenséget.

0<p(A)<c
c _p(A)
0<2< 5
l<1<2<72 = —ie 072
5¢c ¢ ¢ p(A) P= 5 "p(A)

Mivel teljesiil, hogy p = é € (0, ﬁ), ezért a Richardson-iterécié konvergens lesz V xo-ral

2. médszer:
A sziikséges és elégséges feltételt is hasznalhatjuk, azaz vizsgélhatjuk konkrétan az dtmenet-
matrix spektralsugarat, p(B) < 1 teljesiilését.

Ax=Db <« 0:—1A~x+lb & x = I—lA -x—i—lb
3c 3c 3c 3c

Irjuk fel a fixpontegyenletbsl a Richardson-iteraciot!

1 1
Xip1 = (I—E)CA>~xk+56b

Latjuk, hogy az atmenetmétrix B = ( — éA)
Irjuk fel a kapcsolatot A és B sajatértékei kozott! Sejtés: \;(B) = 1 — %)\i.
Ezt konnyen beldthatjuk az A matrixra felirt sajatérték egyenletbdl.

Av, = \v;
—%Avi = —%)\ivi
\ %AV,- = Vv;— %/\m
<I — 510A> v, = <1 — 510)\z> Vi
T

Vizsgaljuk meg, hogy az A sajatértékeire felirt feltétel mit ad B sajatértékeire.

O<\<e
1 1 1
—N<—-c=-<1
O<ghi<pz ¢T3~
1
—1<=X-1<0
5c

! <1
5c

1
0<1-— <l = ‘1—)\1'
ac

Ezzel tehat belattuk, hogy p(B) < 1 teljesiil, azaz a Richardson-iteraci6 barmely kezd&vek-
torra konvergens lesz!
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59.

60.

Hivatkozunk a Richardson-iteracié tanult konvergencia tételére. Legyenek
O<m=M< <...<\,=M
az A matrix sajatértékei. A tétel szerint szimmetrikus és pozitiv definit A matrixra az
Xkt1 =TI —p-A)-xx+p-b

iteraci6é pontosan a p € (0, %) paraméterek esetén konvergens barmely kezd&vektorra.
A modszer optimalis paramétere, melyre a leggyorsabb a konvergencia pops = %Im
Latjuk, hogy a feladat megoldasahoz az A matrix sajatértékeit ismerniink kell.

Irjuk fel az A karakterisztikus polinomjat!

4- A 1
det(A — \I) = 14—

Innen a sajatértékek:
A =4, )\2:4—\/5, )\3:4+\/§.

A tételben szerepld jel6léseket hasznalva

m=4—+v2, M=4++2.

2
44++/2

Tehat az iteracio a p € (0; ) paraméterek esetén konvergens barmely kezdgvektorra és

M — 24/2 2
Popt = m = \[ :£ ~ 0,3536
M+m 8 4

az optimalis paraméter.
Hivatkozunk a Richardson-iteracié tanult konvergencia tételére. Legyenek
O<m=M<X<...<\y=M
az A matrix sajatértékei. A tétel szerint szimmetrikus és pozitiv definit A matrixra az
xkt1 =T —p-A)-xk+p-b

iteracié pontosan a p € (0, %) paraméterek esetén konvergens barmely kezdGvektorra.
P NPT P . M—

A modszer optimalis paramétere, melyre a leggyorsabb a konvergencia poyr = 377

Latjuk, hogy a feladat megoldasahoz az A matrix sajatértékeit ismerniink kell.

Irjuk fel az A karakterisztikus polinomjat!

2 1]

-1 2—=X|
= 2= -1)=2-2-1D2-2+1)=1-XN)B-XN)=0

det(A — \I) = '

Innen a sajatértékek a tételben szerepld jeloléseket hasznalva
)\1:1:771, )\2:3:M.
Tehat az iteracio a p € (0; %) paraméterek esetén konvergens barmely kezdGvektorra és

M—m_2 1

Port = 3r o T4 2

az optimalis paraméter.
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2.2.6. ILU-algoritmus
61. Irjuk fel el6szor az ILU-algoritmus konstrukciojat.
Ax=b & (P-Qx=b & Px=Qx+b & x=P!'Qx+P'b

A fixpontegyenletbdl az iteracié alakja

-1 -1
Xk4+1 = PQ xxk+P 'b.
—— SN——
atmenetmatrix ¢

A feladat megoldasahoz elGszor ki kell szamolnunk az dtmenetmaétrixot.

B = P !1Q=
2 0 o] [o i}
| —12 -8 -2 00 0
r1 1 1 1 1
2?0 0 3 3 Ogg
1
RS 00 0 o 4+ 1

Mint lathato, a matrixban kis elemek talédlhatok, ezért a konvergencia vizsgalatdhoz alkal-
mazhatd az elégséges feltétel.

2
[Blloo =3 <1

A kapott eredmény egynél kisebb, tehat teljesiil a konvergencia barmely kezd&értékre. Az
elsd 2 1épés kiszamolésahoz, alkalmas xqo-t kell valasztanunk. Mivel barmilyen xg jo, ezért a

legegyszertibb az x¢ = [0 0 O]T = 0 vektort valasztani. Végezziik el az iteracio els6 két
lépését!
1. l1épés:
x1 = P'Q-x+P 'b=B-0+c=c=
1 1
5 0 0 1 5
= |-1 L oflol=]-1
1

1 -1 -1]]o 1

2. lépés

xo = P1Q-x3+P 'b=B x; f+c=

0 L 1 1 1 kil
? ? 2 2 1%

7

0 5 5 1 1 §

Szamoljuk a lépésszamot a 10~3 pontossag eléréséhez.
(¢ = % megegyezik a B matrix ||.||oc norméjaval.)

k
i = x"floo = T IIx1 = Xo[lo < 1077
—q
2)k 3 0
(3)2 . -1 _ 0 S 10—3
1-3 1 0

o0
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2\" 1 /2\* .
(5) ';,—(3) gos
a0 < (3)
3-10° < <2)
3 3
lg(3-10°) < k-lg 3
Ig (3103
La)z19775 < k
lg (3)

Mint lathato k > 20 iteracios lépés elvégzése utan elérjiik a 10™3 pontossagot.

62. A feladat megoldasahoz elGszor ki kell szdmolnunk az Atmenetmaétrixot.

B = P Q=
'8 8 811 [0 0 0
— lo 6 6 300|=
2 5 10 00 0
r 1 1 1
NN
B P B i P
[ S 00 0 -3 00

Mivel a méatrixban kis elemek vannak, ezért a konvergencia vizsgalatahoz alkalmazhat6 az
elégséges feltétel.

4
[Bllo = 5 <1

A kapott eredmény egynél kisebb, tehat teljesiil a konvergencia. Ahhoz, hogy kiszamoljuk az
els§ 2 lépést, alkalmas xg-t kell valasztanunk. Mivel barmilyen xg jo, ezért a legegyszertibb

az Xg = [0 0 O]T = 0 vektort venni. Az iteraci6 alakja
Xk+1 = P_lQ - Xk —I—P_lb =B -xx+c.

Ezt felhasznalva, el tudjuk végezni az iteracid els6 két 1épését.

1. lépés:
x1 = P!1Q - xg+P ' b=B-0+c=c=
1 1 1
1 1 0 4 1
I I o N e B
G G R O I IS 3
20 10 5 5
2. lépés
x2 = P!'Q-x+P 1. b=B.-x1+c=
1 1 1 1
R N : ]
RS NI R
10 -5 5 20

Utolso feladatunk, hogy kiszamoljuk a lépésszamot a 102 pontossag eléréséhez.
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(¢ = % megegyezik a B matrix ||.||oo normajaval.)
* . q -3
e =% oo = 77 lIx1 = X0flc <10
(4 ? 0
5 5 % 0 < 107
5 -5 0 -
ko1 k
é A é § < 1073
5 i 5 2
k
5 5
20108 < [ =2
o < (3)

5 5
le(2-103) < k- lg| =

lg (5 - 10°)
lg (3)

Amint az lathato k > 36 iteracios 1épés elvégzése utan elérjiik a 10~3 pontossagot.

~ 35,06 < k

63. A feladat megoldasahoz el6szor ki kell szamolnunk az dtmenetmaétrixot.

B = P!Q=
3 5 017 [0 0 0
= 10 6 0 2 0 2| =
5 5 8 000
'%—1%0 000 —%0-%
5 1
=21 @ 3 000 3 0 36

A métrixban kis elemek taladlhatok, ezért a konvergencia vizsgalatahoz érdemes az elégséges
feltétel alkalmazasaval probalkozni.

37

IBllp = 36 > 1 = Nem alkalmas!
10

IBlloo = ke 1 = Nem alkalmas!
v 1138

IBllr = T 0,9371 < 1

Az ||.|l1 és ||.|loo is nagyobb egynél, de a ||.||r egynél kisebb, tehat teljesiil a konvergencia.
Ahhoz, hogy kiszamoljuk az els§ 2 1épést, alkalmas xo-t kell valasztanunk. Mivel barmilyen
Xg jO, ezért a legegyszertibb az xg = [0 0 O]T = 0 vektort venni. Az iterdci6 alakja

x1 =P7'Q -xx + P 'b=B-xy +c.

Ezt felhasznalva, el tudjuk végezni az iteracid els6 két 1épését.

1. lépés:
x1 = P1Q-x+P 1 b=B.-0+c=c=
1 5 1
R B i
5 51 9 _ i
24 72 8 36
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2. lépés
xg = P1Q-x3+P 1. b=B-x;+c=
5 g _5 1 1 T
I B A A
AP B B 7 _®
36 36 6 36 432

Utolso feladatunk, hogy kiszamoljuk a lépésszamot a 102 pontossag eléréséhez.
(¢ = 0,9371 megegyezik a B matrix ||.|r normajaval, és mivel a ||.|r illeszkedik a ||.|2
normaéra, ezért hasznalhatjuk a vektoroknal a 2-es normat.)

[xKk = x|z = 1_qul—Xolb < 1072
(\/1138)k § 0
36 9
_vim ||| P O =10
36 —35 0 9
0, 3525
0,9371)F . = =(0,9371)"-5,6 < 1072
(0,9371) 0, 0629 (0,9371)-5,6 <
5,610 < (1,0672)
lg (5,6-10%) < k-lg(1,0672)
Ig (5,6 - 10?)
=" 1 x~97,3 < k
Ig (1,0672) =

Mint lathaté k > 98 iteracios lépés elvégzése utan elérjitk a 1072 pontossagot.

Els6 lépésként azt kell megvizsgalnunk, hogy V x € R3-bél inditva az iteraciot, konvergens
lesz-e. Ehhez ki kell szdmolnunk az atmenetmaétrixot.

B = P!Q=

5 4 51" [0 0 0

= |46 4| oo o0f=
0 5 4 100
ro1 9 1 1
i 5% 1 0 -1 00

= |-z 2 0f- 0 000
5 20 1 1
|y -5 1 100 100

Mivel a méatrixban kis elemek vannak, ezért a konvergencia vizsgalatdhoz alkalmazhat6 az
elégséges feltétel.

1
[Blloo =5 <1

A kapott eredmény egynél kisebb, tehat teljesiil a konvergencia. Ahhoz, hogy kiszamoljuk az
els§ 2 lépést, alkalmas xg-t kell valasztanunk. Mivel barmilyen xqg jo, ezért a legegyszeriibb

az Xg = [O 0 O]T = 0 vektort venni. Az iterdci6 alakja
Xk+1 = P_lQ - Xk —I—P_lb =B -xx+c.

Ezt felhasznalva, el tudjuk végezni az iteracio els6 két 1épését.

1. lépés:
x1 = P!'Q-xg+P!t-b= B0+::
1l 9 _1 0
-
a £7 %f% 1 4
14 5 4
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65.

2. lépés:
x2 = P'Q-x3+P ' b=B-x14+c=
1 3
-1 00 -1 -1 -3
= 00O0|-| O|]+] O|=1] 0
1 3
100 1 1 3

Utolso feladatunk, hogy kiszamoljuk a lépésszamot a 102 pontossag eléréséhez. (q = % meg-

egyezik a B matrix |.||o normajaval.)

k
i = x"floo = T Ix1 = Xofloo < 1077
—q
2. — |0 < 107°
1=3 1 0

Y
N | —
~_
B
Pl =
Il
Y
N | —
~_
>
[\
\
—
3
w

2.10° < (2)F
lg(2-10°) < k-lg(2)
leo 97 < k
lg (2) T

Amint az lathato k > 11 iteracios lépés elvégzése utan elérjitk a 10~3 pontossagot!

Els6 lépésként azt kell megvizsgalnunk, hogy V x € R3-bél inditva az iteraciot, konvergens
lesz-e. Ehhez ki kell szdmolnunk az 4&tmenetmaétrixot.

-1 1 2
_pln_ |2 0 JO0 2y |5 0[]0 2] _ |0 %
B_PQ_[02 1 0] |0 3][1 0] |3 O

Mivel a métrixban kis elemek vannak, ezért a konvergencia vizsgalatdhoz alkalmazhato az

elégséges feltétel.

1
IBlloc = 5 < 1

A kapott eredmény egynél kisebb, tehat teljesiil a konvergencia. Ahhoz, hogy kiszamoljuk az

els 2 lépést, alkalmas xg-t kell valasztanunk. Mivel barmilyen xqg jo, ezért a legegyszeriibb
az Xg = [O O]T = 0 vektort venni. Az iteraci6 alakja
X+l = P!Q xx+P 'b=B-xx+c.

Ezt felhasznalva, el tudjuk végezni az iteracio els6 két 1épését.

1. lépés:

x1 = P'Q-x+P ' -b=B-0+c=c=
1
_ 15 U et
0 3] [2 1

x2 = P'Q-x1+P '-b=B-x;+c=

N NIREN
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Végiil ki kell szamolnunk a lépésszamot a 10~ pontossag eléréséhez. (g = % megegyezik a B

méatrix ||.||co normajaval.)

q _
Xk = X [loo = ——|Ix1 — Xofloc < 107*
1—g¢q

NHE ISR

1-3
k k
(03 = e
2) 17 \2
2.10" < (2)F
lg(2-10Y) < k-lg(2)
lg (2-10%
8 )m14,29 < k
Ig (2)

Amint az lathato k > 15 iteracios 1épés elvégzése utan elérjiik a 10™4 pontossagot!



3. fejezet

Nemlinearis egyenletek megoldasa

3.1.

Feladatok

3.1.1. Polinomok gyokeinek becslése

Adjunk also és felsé becslést a P(x) = 32* — 23 — 522 4 42 — 6 polinom gydkeinek abszolut
értékeére!

Adjunk alsé és fels6 becslést a P(x) = —°+223 42248 polinom gydkeinek abszolut értékére!

Adjunk also és felss becslést a P(x) = 42* — 32% — 622 + x — 1 polinom gydkeinek abszolut
értékére!

Adjunk also és felss becslést a P(z) = 2® — 622 — 22 + 4 polinom gydkeinek abszolit értékére!

3.1.2. Intervallumfelezés modszere

5.

Hatarozzuk meg az 22 — 2 = 0 egyenlet [1;2] -beli megoldaséat intervallumfelezéssel, % -es

pontossaggal!

Hatarozzuk meg az 22 — 3 = 0 egyenlet [—2; —1] -beli megoldasat intervallumfelezéssel, % -es
pontossaggal!

Hatarozzuk meg az o3 — 3z + 1 = 0 egyenlet [0; 1] -beli megoldasat intervallumfelezéssel, 1—10

-es pontossaggal! Hany lépés sziikséges az ﬁ -es pontossighoz?

Hatérozzuk meg az 23 — x — 2 = 0 egyenlet kozelité megoldaséat intervallumfelezéssel, % -es

pontossaggal! Keressiink j6 indulé intervallumot!

Kozelitsiik a v/4-et! Szamoljuk ki % -es pontossaggal!

3.1.3. Fixpont iteraci6

10.

Az 23 — 52 + 2 = 0 egyenlet [0;1] -beli megoldasara az

x%—i—Z
5

Tpy1 =

iteraciot hasznaljuk. Bizonyitsuk a modszer konvergenciajat és irjuk fel a hibabecslését!



76

3. Nemlinedris egyenletek megolddsa

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Az 23 — 42 — 2 = 0 egyenlet megoldéasara az

xz -2
Lh+1 = 1

iteraciot hasznaljuk. Bizonyitsuk a modszer konvergenciajat és irjuk fel a hibabecslését.
Adjunk meg egy - lehetSleg minél tagabb - intervallumot, melyen konvergal a sorozat!
Mennyi a konvergenciarendje?

Az 23 — 32 + 1 = 0 egyenlet megoldéasara az

x2+1
3

Le41 =

iteraciot hasznaljuk. Bizonyitsuk a moédszer konvergenciajat valamely intervallumon és irjuk
fel a hibabecslését!
Mutassuk meg, hogy a p(x) = 5 + % fiiggvény kontrakci6 az [1 ;2] intervallumon.
Igazoljuk, hogy az
Tk 1

Th41 = o + —
+ 3 Tk

sorozat y/3 -hez konvergdl minden xg € [1;2] kezdértékre! Adjunk az iteraciora hibabecslést!

Az 22 — 2\/x — 2 = 0 egyenlet pozitiv megoldasara a kovetkezd iterdciot hasznaljuk

Th+1 =2 var+ 1.

Mely intervallumon konvergél és mennyi a konvergenciarendje?

Az \/r —x +1 =0 egyenlet [1;4]-beli megoldasara az

Ik+1 = v Tk + 1
iteraciot hasznaljuk. Bizonyitsuk a modszer konvergenciajat és irjuk fel a hibabecslését.

Adjunk meg az x = v/z + 1 egyenlet [0; 3]-beli megoldasahoz konvergalé sorozatot.
Bizonyitsuk a konvergenciat! Mennyi a konvergenciarendje?

Adjunk meg az = (z — 1)® egyenlet megoldasiahoz konvergalé sorozatot.
Mely intervallumbél vegyiik a kezd&értékeket?

Az 22 — x — 2 = 0 egyenlet megoldasara vizsgaljuk az

Y2+ 2
29, — 1

Tpy1 =1+ oo Ykr1 =
k

iteraciokat. Melyik sorozat konvergens? Milyen kezdGérték esetén?
Bizonyitsuk a konvergenciat!

Az 2% — 2 — 1 = 0 egyenlet megoldéasara az [1;2] intervallumon vizsgiljuk az

2y,?€’+1

3
x =xp — 1, =
k+1 k Yk+1 3%% 1

iteraciokat. Melyik sorozat konvergens? Bizonyitsuk a konvergenciét!
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20. Adjunk a 3z = sin(z) + 1 egyenlet megoldasara egy konvergens sorozatot!
Bizonyitsuk a sorozat konvergencidjat és annak rendjét! Mely intervallumbol inditva kon-
vergal?

21. Igazoljuk, hogy az
xi + 34

Tyl = Tk * —5——
k+1 k 31_% T A
iteracio (A > 0,20 > 0,23 > A) esetén konvergél! Mi a hatarértéke? Adjuk meg a hibabecs-

1ését és bizonyitsuk a konvergenciarendjét!

3.1.4. Newton-modszer

22. Az f(z) = €2* + 4 fiiggvény gyokének kozelitésére irjuk fel a Newton-modszert!
Igazoljuk a médszer mésodrendii konvergenciajat a gyok valamely kérnyezetében!

23. Az f(x) = cos(z) — 4z + 2 fiiggvény gyokének kozelitésére irjuk fel a Newton-modszert!
Igazoljuk a mddszer mésodrendd konvergencidjat a gyok valamely kérnyezetében!

24. Az f(x) =sin(z) — 2x + 1 = 0 egyenlet megoldasara irjuk fel a Newton-modszert!
Milyen intervallumbél inditva konvergal az iteraci6? Mennyi a konvergenciarendje?

25. Az f(x) =e® — %ZL‘ — 2 = 0 egyenlet megoldasara irjuk fel a Newton-modszert!
Milyen intervallumbél inditva konvergal az iteraci6? Mennyi a konvergenciarendje?

26. Irjuk fel a Newton-moédszert az f(z) = %wQ — 2 — 1 = 0 megoldasaral

Milyen kezdéértékekre konvergal? Bizonyitsuk a konvergenciat!

27. Az f(z) = 22—2/2—2 = 0 egyenlet pozitiv gyokének kozelitésére irjuk fel a Newton-modszert
és bizonyitsuk a konvergenciajat! Mely intervallumon konvergal?

28. Irjuk fel a Newton-modszert az f(z) = — 11z = 0 egyenlet megoldasaral
Milyen intervallumbél inditva konvergal a kapott iteraci6? Mit mondhatunk a konvergencia-
rendjérél?

3.2. Megoldasok

3.2.1. Polinomok gyokeinek becslése

1. A P(z) =apz" + ...+ a1z + ap alaka valos egyiitthatos polinom gyokeinek abszolutértékére
(ha a, # 0 és ag # 0) a kovetkezs also- és felsé becslés adhato.

1 :ré|xk|SR:1+max{’an71|’m"a0|}
| mallanloJa]) jan|

aol

Alkalmazzuk a P(z) = 32* — 23 — 522 4 42 — 6 polinom egyiitthatéira.

max {| — 1|, | = 5|, 4, | — 6|} 6
=14+-=3
3 372
B 1 1 6
- max{3,|—1|,|—5],4} 5
L tre M

R=1+

Tehat a polinom xj, gyokére 1% < |xg] < 3.



78 3. Nemlinedris egyenletek megolddsa

2. A P(x) = —2°+ 223 + 2% + 8 polinom egyiitthatéibol

2,1
R:1+mmda,,as}:1+§:&
=1 1
_ 1 1 8 4
7’—1+max{|—81|7271} _1+%—10—5.

Tehat a polinom zy, gydkére 2 < |zy| < 9.

3. A P(z) =4a* —32% — 622 + v — 1 polinom egyiitthat6ibol

-3, —6|,1 6
R:1+ma’x{| |7‘ |7 }:1+7:275

4 4

1 1 1

r = = = —,

{47‘_3|7|_6|71} Q
1 + max |_1 1 + 1 7
Tehat a polinom xj gyokére % < x| < 2,5.
4. A P(z) = 2% — 622 — 22 + 4 polinom egyiitthatéibol

—6],|—2|,4 6
1 1

_ 1 1 4
r—1+mwufm4n—1+g—5‘

Tehat a polinom xj, gyokére % <|xg| < 7.

3.2.2. Intervallumfelezés modszere

5.  Legyen [zo;y0] = [1;2] a kiindulasi intervallum. Mivel
2 -2=1-2=-1<0
yo—2=4-2=2>0,
ezért a Bolzano tétel miatt tartalmazza a gyokot.

1. 1épés: A felezGpont

142
oty _ 1+ :§:1,5'
2 2 2
Mivel (1,5)2—2 = 2,25—2 > 0, ezért az [z1; y1] intervallumot valasszuk tigy, hogy tartalmazza
a gyokot, azaz x1 = 1, y1 = 1,5 legyen.
2. lépés: A felezdpont
T1+Yyr 14+1,5 . 2,9
2 2 2

=1,25.

Mivel (1,25)? — 2 = 1,5625 — 2 < 0, ezért az [z9;ys] intervallumra z = 1,25, yo = 1,5, igy
tartalmazza a gyokot.
3. 1épés: A felezGpont
wotys  1,2541,5 2,75
2 2 2

=1,375.

Mivel (1,375)% — 2 = 1,890625 — 2 < 0, ezért x3 = 1,375, y3 = 1,5 és az [x3;y3] intervallum
tartalmazza a gyokot.

Az utolso intervallum hossza 0, 125. Ennek a felez6pontja 1, 4375 mar %—es pontossagu kozelitése
a gyoknek.
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6.  Legyen [x0;y0] = [ —2; —1] a kiindulasi intervallum. Mivel
22 -3=4-3=1>0
Yo —3=1-3=-2<0,
ezért a Bolzano tétel miatt tartalmazza a gyokot.
1. lépés: A felezSpont

rotyo _ (<24 (1) _ -3
2 2 2

Mivel (—1,5)2 —3 = 2,25 — 3 < 0, ezért az [x1;y1] intervallumot valasszuk tgy, hogy tartal-
mazza a gyokot, azaz r1 = —2, y; = —1,5 legyen.

2. 1épés: A felez6pont
r1+y (=2)+(-1,75)  -3,5

2 2 2

—1,75.

Mivel (—1,75)% — 2 = 3,0625 — 3 > 0, ezért az [x9;yo] intervallum olyan legyen, hogy tartal-
mazza a gyokot, azaz xo = —1,75, yo = —1,5 legyen.

3. 1épés: A felezGpont

vty (FL7)+(215) =325 ) eon
2 2 2

Mivel (1,625)? — 3 = 2,640625 — 3 < 0, ezért x3 = —1,75, y3 = —1,625 és az [z3;y3]
intervallum tartalmazza a gyokot.

Az utols6 intervallum hossza 0,125. Ennek a felez6pontja —1,6875 maéar %—es pontossagu
kozelitése a gyoknek.

7. Legyen [zo;y0] = [0;1] a kiindulasi intervallum. Mivel
2y —3z9+1=1>0
vo—3yo+1=1-3+1=-1<0,
ezért a Bolzano tétel miatt tartalmazza a gyokot.

1. lépés: A felez6pont

zo4+y2 0+1
= =0,5.
2 2 ’
Mivel (0,5)% —3-0,54+ 1= —0,3750 < 0, ezért az [x1;y1] intervallumot vélasszuk tgy, hogy
tartalmazza a gyokot, azaz x1 = 0, y; = 0,5 legyen.
2. lépés: A felezdpont
1+ _ 0+ O, 9
2 2
Mivel (0,25)% —3-0,25 4+ 1 = 0.265625 > 0, ezért az [r2;ys] intervallum olyan legyen, hogy
tartalmazza a gyokot, azaz xo = 0,25, yo = 0, 5.

=0, 25.

3. 1épés: A felezGpont

0,254 0,5
m;y?: : ; = 0,375.

Mivel (0,375)% —3-0,375+ 1 = —0,072265625 < 0, ezért x3 = 0,25, y3 = 0,375 és az [r3; y3]
intervallum tartalmazza a gyokot.

Az utolso intervallum hossza 0, 125. Ennek a felez6pontja 0, 3125 mar %—es pontossagu kozelitése
a gyoknek.
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8. Keressiink kiindulasi intervallumot, ahol a végpontokban a polinom értéke kiilonbo6zé elGjeld.
Az [z9; yo] = [1;2] jo valasztas, mivel
Ty —20-2=1-1-2=-2<0
Wy —2=8-2-2=4>0,
ezért a Bolzano tétel miatt tartalmazza a gyokot.
1. 1épés: A felez6pont
T9 + Y2 142
= =1,5.
2 2
Mivel (1,5)3 — 1,5 —2 = —0,125 < 0, ezért az [z1;y1] intervallumot vélasszuk tgy, hogy
tartalmazza a gyokot, azaz x1 = 1,5, y1 = 2 legyen.
2. lépés: A felezépont
i+ 1,5+2
= =1,75.
2 2
Mivel (0,75)% — 0,75 — 2 = 1,609375 > 0, ezért az [xo;ys] intervallum olyan legyen, hogy
tartalmazza a gyokot, azaz xo = 1,5, yo = 1,75.
3. 1épés: A felez6pont
1 1
To + Y2 _ , D+ 1,75 1,625,
2 2
Mivel (1,625)% — 1,625 — 2 = 0,666015625 > 0, ezért 23 = 1,5, y3 = 1,625 és az [z3;y3]
intervallum tartalmazza a gyokot.
Az utolso intervallum hossza 0, 125. Ennek a felez6pontja 1, 5625 mar %—es pontossagu kozelitése
a gyoknek.
9. A V4 kozelitéséhez keressiink egy egyenletet, melynek gyoke és egy kiindulasi intervallumot.

Az 23 — 4 = 0 alkalmas egyenlet, a kiindulasi intervallumunk legyen [x¢; o] = [1;2].
Ez j6 valasztas, mivel

1P-4=1-4=-3<0

2 - 4=8-4=4>0,
ezért a Bolzano tétel miatt tartalmazza a gyokot.

1. 1épés: A felezGpont
T2+Y2 142 .
22
Mivel (1,5)3—4 = —0,625 < 0, ezért az [z1; y1] intervallumot valasszuk tigy, hogy tartalmazza
a gyokot, azaz x1 = 1,5, y; = 2 legyen.

1,5.

2. 1épés: A felezGpont
r1+ U 1,542
= =1,75.
2 2 ’
Mivel (0,75)3 —4 = 1,359375 > 0, ezért az [x2; 2] intervallum legyen olyan, hogy tartalmazza

a gyokot, azaz o9 = 1,5, yo = 1, 75.

3. 1épés: A felezépont

1 1
56‘2‘2|‘y2 _ a5—; 775 :1,625

Mivel (1,625)% — 4 = 0.291015625 > 0, ezért x3 = 1,5, y3 = 1,625 és az [x3;ys] intervallum
tartalmazza a gyokot.

Az utolso intervallum hossza 0, 125. Ennek a felez6pontja 1, 5625 mar %—es pontossagu kozelitése
a gyoknek.
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3.2.3. Fixpont iteracié

10.

11.

Az iteracios sorozatot ugy kaptuk, hogy az egyenletet atrendeztiik a vele ekvivalens alakra,

3
2
m:x; s 22-b5r+2=0

majd felirtuk a fixponttétel kozelité sorozatat. A feladat megoldasira a fixponttételt alka-
Imazzuk.

a) Vizsgaljuk meg, hogy a ¢(z) = % fiiggvény a [0;1] intervallumot [0;1]-be képezi-
e. Mivel ¢ szigortan monoton névé fiiggvény (konnyen bizonyithaté elemi modon vagy a
derivalt segitségével), ezért

¢ (0:1) = [p(0): o] = 31 3] c i1l

b) Igazolnunk kell még, hogy ¢ kontrakcio a [0; 1] intervallumon. A Lagrange-féle kozépérték-
tételt felhasznalva
e

5 S

3
(&)l =4 £€01]
miatt ¢ kontrakcio [0; 1]-en.
c) A fixponttétel mindkeét feltétele teljesiil, igy a tétel allitasai alkalmazhatok a feladatra. A
hibabecslés xp € [0;1] esetén

‘l’k _$*| < 076k ’ |$0 - ZL‘*| < 076k

Az iteréacids sorozatot tgy kaptuk, hogy az egyenletet atrendeztiik a vele ekvivalens alakra,
3 —2
4

majd felirtuk a fixponttétel kozelité sorozatat. A feladat megoldésara a fixponttételt alkal-
mazzuk.

xr = & P —4r-2=0

a) Keressiink egy intervallumot, mely tartalmazza a gyokot. A [—1; 0] intervallum j6 valasztés,
mert

(-1)>—4-(-1)—2=-14+4-2=1>0
0®—4.0-2=-2<0,
igy a Bolzano tétel miatt tartalmazza a gyokot.
A p(x) = x?’; 2 fiiggvény a [—1;0] intervallumot a [—1;0]-ba képezi, ugyanis ¢ szigortian
monoton nové fliggvény (konnyen bizonyithato elemi modon vagy a derivalt segitségével) és

6 (-10) = [p(-1)s ¢ = -3 -3 < [0}

b) Igazolnunk kell még, hogy ¢ kontrakcio a [—1 ;0] intervallumon. A Lagrange-féle kozépérték-
tételt felhasznalva
_3.g

3
' (€)] TS 79 fel-1:0

miatt ¢ kontrakci6 [—1;0]-n.

c) A fixponttétel mindkeét feltétele teljestil, igy a tétel allitasai alkalmazhatok a feladatra. A
hibabecslés xo € [—1;0] esetén

|z, — 2| < 0,757 - |zg — 2*| < 0,755
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12.

13.

Az iteracids sorozatot tigy kaptuk, hogy az egyenletet atrendeztiik a vele ekvivalens alakra,

3+ 1

3 s 22-32+1=0

xr =

majd felirtuk a fixponttétel kozelité sorozatat. A feladat megoldaséara a fixponttételt alka-
Imazzuk.

a) Keressiink egy intervallumot, mely tartalmazza a gyokot. A [0; 1] intervallum jo valasztas,
mert
02 =3-0+1=1>0
P-3-1+41=-1<0,
igy a Bolzano tétel miatt tartalmazza a gyokot.
3
A p(z) = &4 fiiggvény a [0;1] intervallumot [0;1]-be képezi? Mivel ¢ szigortian monoton
nove fiiggvény (konnyen bizonyithato elemi modon vagy a derivalt segitségével), ezért
1 2

6(10:1) = [p(0)s o] = [ 3] < 01

b) Igazolnunk kell még, hogy ¢ kontrakcio a [0; 1] intervallumon. A Lagrange-féle kozépérték-
tételt felhasznalva

P =€¢<1=¢q ¢£€0;1]

bizonyithatd, ami nem elegendd a kontrakcié bizonyitdsahoz. Ahhoz, hogy kontrakcié legyen
az intervallumot csokkenteniink kell. Legyen [0; 0, 9] az 0j intervallum, ekkor

(€ =€ <0,81=¢q, £€0;0,9].

Tehat ¢ kontrakcio [0; 0, 9]-en.

c) Vizsgaljuk az 1j intervallumra is a beleképezést.

mmm%—wmw@mp[}mw%}ﬂmaw

A [0; 0,9] intervallummal a fixponttétel mindkét feltétele teljesiil, igy a tétel allitasai alka-
lmazhatok a feladatra.

d) A hibabecslés a fixponttételbsl xp € [0; 0, 9] esetén

|z, — | < 0,817 - |zo — z*| < 0,81F.

A feladat megoldaséara a fixponttételt alkalmazzuk.
_z

a) Vizsgaljuk meg, hogy a o(z) = § + % fiiggvény a [1;2] intervallumot [1; 2]-be képezi-e. A

1 1

/ _ - -

[1;4/3)-n negativ, a (v/3;2]-n pozitiv, igy p-nek v/3-ban lokalis minimuma van.
A o fiiggvény [1;/3)-n monoton fogyd, a (v/3;2]-n monoton nova,
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14.

2 1 7

2:7 _ = —

©(2) st =@

V3 o1 2.3
3)=Y2 4 — 2 V2 1155
0(V/3) R 2 ,155,

ezért

(112 = [e(V) ()] = 1,155 | < 112,

b) Igazolnunk kell még, hogy ¢ kontrakcio a [1; 2] intervallumon. A Lagrange-féle kozépérték-
tételt felhasznélva

1 1
()] = \—2

37 ¢ <gq, &€[1;2]

ahol

2 1 2
- ")) = 2o b2
o = max ¢ ()} ¢ 2)]} =max {3, 15 1 =3 <
Tehat ¢ kontrakcio [1;2]-en.

c) A fixponttétel mindkét feltétele teljesiil, igy a tétel allitasai alkalmazhatok a feladatra.
A feladatban szereplS x4 = % + ﬁ sorozat konvergal a ¢ [1;2]-beli fixpontjahoz, igy az
x*-gal jelolt fixpont kielégiti az z = 5 + % egyenletet.

1
:czg—i—; & 3P=2"+3 & xQ:% = w—\/g

d) A hibabecslés xg € [1;2] esetén

2\" 2\ "
|z — x| < (3) xg — x| < <3> .

Az iteréacids sorozatot tgy kaptuk, hogy az egyenletet atrendeztiik a vele ekvivalens alakra,

r=V2\/Vi+1l & 22-2/2-2=0
majd felirtuk a fixponttétel kozelité sorozatat. A feladat megoldésara a fixponttételt alkal-
mazzuk.
a) Legyen f(z) = 22 — 2y/x — 2, keressiink egy intervallumot, mely tartalmazza a gyokot.
Az [1; 4] intervallum jo valasztas, mert
f)=1>-2vV1-2=-3<0
f4)=4%>—-2V4-2=10>0,

fgy a Bolzano tétel miatt tartalmazza a gyokot. Vizsgaljuk meg, hogy a ¢(z) = v/2v/vx + 1
fiiggvény az [1; 4] intervallumot [1;4]-be képezi-e. Mivel

2 1
o(z) = ii > 0,
4 \Jz+x

ezért o szigoriian monoton nov§ fliggvény

¢ ([1:4]) = [p(1); p(4)] = [2; V6] C [1;4].
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b) Igazolnunk kell még, hogy ¢ kontrakeio az [1; 4] intervallumon. A Lagrange-féle kozépérték-
tételt felhasznalva

P [ R T
"2 =Y s = = 7 =4, ;
4 e+ < 4 2 4
miatt ¢ kontrakcio [1;4]-en.
c) A fixponttétel mindkét feltétele teljestil, igy a tétel allitasai alkalmazhatok a feladatra.
A hibabecslés xo € [1;4] esetén
k
* 1 *
o=l < () oo =o'l <
A sorozat konvergenciarendje 1, mivel a Lagrange-féle kozépértéktétel miatt 3 & € [xg; x*]
vagy [z*; x| intervallumban, hogy
|21 — 27| = [0 (k) — @ (@) = 1" (&)] - |k — 27
Ezt felhasznalva
. ’:L‘k,‘—f—l - CL'*| . / . /
1 —r= =1 =1 )| =
R Jm (&) = lim [o(a7)]
2 1
= lim £ =c#0.
k—oo 4 T + e
15. Agz iteraci6s sorozatot tgy kaptuk, hogy az egyenletet atrendeztiik a vele ekvivalens alakra,

r=yr+1 & r—z+1=0

majd felirtuk a fixponttétel kozelité sorozatat. A feladat megoldasara a fixponttételt alka-
Imazzuk.

a) Vizsgaljuk meg, hogy a ¢(x) = \/x + 1 fiiggvény az [1; 4] intervallumot [1;4]-be képezi-e.

Mivel ¢ szigorian monoton noévé fiiggvény (kénnyen bizonyithato elemi modon vagy a derivalt
segitségével), ezért

¢ ([1;4]) = [p(1); ©(4)] = [2;3] C [1;4].

b) Igazolnunk kell még, hogy ¢ kontrakcio az [1; 4] intervallumon. A Lagrange-féle kozépérték-
tételt felhasznalva

‘ ~

o' ()] = <

5 =g, cei4

=
N | —

miatt ¢ kontrakcio [1;4]-en.

c) A fixponttétel mindkét feltétele teljesiil, igy a tétel allitasai alkalmazhatok a feladatra.
A hibabecslés xo € [1;4] esetén

qo () oo 3
|z — 2™ < 5 ‘$075U|§27.
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16.

17.

Az iteracids sorozatot az x = v/x + 1 alakbdl a fixponttétel segitségével kapjuk. A feladatra
a fixponttételt alkalmazzuk p(x) = /x + 1 valasztassal, igy a sorozat zpi1 = /xp + 1 lesz.

a) Vizsgaljuk meg, hogy a ¢ fiiggvény a [0; 3] intervallumot [0; 3]-be képezi-e.
Mivel ¢ szigortian monoton nové fliggvény (kénnyen bizonyithaté elemi modon), ezért

¢ ([0;3]) = [¢(0); ©(3)] = [1;2] C [0;3].

b) Igazolnunk kell még, hogy ¢ kontrakcio az [0; 3] intervallumon. A Lagrange-féle kozépérték-
tételt felhasznalva

=q, §€l0;3]

[\
7}
+
=
N

miatt ¢ kontrakcio [0; 3]-en.

c) A fixponttétel mindkét feltétele teljesiil, igy a tétel allitasai alkalmazhatok a feladatra.
A hibabecslés zg € [0; 3] esetén

k
|xp — 2™ < (;) dzg — 2| < 2%
A sorozat konvergenciarendje 1, mivel a Lagrange-féle kozépértéktétel miatt 3 & € [zg; x¥]
vagy [z*; x| intervallumban, hogy
|41 — 2| = | (z) — @ (&) = @' ()] - 2w — 27).
Ezt felhasznalva
e

lim T = lim [ (&)] = lim | (2)] =
Jim SRR = lim (6] = Jim | ")

1
= lim ———=¢#0.
k—oo 2¢/x* + 1 7&

Iteracios sorozatot tgy kapunk, hogy az egyenletet atrendezziik a vele ekvivalens x = ¢(z)
alakra, majd felirjuk és vizsgaljuk az xi.1 = @(xy) sorozatot. Egy kézenfekvs valasztas a

z=(x—1)° = p(x),

mig egy masik az egyenlet atrendezésébdl kapott

r=(x-13 o z=Vr+1=1y).
Az elsgként adott op(x)-rdl belathato, hogy divergens sorozatot general, mig a masodik kon-
vergens sorozatot.

a) Az eredeti egyenlet ekvivalens az f(x) = (z — 1) — 2 = 0 egyenlettel. Bolzano tétellel
keressiink egy intervallumot, mely tartalmazza a gyokot. Az [1;3] és [2;3] intervallum is jo
valasztas, mert

fy=1-1P%-1=-1<0
f2)=2-13-2=-1<0
f3)=3B-13-3=5>0.

b) Az els6ként valasztott p(x) = (z — 1)3-re elég megnézniink a a derivaltjat a [2;3] inter-
vallumon, mely tartalmazza a gyokot.

| (z)| =3(x—1)2>3, z€[2;3]
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18.

Igy a ¢(z) = (z — 1) nem lehet kontrakcié [2; 3]-n.
c) A p(x) = Jx + 1 fiiggvény az [1;3] intervallumon szigorian monoton noves fliggvény
(konnyen bizonyithato elemi modon) és

¢ ([1;3]) = [(1); ©(3)] = [2; V3 +1] C [1;3].

Igazolnunk kell még, hogy ¢ kontrakcio az [1; 3] intervallumon. A Lagrange-féle kozépérték-

tételt felhasznalva

-1
3y/¢2 73

miatt ¢ kontrakcio [1;3]-n. A fixponttétel mindkét feltétele teljesiil, igy a tétel allitasai alka-

lmazhatok a feladatra.

|’ ()]

q, &€[l;3]

Iteracios sorozatot tgy kapunk, hogy az egyenletet atrendezziik a vele ekvivalens x = ¢(z)
alakra, majd vizsgaljuk az xy+1 = @(z)) sorozatot. Az (z) sorozatot a p(z) = 1+ 2, mig az

(yx) sorozatot a (z) = g;ﬁ fliggvénnyel kaptuk.

a) Az f(r) = 22 —x — 2 = 0 egyenlet ekvivalens az © = () és az = = ¢(z) fixpont
egyenlettel. Az [1;3] intervallum j6, mert

f) =
f3)

miatt az intervallum tartalmaz gyokot.

12-1-2=-2<0
32-3-2=4>0

b) A p(z) =1+ 2-re elég megnézniink a derivaltjat az [1; 3] intervallumon.

4, 4
§§’@($)|:?§47 z € [1;3]

Igy a () = 142 nem lehet kontrakeio [1; 3]-n. Megprobalhatnénk sziikiteni az intervallumot,
de a 2-t tartalmaznia kell, mert gyok. Viszont |¢'(2)| = 1, vagyis az intervallumot sztikitve
sem lehetne 1-nél kisebb.

c) Vizsgaljuk a ¢(z) = ;”if% fliggvény derivaltjat.

22 —x—2

Y () = Q'W

Vegyiik észre, hogy a szamlaloban az f(x) fliggvény szerepel, igy a ¢'(z*) = 0. Masrészt
x € [1;2] esetén f(x) < 0 és ¢'(z) < 0, ami ¢ monoton csokkenését, mig x € [2;3] esetén
f(z) > 0 és ¢'(x) > 0, ami ¢ monoton novekedését garantalja, azaz 2-ben 1-nek lokalis
minimuma van. Mivel ¢(1) =3, ¢(2) =2 és (3) = &

¥ ([153]) = [¥(2); »(1)] = [23] C [1;3].
Igazolnunk kell még, hogy 1 kontrakcio az [1; 3] intervallumon.

" 20 —1)2 —4(2? —x -2 14
¥ =2t )(2:1: —(1)3 - @z —1p "

igy 1)’ szigortian monoton nové és
8
—4=9'(1) s ¢(2) <I'B) = 5

Latszik, hogy finomitanunk kell az intervallumot.
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19.

d) Nézziik az [1,5; 3] intervallumot, ami szintén tartalmazza a gyokot, igy a fentiek alapjan

¥ ([1,5:3) = () w(1,5)] = 25 7] € 1,553
5 ’ ’ ’ o 8
2 (1,5) <Y < YB) = o

A Lagrange-féle kozépértéktételt felhasznalva
5
WEI<g=a<l ¢€[l,53

miatt ¢ kontrakcié [1,5; 3]-n. A fixponttétel mindkét feltétele teljestil, igy a fixponttétel al-
litdsai alkalmazhatok a feladatra. A sorozat konvergenciarendje 2, mivel a Taylor-formula és
' (2*) = 0 miatt 3 & € [yg; *] vagy [x*; yx| intervallumban, hogy

* * 1 *
[Yer1 — [ = Y () — ¥ (27)] = §!¢”(€k)\ Ny — 2|2
Ezt felhasznalva

. ’yk+1 - JU*| I — . Lo«
lm . = — = 1 m — = O
kiﬂ)o |yk - $*|2 k—o0 Q‘w (fk)| k‘ioo 2‘w (33 )’ ¢ 7&

2
e) Vegyiik észre, hogy az yri1 = Qy;ktzl sorozat az f(x) = 0 egyenletre felirt Newton-
modszer, igy a Newton-modszer konvergenciatételei segitségével is bizonyithato az (yx) sorozat
konvergenciaja.

Iteracios sorozatot tigy kapunk, hogy az egyenletet atrendezziik a vele ekvivalens x = ¢(z)

alakra, majd vizsgaljuk az Tl = o(z1) sorozatot. Az (x}) sorozatot a p(x) = x3 — 1, mig

23 +1
32—

az (yg) sorozatot a 1(x) = fliggvénnyel kaptuk.

a) Az f(x) = 23 —x — 1 = 0 egyenlet ekvivalens az © = () és az z = ¢(z) fixpont
egyenlettel. Az [1;2] intervallum jo, mert

f)=1"-1-1=-1<0

f(2)=22-2-1=5>0

miatt az intervallum tartalmaz gyokot.

b) A ¢(z) = 2> — 1 -re elég megnézniink a derivaltjat az [1;2] intervallumon.
3< | (x)| =32* <12, zell;2
Igy a p(x) = 322 nem lehet kontrakcio6 [1;2]-n. Masrészt

k1 — 2| =l (ar) — @ (@) = [(2r)® — ()] =
= |z, = 2*[ - |(2x)? + 2™ + (%) =
= |z — 2| - ((x +:Ukw + (z%)?) >

)?
>3- |z, — 2| > 38|z — 2¥,

vagyis a hibasorozat végtelenhez tart, igy a vizsgélt sorozat divergens.

c) Vizsgaljuk a ¢(z) = 22 +1 fiiggvény derivaltjat.

3r2—

6z(z3 —x —1)

Vo) = (3x2 —1)2
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Vegyiik észre, hogy a szamlaloban az f(x) fliggvény szerepel, igy a ¢/(z*) = 0. Méasrészt
x € [1; 2*] esetén f(x) <0 és ¢/(x) <0, ami ¥ monoton csokkenését, mig x € [z*; 2] esetén
f(z) > 0 és ¢'(x) > 0, ami 1) monoton novekedését garantalja, azaz z*-ban 1-nek lokalis
minimuma van. Mivel ¢(1) = 3, ¢(z*) = z* és (2) =

¥ ([1;2]) = (") v(2)] = [o% 7] < [1;2]:
Igazolnunk kell még, hogy 1 kontrakcio az [1;2] intervallumon. Mivel x € [1;2] esetén
223 + 927 + 2z + 1
i — 6 3 0
igy ¢ szigorian monoton novs és
3 , , , 60
—— =9y (1) < <YP'(2) = —.
D =) <W@) <@ = 1
Latszik, hogy finomitanunk kell az intervallumot.
d) Neézziik az [1,1; 2] intervallumot, ami szintén tartalmazza a gyokot és
¢ ([1,15 2]) = [$(2"); (L, 1)] = [z%5 1,5922] C [1,1; 2.
60
_03 7338 ~ 1[),(]-3 1) < ’(ﬁ%l’) < ¢/(2) = Ev
A Lagrange-féle kozépértéktételt felhasznalva
[W'(€)]<0,7338=g<1 €€[l,1;2]
miatt ¢ kontrakei6 [1,1; 2]-n. A fixponttétel mindkeét feltétele teljesiil, igy a fixponttétel al-
litasai alkalmazhatok a feladatra. A sorozat konvergenciarendje 2, mivel a Taylor-formula és
Y (x*) = 0 miatt 3 & € [yx; x*] vagy [2*; yg] intervallumban, hogy
* * ]' *
k1 — &% = ¢ (yi) — o (27)] = 3 0" (&0)] - lyx — .
Ezt felhasznalva
Yk — 27 N N
S Hm SR (g)| = lim S]i7(27)] = ¢ #
3
e) Vegylk észre, hogy az ypi1 = ;Z”%i sorozat az f(x) = 0 egyenletre felirt Newton-
k
modszer, igy a Newton-modszer konvergenciatételei segitségével is bizonyithato az (yy) sorozat
konvergenciaja.
20. Iteracios sorozatot ugy kapunk, hogy az egyenletet dtrendezziik x = p(z) alakra, majd felirjuk

és vizsgaljuk az xpy1 = @(x)) sorozatot. Egy kézenfekvs valasztés a (z) = % (sin(z) + 1),

igy a sorozat

L.
Thi1 = 3 (sin(xg) + 1).

a) Az eredeti egyenlet ekvivalens az f(z) = 3z —sin(xz) — 1 = 0 egyenlettel. Bolzano tétellel

keressiink egy intervallumot, mely tartalmazza a gyokot. A [—3 ; T] intervallum jo valasztas,

mert

m 3T

f(_§):—?+1—1:<0
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21.

b) A ¢(x) =1 (sin(z) + 1) fiiggvény a [-7; 3] intervallumon monoton nové fiiggvény (kén-

nyen bizonyithato a derivaltja segitségével) és

(5 2 = [ o] = 2] e [5:)

Igazolnunk kell még, hogy ¢ kontrakci6 az [—7; §] intervallumon. A Lagrange-féle kozépérték-
tételt felhasznalva

(6] = 5 -leos(a)| < 2 =g, € [-0: 7]

miatt ¢ kontrakcio [—7; §]-n. A fixponttétel mindkét feltétele teljesiil, igy a tétel allitasai
alkalmazhatok a feladatra.

z7+3A

= T 3h3 4 sorozat alulrol korlatos és monoton fogyd, ebbdl kovetkezik
k

Belatjuk, hogy a xx11
a konvergenciaja.

a) Teljes indukcioval bebizonyitjuk, hogy VA< xp, Yk €N -re.
VA < x¢ a feladat feltételébsl kovetkezik.

Tegyiik fel, hogy VA < x, teljesiil, igazoljuk k + 1-re az allitast. Mivel
0 S (:):k - \/2)3
3\/2(3%)2 + AVA < (:Uk)g + 3Ax;

(J}k)g + 3Ax;
VA< ==L 70 -
— 3(zp)2+ A Skt

ezért a sorozat alulrol korlatos.
b) Belatjuk, hogy a korlatossaghol kiovetkezik a monotonitas.
(w1)3 + 3Axy,
Th41 = —3(@%)2 TA S Tk,
(z) + 3Ax), < 3(xp) + Ay
2Az; < 2(x)°
VA < xp

Tehét a sorozat monoton fogyo, igy konvergens, jeloljiik a hatarértékét x*-gal.

2* = lim (zpe1) = lim (2x)3 + 34z, (2%)3 + 3Aa*
T ke k+1 koo 3(:Uk)2+A = 3(56*)2—|—A

A kapott egyenletet megoldva z* = v/A-t kapunk.
c) A hibabecsléshez felhasznaljuk a kovetkezd atalakitast
r1)3 4+ 3Ax
Tht1 —\/Z:@(xk)_(p(\/z) = (k)2—k_\/>:
vy + A

(.I‘k)?’ + 3Axy — 3\/21’% + AVA B

3z2 4+ A B
_ (@ — VA)>
S Bal+ A

Ezt felhasznalva a harmadrendd konvergencia bizonyithato.

o - VA 1 . 1 1

e or — VAP ke T Bl A 3@ A AT
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A hibabecsléshez a fenti atalakitast és a sorozat alsé korlatjat felhasznalva kapjuk, hogy

|21 — VA| = w (ap — VA

<1
a:z—i—A — 4A

3.2.4. Newton-modszer

22,

A feladatot a Newton-modszer globalis és lokalis konvergenciatételének alkalmazasaval is
megoldjuk. A Newton-modszer altal generalt sorozat

etk 4 4y,

T =T — 5.
k+1 k 2621]“ +4

a) A Bolzano tétellel keressiink intervallumot, mely tartalmazza az f(z) = €** 4 42 = 0
egyenlet gyokét. A [—1;0] intervallum jo valasztéas, mert

b) Nézziik a Newton-modszer globéalis konvergenciatételének tovabbi feltételeit.
A [-1;0] intervallumon

flx) =22 44>0
f"(z) = 4€*® > 0,
tovabba f monoton névekedése miatt
f(aio) . f”(l’o) >0& f($0) >0& x9 > ¥,

Tehat xo > z* esetén a Newton-modszer altal generalt (x) sorozat monoton fogydan kon-
vergal a gyokhoz. Ez a konvergenciatétel csak a monoton konvergenciat bizonyitja.

c) Nézziik a Newton-modszer lokalis konvergenciatételét, annak tovabbi feltételeit.
A [-1;0] intervallumon

fl(z) =2e* +4>0
(@) =2e* +4>4=my
|f" ()| = 4€** < 36 = Ms.
Ekkor M = QMWQI = %, igy minden zo kezdgérték esetén, melyre
1 2
70— %] < mm{M, 2" — 1], |o |} :

a Newton-modszer altal generalt (xy) sorozat masodrendben konvergél a gyokhoz és hiba-
becslése

9
|Tpt1 — 2] < 3" |z, — 2|,
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23.

24.

A feladatot a Newton-modszer globélis és lokalis konvergenciatételének alkalmazéséaval is
megoldjuk. A Newton-moédszer altal generalt sorozat

cos(zy) — dxg + 2
—sin(zg) —4

Tkl = Tk —

a) A Bolzano tétellel keressiink intervallumot, mely tartalmazza az f(z) = cos(x) —4x+2 =0

egyenlet gyokét. A [0; 5] intervallum jo valasztas, mert

fO)=14+2=3>0

f(g):-aw+2<0

b) Nézziik a Newton-modszer globalis konvergenciatételének tovabbi feltételeit.
A [0; 3] intervallumon

f(z) = —sin(z) —4 <0

f"(z) = —cos(x) < 0,
tovabba f monoton fogyasa miatt

f(l’o) . f//(l‘o) >0& f(SUo) <0& x9> "

Tehat xo > z* esetén a Newton-modszer altal generalt (x) sorozat monoton fogyoan kon-
vergal a gyokhoz. Ez a konvergenciatétel a monoton konvergenciat bizonyitja.
c) Nézziik a Newton-modszer lokélis konvergenciatételét, annak tovabbi feltételeit.

A [0; 3] intervallumon

f(z) = —sin(z) —4 <0
| =sin(z)+4>4=m
|

Ekkor M = zMﬁ = %, igy minden xg kezd&érték esetén, melyre

1
|z — 2| < r:min{M,]w* — g|,|:c* —0} = |z* = 0],

a Newton-modszer altal generélt (xy) sorozat masodrendben konvergal a gyokhoz és hibabecs-
lése

1
|xpr1 — 2| < 3 |xg — x*\Q.

A feladatot a Newton-modszer globdlis és lokalis konvergenciatételének alkalmazésaval is
megoldjuk. A Newton-modszer altal generalt sorozat
sin(zy) — 2z + 1

cos(zy) — 2

Tp+1 = Tk —

a) A Bolzano tétellel keressiink intervallumot, mely tartalmazza az f(x) = sin(z)—2x+1 =10
egyenlet gyokét. A [0; 7] intervallum jo valasztas, mert

FO)=1>0

f(3)=1-r+1=2-7<0.
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25.

b) Nézziik a Newton-modszer globélis konvergenciatételének tovabbi feltételeit.
A [0; §] intervallumon

-
~—
8
S—
I

cos(z) —2<0
—sin(z) <0,

i

=
8

S—
I

tovabba f monoton fogyasa miatt
f(xo) - f(x0) >0 < f(xo) <0< 29 > 2"

Tehat xy > z* esetén a Newton-modszer altal generalt (xx) sorozat monoton fogyoan kon-
vergal a gyokhoz. Ez a konvergenciatétel csak a monoton konvergenciat bizonyitja.

c) Nézziik a Newton-modszer lokalis konvergenciatételét, annak tovabbi feltételeit.
A [0; 7] intervallumon

f'(z) = cos(xz) —2 <0
|f'(z)] = —cos(z) +2>1=my
| ()] = sin(z) <1 = M.

Ekkor M = M2 = %, igy minden xg kezd&érték esetén, melyre
|lxg — ™| <r= min{, |x* — g|, |x* — O|} =|z* — g\,

a Newton-modszer altal generalt (xj) sorozat masodrendben konvergél a gyokhoz és hiba-
becslése

1
o =27 < 5 - o — 0

A feladatot a Newton-modszer globalis és lokalis konvergenciatételének alkalmazasaval is
megoldjuk. A Newton-modszer altal generalt sorozat

ek — il’k -2
Thtl =Tk — — 71 I

a) A Bolzano tétellel keressiink intervallumot, mely tartalmazza az f(z) = e® — 32 —2 =0
egyenlet gyokét. A [0;1] intervallum jo véalasztéas, mert

b) Nézziik a Newton-modszer globalis konvergenciatételének tovabbi feltételeit.
A [0;1] intervallumon

tovabba f monoton névekedése miatt

fzo) - f"(x0) > 0 & f(zo) > 0% xp > 2™
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26.

Tehat xo > z* esetén a Newton-modszer altal generalt (x) sorozat monoton fogydan kon-
vergal a gyokhoz. Ez a konvergenciatétel csak a monoton konvergenciat bizonyitja.

c) Nézziik a Newton-modszer lokalis konvergenciatételét, annak tovabbi feltételeit.
A [0;1] intervallumon

/ x
fi(z)=e 4>O
1.3
Fal=e -t —m,
(@) = € < 3= My,

Ekkor M = 2]‘4721 = 2, igy minden xg kezdGérték esetén, melyre

1
2o — ¥ <r=min<{ —,|z* — 1|, |z" = 0] p = |z* — 1],
20— {3ple = 1l =0l =1 -
a Newton-modszer altal generalt (xj) sorozat masodrendben konvergél a gyokhoz és hiba-

becslése
|Tpy1 — 2| <2 |z — 22

A Newton-modszer altal generalt sorozat

1,2 2
sxp —xp—1 xy, — 3xp — 3
X =X, - —F = — — =
k+1 k ES— k 90— 3
_Q(xk)2—3:ck—m%+3xk+3: z3+3
2xp — 3 2x — 3

A p(x) = ;’i‘fg fiiggvénnyel kapjuk a fenti x5 = @(z)) sorozatot.

a) A Bolzano tétel segitségével olyan intervallumot keresiink, mely tartalmaz gyokot.
A [-1;0] intervallum jo, mert

f(—l):é(—1)2+1—1:é>0

f(0O)=-1<0

miatt az intervallum tartalmaz gyokot.
. 2T 2.3
b) Vizsgaljuk a () = 55

_ 2z(2z—3)—2(2*+3) 227 —62—6

fliggvény derivaltjat.

@) (22 — 3)2 T T or—3)2
. f=@)
B 6(2$ —3)?

Mivel a szamlaloban az f(z) fliggvény szerepel, igy a ¢/ (x*) = 0. Masrészt « € [—1; x*] esetén
f(z) > 0, ezért f szigortan monoton névs, = € [z*; 0] esetén f(z) < 0, ezért f szigoruan

monoton fogyod, ezért ¢-nek lokalis maximuma van z*-ban. Mivel p(—1) = —%, p(z*) = z* és

p(0) = —1,
¢ ([=1;0]) = [»(0); p(z")] = [-1;27] C [-1;0].

Igazolnunk kell még, hogy ¢ kontrakci6 az [—1; 0] intervallumon.

” 4z — 6)(2x — 3) — 4(22% — 62 — 6 42
(@) =2! . (295)—3)(3 - 2z —3p ~ "




94 3. Nemlinedris egyenletek megolddsa

igy ¢’ szigortian monoton fogyo és

2 / / / 2

5 =0 =¢@) se(-1) =
A Lagrange-féle kozépértéktételt felhasznélva

, 2

POl <sg=a<1 £€[-10]
miatt ¢ kontrakcio [—1;0]-n. A fixponttétel mindkét feltétele teljesiil, igy a fixponttétel allita-
sai alkalmazhatok a feladatra.
c) A sorozat konvergenciarendje 2, mivel a Taylor-formula és ¢/(z*) = 0 miatt 3 & € [zg; 2*]
vagy [z*; zi| intervallumban, hogy

* * 1 " * (2
(w1 =27 =l (xr) =@ (@) = 5 - 107 (&) - on — 27"
Ezt felhasznalva
: ‘xk+1 — :L‘*’ : Loy . Loy
1 —r= =] — =1 — N =
kggo |z — x*‘z kggo 2|<,0 (&)l kLH;o 2|S0 ()]
21
= = 0.
|22 — 33 7
Analog modon a [2; 4] intervallumra is elvégezhetjiik a vizsgalatot.
27. A feladatot a Newton-mddszer globalis és lokalis konvergenciatételének alkalmazaséval is

megoldjuk. A Newton-modszer altal generalt sorozat

a) A Bolzano tétellel keressiink intervallumot, mely tartalmazza az f(z) = 22 —2,/(z)—2 = 0
egyenlet gyokét. Az [1;3] intervallum jo véalasztas, mert

f1)=1-2-2=-3<0
f3)=9-2v3-2>0.

b) Nézziik a Newton-modszer globalis konvergenciatételének tovabbi feltételeit.
Az [1; 3] intervallumon

tovabba f szigortian monoton névekedése miatt
f(zo) - f"(z0) >0 f(zo) >0 zg > 2™

Tehat xg > z* esetén a Newton-modszer altal generalt () sorozat monoton fogyoan kon-
vergal a gyokhoz. Ez a konvergenciatétel csak a monoton konvergenciat bizonyitja.
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c) Nézziik a Newton-modszer lokélis konvergenciatételét, annak tovabbi feltételeit.
Az [1; 3] intervallumon f” > 0 miatt f’ szigorian monoton né

f’(x)zQw—\/lE>0

@) =2 - > |F )] =1=m

<1/ =2 = .

@) =2+ .

1
2V x3

Ekkor M = 2]‘4721 = %, igy minden xg kezd&érték esetén, melyre

1
lzg — 2" <71 = min{M, |z* — 1], |z* — 3\} =|z* - 3|,

a Newton-modszer altal generalt (xj) sorozat masodrendben konvergél a gyokhoz és hiba-

becslése
* 5 *|2
|Thrr =2 < - faw — 27
28. El6szor nézzik az f(z) = 7% fiiggvény derivaltjat
() —(1+z)—(-z) —-l—zxz+zx -1
€T) = = = .
(14 x)? (14 x)? (1+x)?

A Newton-modszer altal generalt sorozat

-
I
Tht1 = Tk — J:f'“ = —(zp)*.

(1+mz,)?

A feladatot a Newton-modszer globalis konvergenciatételének alkalmazéséaval oldjuk meg.

a) A Bolzano tétellel keressiink intervallumot, mely tartalmazza a gyokot, azaz 0-t. Minden
[a; b] intervallum jo vélasztas, ahol —1 < a < 0 és 0 < b < 1, ugyanis

f(a):1+a>0
—b
f) =75 <0

b) Nézziik a Newton-modszer globalis konvergenciatételének tovabbi feltételeit.
Az [1; 3] intervallumon

, -1
f(x)_(1+$)2<0
" o 2
f (.’I}) - (1+(L’)3 > 07

tovabbé f szigortian monoton fogyasa miatt
f(xo) - f"(x0) > 04 f(zo) >0 20 < 0.

Tehat xg < 0 esetén a Newton-modszer altal generalt (zy) sorozat monoton noévekedGen
konvergal a gyokhoz. Ha 0 < zg < b kezddértékbsl indulunk, akkor 21 = —(22)? < 0 és innen
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méar monoton novekedden konvergal a modszer. Tehat az [a; b] intervallum barmely pontjabol
inditva a rekurziot, konvergens sorozatot kapunk.

c) Az el6z6 konvergenciatétel csak a monoton konvergenciat bizonyitja, azonban a méasod-
rendd kovergencia a sorozat képletébdl konnyen adodik. A hibabecslés

Th+1 — 0= —(xk — 0)2

2
[@k41 — 0] = |z — O],
és a masodrendd konvergencia bizonyitasa

. *
lim 7‘%“ 932|
k—o0 |$k — 1;*|

=1+#£0.



