Analizis 2. (BSc)

Az 1. zh témakorei 2010. oktéber
Programtervezo informatikus szak

Az alabbi tipusu feladatok megoldasat varjuk el. A zh-n persze kevesebb
feladat lesz; annyi, amennyinek a megoldasa 90 percben elvarhato.
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1. feladat. A definicio alapjan hatdrozza meg a kévetkezd hatdarértékeket:
: b
e——3 13 4+ 322 +x + 3 (b)
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Megoldas.

(a) (—3) a széban forgd fiiggvény értelmezési tartoméanyédnak torlédasi pontja. A
hatarérték megsejtéséhez eloszor atalakitjuk a tortet:

22 +2x—3 (x4 3)(z—1) r—1
- = R\ {-3}).

B +32+2+3  (r+3)(224+1)  22+1 (J:E \ { })
Ez a kifejezés (—3)-hoz , kozeli” pontokban —-&

10
fel, ezért azt sejtjik, hogy a keresett hatarérték —
mutatnunk, hogy tetszolegesen adott € > 0 esetén

r—1 ( 2) -

—|—= €
2 +1 5 ’
ha 0 < |z — (=3)| = |x 4+ 3| < 0, valamely, alkalmas, e-tdl fiiggd § > 0 szammal.
Alakitsuk at a vizsgalandé kifejezést:
r—1 2 1222 + 52— 3| |(z+3)(2x — 1) |22 — 1]

(D) -Emra v 2
2+ 1 5 5(z2+ 1) 5(x241) 5(x241)
Ebbol latszik, hogy egy lehetséges 6 megkaphato, ha feliilrél megbecstiljiik az 5'5;;11‘)
kifejezést. Ha (példaul) |z — (=3)| = |z + 3| < 1, azaz ha —4 < x < —2, akkor

2z —1] 2z +1
5(x2+1) 52?2 +1)
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hoz ., kozeli” értékeket vesz

bizonyitashoz azt kell meg-

[S23] )

2-4+1 9
5((—=2)2+1) 25
Ez azt jelenti, hogy az € > 0 szamhoz a ¢ := min (1, %) valasztas megfelel6. Wl

(b) +o0 a széban forgé fiiggvény értelmezési tartomanyénak torlodasi pontja. A
hatarérték megsejtéséhez most a kovetkezo atalakitast végezziik el:

P-4 z+i-4
= T c R\ {0}).
T s BeRV0)
A sejtés tehat az, hogy
. 4 r—4
lim

0.
z—+oo 241
Azt kell igazolnunk, hogy V P > 0 szamhoz Jz¢ > 0, hogy

2 4+ax—4
(*) 112—_'_1>P7 ha $Z.T0.
Mivel

e
x?2+1 x?+a?
ezért (x) valéban teljesiil, ha z > xy := max{4,2P}. B
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2. feladat. Szdmitsa ki az aldbbi hatdrértékeket:
Adx3 + 322 )
@) L ( -3 ) R T
1 —cosz 3 _ 1
(c) lim (d) lim T

2—0 cos Tx — cos 3z’ a—l 3+ —2°

Megoldas. (a) (+00) — (400)-tipust kritikus hatérértékrdl van szé. A , gyokte-
lenités”, majd a , leosztas” technikajat alkalmazva alakitjuk at a megadott kifejezést:

V/IE_i?ET' o a2’ 4307
4o’ + 32 . 4%+ 322\ TN Tap o T T 4r_3
dz —3 dr — 3 /4:6 + 3a? [4x? + 32
4z —3 Cdx—3
62
da” + 30 3 443
(4x—3)-<x+ 1 —3 ) (4_5>.(1+ 4_2)

T — +00 esetén a szamlalé 6-hoz, a nevezd pedig 4 - (1 + 1) = 8-hoz tart, ezért

) 42® + 32 6 3
lim |z—{/——— | =—f—=—. 1
r—+00 4dr — 3 8 4

(b) Irjuk be e”, e~* és sinz helyére a hatvanysoraikat:

er —e P —2x

T —sinw
@+x+§+§+&?+~)—(LH—@+“§KH§P+“f{w~)—m
x3 IS I7
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X x T 1‘2 I4
24ﬁy+2w+~. st E+5 4+

=92.
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Alkalmazzuk most a hatvanysor ésszegfﬁggvényének a hatarértékére vonatkozo tételt:
a szamlalé és a nevezé hatarértéke 0-ban = 37, ezért a kérdezett hatdrérték 2. W

(c) 0 a széban forgé fiiggvény értelmezési tartomanyanak torlédédsi pontja. 8—

tipusi kritikus hatarértékrol van szo, ezért azonos atalakitasokkal nem kritikus
hatarértékre probaljuk visszavezetni.
A szamlaléban ,, félszogekre attérve” azt kapjuk, hogy

l—cosz=1—cos2-= =sin’= +cos? = — <COS2 Z — sin? —) = 2sin? =.
2 2 2 2 2
A nevez6 atalakitasahoz arra érdemes emlékezni, hogy a

cos o £ cos 3 (ill. a sina £ sinf)

osszegeket szorzatra lehet bontani. Példaul:

cos o — cos § = cos(x + y) — cos(z — y) = —2sinzsiny,
’ —+ —
rhuza & roy=p = r=e y=
Ezért
cos Tz — cos 3z = —2sin “E32 . gin 252 — 2 gin 5 sin 2z.

A fentiek és a '
sin ax
lim
z—0 ox

=1 (aeR\{0})



relacié alapjan
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Megjegyzés. A feladatra tovabbi két megoldés is adhaté:
Az 1. lehetdség: a gyakorlaton bebizonyitott
l1—cosz 1

lim 5 = -
z—0 T 2

egyenl6ség alkalmazasa.
A 2. lehetdség: a cos fiiggvény hatvanysoros definicidjdnak felhasznalésa.

(d) A szamldl6 tart 1-hez, a nevezd pedig 0-hoz, ha = — 1. %—tipusﬁ kritikus
hatarértékrol van szo.
Haz > 1, akkor z° +x—2 = (z* — 1)+ (z — 1) > 0. A nevezd tehéat 1-ben jobbrdl
pozitiv szamokon keresztiil tart 0-hoz, ezért
P —x+1
im — =
=140 23 + 1 — 2
Ha x < 1, akkor 2> + 2 —2 = (23 — 1) + (z — 1) < 0. A nevez6 tehat 1-ben balrdl
negativ szamokon keresztiil tart 0-hoz, ezért

+00.

R iy |
lim ———— =

= —0OQ.
z—1-0 3 + o — 2

A jobb oldali hatarérték +oo, a bal oldali pedig —oo, ezért a keresett hatarérték
nem létezik. W

3. feladat. Hatdrozza meg az

(sin(z — 1)

_— h 1

2(37_1>, ar <

1, ha x =1
=9 4o +3

xr~ — 4ax ,

m, hal’>1€8$7£5

L0, ha x =5

fugguény folytonossagi, illetve szakaddsi helyeit és a szakaddsi helyek tipusait.

Megoldas. Vilagos, hogy Dy = R és

2 —4r+3 (z—-1)(x—-3) -3
22— 6x+5 (z—1(x—-5 -5

(z € R\ {1,5)).

Az elemi fiiggvények folytonossdgara, valamint a folytonossag és a miuveletek kap-
csolatara vonatkozé tételeink alapjan

f e C{a}, ha a € (—o0,1)U(1,5) U (5, +00)
Tekintstik az @ = 1 pontot. Itt az egyoldali hatarértékek:

F1—0) = Tim f(z) = lim SR@=D o sy 1o, sy 1
z—1-0 z—1-0 2(:[‘—]_) y—0—-0 2y 2 y—0 Yy 27

, 22 —4x +3 oz —=3 1

f1+0) _zl—lg}roﬂx) _xi{20$2—6x+5 _mll»rlr}rox—5 T
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A fliggvénynek az 1 pontban tehat van hatarértéke:

lim f(r) = 5 # F() =1,

ezért az a = 1 pont az f fiiggvénynek megsziintethetd szakaddsi helye.
Legyen most a = 5. Ekkor
r—3 , r—3

x1—1>I51l0f(x) - xl—li;)IlO T —95 - ©s J:l—1>I51:‘yl-0 f(x) - z1—1>151-li-0 x—5H

= +OO,
ami azt jelenti, hogy az a = 5 pont az f fliggvénynek mdsodfaji szakadasi helye. B

4. feladat. Milyen a € R paraméter esetén lesz az

1—a?
—————— haz€(0,1)
f(x) = \/_—\/2—1'
3az? + a?, ha x € [1,400)

fiigguény folytonos az 1 pontban?

Megoldas.
Mivel 1 € DyND}, ezért az f fliggvény akkor és csak akkor folytonos az 1 pontban, ha
ebben a pontban a bal- és a jobb oldali hatarértékek léteznek és f(1)-gyel egyenlok.

lim f(z)= lirlr}ro(i%oz:v2 +a?) =3a+a® = f(1).

z—1+0
Maésrészt
lim f(z)= lim Lo VI 2o
z—1-0 e=1-0\/x —\2—1 JT++V2—x
~ lm (1—2*)(yr+ V2 —x) — lm 1+2)(vVz+V2—2) _
z—1-0 2(£L‘ — 1) r—1-0 2 7

ezért f pontosan akkor folytonos az 1 pontban, ha
—2=3a+a* azazha o*+3a+2=(a+1)(a+2)=0,
vagyls a=-—1 vagy a=-2. B

5. feladat. Szamitsa ki az
f) (x2 4+ 1)°
x) = —=
v1ii—=x
fliggvény derivdltjat. (Egyszerisiteni nem kell.)
Irja fel a fiigguény grafikonjinak az a := 0 abszcisszdji pontjahoz tartozo érintdegyenesé-
nek az egqyenletét.
Megoldas. Az f fiiggvény derivalhaté minden x < 1 pontban (1. az elemi fiiggvények
derivéldsdra, valamint a miveletek és a derivaltakra vonatkozé éllitdsokat).

f’(x):5(x +1)*- 22 - 1—95—2\/T7~(—1)-(a: +1) <1)

1—=x

(x <1)

Az f fiiggvény grafikonjanak (a, f(a)) pontjdban az érintéegyenes egyenlete:
v (@) = f'a)(z - a).
Mivel
fla)=f(0)=1, é [f'(a)=F"(0)=

ezért az érintéegyenes egyenlete:
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