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1. fejezet

GEPI SZAMABRAZOLAS ES
HIBASZAMITAS

1.1.

Feladatok

1.1.1. Gépi szamabrazolas

1.

10.

Vizsgéaljuk meg az M (6,—3,3) gépi szamhalmazt!
a) Mennyi az elemszama?

b) Adjuk meg a nevezetes szamait: £g, 1, M.
Vizsgéljuk meg az M (5,—4,4) gépi szamhalmazt!
a) Mennyi az elemszama?

b) Adjuk meg a nevezetes szamait: €g, 1, M.
Vizsgéaljuk meg az M (8,—4,4) gépi szamhalmazt!
a) Mennyi az elemszama?

b) Adjuk meg a nevezetes szamait: €g,e1, M.

Az M = (6,—4,4) gépi szamhalmazban adjuk meg f1(4,21) értékét!

Az M = (6,—4,4) gépi szamhalmazban adjuk meg f1(0,11) értékét!

Az M = (8,—4,4) gépi szamhalmazban adjuk meg fl(%) értékét! Hasonlitsuk Ossze, milyen
binéris tort kozelitést kapunk 2, 3 illetve 4 tizedesjegy pontossagbol kiindulva!

Az M = M(6,-3,3) gépi szamok halmazaban adjuk meg a v/2 -nek megfeleltetett gépi
szamot, és adjuk meg a gépi szamabrazolasbol szarmazé abszolut hibakorlétot.

Az M = (5, —4,4) gépi szamhalmazban adjuk meg fI(v/3) értékét!

Adjuk meg a v/5-nek megfeleltetett gépi szamot az M (6, —3,3) gépi szamok halmazaban.
Adjon a kozelitésre abszolit és relativ hibakorlatot!

Az M = M (6,—4,4) gépi szamok halmazaban
a) adjuk meg az % -nak és 1—12 -nek megfeleltetett gépi szamokat,

b) végezziik el az fl(3) — fl(s5) gépi kivonast,

L

c) adjuk meg a gépi szamabrazolasbol szarmaz6 abszolit hibakorlétot fI(g) -ra, fl({5) -re

és az eredményre!



4 1. Gépi szdmabrdzolds és hibaszdmitds
11. Az M = M(6,—3,3) gépi szamok halmazaban adjuk meg az 2 -nak megfeleltetett gépi
szamot és szamitsa ki az fl(%) + fl(%) Osszeget a megadott aritmetikdban! Adjon abszolut
hibakorlatot a szamitott Gsszegre!
12. Az M = M(8,—4,4) gépi szamok halmazaban
a) adjuk meg az % -nak és % -nak megfeleltetett gépi szamokat,
b) végezziik el az fl(3) — fl(3) gépi kivonast,
c) adjuk meg a gépi szamabrazolasbol szarmazé abszolut hibakorlatot fl(%) -ra, fl(%) -ra
és az eredményre!
13. Az M = M(6,—4,4) gépi szamok halmazaban
a) adjuk meg a v/3 -nak és 7 -nek megfeleltetett gépi szamokat,
b) végezziik el az fI(m) — f1(v/3) gépi kivonast,
c) adjuk meg a gépi szamabréazolasbol szarmazo abszolit hibakorlatot fI(v/3) -ra, fl(m) -re
és az eredményre!
14. Az M=M(5,-3,3) gépi szamok halmazaban keressiik meg a v/2 -nek és a v/3 -nak megfeleltetett

gépi szamot! Szamitsa ki a fI(v/2) + fI(v/3) értékét a megadott aritmetikaban. Adjon a
kozelitésre abszolut és relativ hibakorlatot!

1.1.2. Miiveletek hibaja

15.

16.

17.

18.

19.

20.

A 3-t 1,73 - 1,73 -mal kozelitjiik. Adjunk a szorzatra abszolut és relativ hibakorlatot, ha
tudjuk, hogy 1,73 a /3 két tizedes jegyre kerekitett értéke!

A 4-et 1,41 - 2,43 -mal kozelitjik. Adjunk a kozelitésre abszolut és relativ hibakorlatot, ha
tudjuk, hogy 1,41 a /2 és 2,43 a /8 két tizedes jegyre kerekitett értéke!

2 2
A V2 -t 1,414
hogy 1,414 a v/2 harom tizedes jegyre kerekitett értéke!

-gyel kozelitjiik. Adjunk a kozelitésre abszolut és relativ hibakorlatot, ha tudjuk,

Az L ¢ 3% -gyel kozelitjiik. Adjuk meg a kozelités abszolit és relativ hibakorlatjat, ha

™

tudjuk, hogy 3,14 a w két tizedes jegyre kerekitett értéke!

Kozelitsiikk az e - m szorzatot 2,718 - 3,142 -vel. Adjuk meg a kozelités abszolut és relativ
hibakorlatjat, ha tudjuk, hogy e és m harom tizedes jegyre kerekitett értékét hasznaltuk.

Szamitsuk ki a /2007 — +/2006 mennyiséget, ha tudjuk, hogy +/2007 = 44,80 és /2006 ~
44,79 két tizedesjegyre szamitott kozelitések!

a) Adjuk meg a szamitott kiilonbség abszolut és relativ hibakorlatjat!

b) A kiilonbséget irjuk fel a vele ekvivalens alakba.

2007 — 2006 1
V2007 — v/2006 = = )
V2007 + /2006 /2007 + /2006

Ezzel a szamitési moéddal milyen abszolat és relativ hibakorlatot kapunk?

c) Hasonlitsuk 6ssze a kétféle szamitas hibabecslését!
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1.1.3. Figgvényérték hibaja

21. A 37 kozelitésére 33-t hasznaljuk. Adjuk meg a fiiggvényérték abszolit és relativ hibakorlatjat,
ha tudjuk, hogy 3 a 7 egészre kerekitett értéke!

22. A e? kozelitésére 3°-t hasznaljuk (e = exp(1)). Adjuk meg a fiiggvényérték abszolit és relativ
hibakorlatjat, ha tudjuk, hogy 3 az e egészre kerekitett értéke!

23. A cos(0,8) kozelitésére cos(])-t hasznaljuk. Adjuk meg a fiiggvényérték abszolit és relativ
hibakorlatjat, ha tudjuk, hogy 0,8 a 7 -nek az egy tizedesjegyre kerekitett értéke!

24. A sin(0,5) kozelitésére sin(g)-t hasznaljuk. Adjuk meg a fliggvényérték abszolut és relativ
hibakorlatjat, ha tudjuk, hogy 0,5 a § -nak az egy tizedesjegyre kerekitett értéke!

1.2. Megoldasok

1.2.1. Gépi szamabrazolas

1. a) A szam elGjele kétféle lehet. Az els6 mantissza jegy mindig 1, a tobbi 5 egyenként kétféle
lehet. A karakterisztika —3-t6l 3-ig 7 féle lehet. Vegyiik még hozza a 0-t, igy Gsszesen

2.25.741 =449

eleme van a halmaznak.

b) eo-t, a legkisebb pozitiv szamot a legkisebb mantisszaval és legkisebb karakterisztikaval

kapjuk.
1

T 16
€1-t, a gépi szdmabrézolas relativ hibajat gy kapjuk, hogy az 1 utan kévetkezd gépi szambol
kivonjuk az 1-et.

1
€0 = [100000] — 3] = 5 - 279 =27

1
€1 = [100001| 1] — [100000| 1] = 275 .21 =275 = 5

Mo-t, a legnagyobb pozitiv gépi szamot a legnagyobb mantisszéval és legnagyobb karakter-
isztikaval kapjuk.

1
My = [111111]3) = (1 —279) - 23 =8 — g = 7875

2. a) A szam elGjele kétféle lehet. Az els6 mantissza jegy mindig 1, a tobbi 4 egyenként kétféle
lehet. A karakterisztika —4-t6l 4-ig 9 féle lehet. Vegyiik még hozza a 0-t, igy Gsszesen

2.21.941=289

eleme van a halmaznak.

b) eo-t, a legkisebb pozitiv szamot a legkisebb mantisszaval és legkisebb karakterisztikaval

kapjuk.

1 1
e = [10000] —4] = 7 -2 =27 = &
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€1-t, a gépi szdmabrazolas relativ hibajat tgy kapjuk, ha az 1 utan kovetkezd gépi szambol

kivonjuk az 1-et.
1
£1 = [10001] 1] — [10000[1] = 27° . 2} =271 = 6
Moo-t, a legnagyobb pozitiv gépi szamot a legnagyobb mantisszéval és legnagyobb karakter-
isztikaval kapjuk.

1
My = [11111]4] = (1 —277) - 2* =16 — 5 = 15,5

a) A szam elGjele kétféle lehet. Az els6 mantissza jegy mindig 1, a tobbi 7 egyenként kétféle
lehet. A karakterisztika —4-t6l 4-ig 9 féle lehet. Vegyiik még hozza a 0-t, igy Osszesen

2.27.941=2305
eleme van a halmaznak.

b) eo-t, a legkisebb pozitiv szdmot a legkisebb mantisszaval és legkisebb karakterisztikaval

kapjuk.
1 1

= [10000000| — 4] = = - 274 =27° = —
€1-t, a gépi szamabrazolés relativ hib4jat Ggy kapjuk, ha az 1 utan koévetkezs gépi szambol
kivonjuk az 1-et.

1
1 = [10000001| 1] — [10000000|1] = 278 . 21 = 277 = o8
Moo-t, a legnagyobb pozitiv gépi szdmot a legnagyobb mantisszaval és legnagyobb karakte-
risztikaval kapjuk.

1
My = [11111111[4] = (1 —27%) - 28 = 16 — 6 = 15,9375

Nézziik meg, melyik az a két gépi szam, mely a 4, 21 -t kozrefogja. Egy lehetséges megoldas,
hogy éatirjuk binaris szdmmé. Az egész és tort részét kiilon valtjuk &t. Az egészrésznél
maradékosan osztunk kettével. A hanyadost az els6 oszlopba irjuk, a maradékot a maéa-
sodik oszlopba. A tortrésznél a tortrészt szorozzuk kettével, ez keriil a masodik oszlopba,
az atvitelt (ha van) az els6 oszlopban taroljuk. Mivel 6 jegyt a mantissza, ezért a kerekités-
sel egyiitt 7 jegyre van sziikségiink, ez az egész résznél 3 jegy (lasd atvaltéas), a tortrésznél
4 jegy kiszamitasat jelenti. Mivel a 4. binaris tort jegy 1, ezért felfelé kerekitiink, a kapott
binéris szam utols6 jegyéhez egyet hozzdadunk binarisan. A téblazatbol az egészrésznél a
maradék jegyek kiolvasaséat lentrdl felfelé, a tortrésznél az atviteli jegyek kiolvasésat fentrél
lefelé végezziik. Igy az 4,21 kerekitése kettes szamrendszerben 100.010 lesz.

21
;‘ > o2
0| &4

110
01 1]68
1] 36

A kapott binaris szamot normalizaljuk, azaz harommal balra toljuk a binaris pontot. Igy
megkaptuk a mantissza jegyeit, a karakterisztika értéke a balra tolas miatt 3 lesz. A gépi
szam szokasos jelolésével felirva

1

1 16+1 17
[100010| 3] = (2 + > g3 101

= — =4,25.
4 4 ’

32
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Ellendrizziik a kapott szam helyességét. Mivel felfelé kerekitettiink, ezért meg kell nézniink a
szam alsé szomszédjat. Ez az

L) gs_32+1_ 33
2" 64

1
100010} 3| = | = + — = — =4,125.
100010]3] = (5 + By

Osszehasonlitva, hogy melyik szam van kozelebb 4, 21-hez azt kapjuk, hogy az eredeti szé-
munk.
4,21 —4,125=0,085 > 0,04 =4,25—4,21

Tehat fl(4,21) = [100010| 3] = LT = 4,25. A szamabréazolasbol szarmazé abszolit hibakorlat
az utolso helyiérték fele (a karakterisztikat is figyelve), azaz

11 ., 1
Ajyao1) = AT AT

5. Nézziik meg, melyik az a két gépi szadm, mely a 0, 11 -t kozrefogja. Egy lehetséges megoldas,
hogy atirjuk binaris szdmmaé. A szamnak csak tortrésze van. A tortrészt szorozzuk kettével,
ez keriil a mésodik oszlopba, az atvitelt (ha van) az els6 oszlopban taroljuk.

11
22
44
88
76
52
04
08
16
32
64

Latjuk, hogy az els§ hadrom binaris jegy 0, ezeket nem &brazoljuk a mantisszdban. Uténa
mivel 6 jegy a mantissza, a kerekitéssel egyiitt még 7 jegyre van sziikségiink. Mivel a 10.
binaris tort jegy 0, ezért lefelé kerekitiink. A tablazatbol az atviteli jegyek kiolvasasét fentrél
lefelé végezziik. Igy a 0,11 kerekitése kettes szamrendszerben 0.000111000 lesz.

A kapott binaris szamot normalizaljuk, azaz harommal jobbra toljuk a binaris pontot. Igy
megkaptuk a mantissza jegyeit, a karakterisztika értéke a jobbra tolads miatt —3 lesz. A gépi
szam szokasos jelolésével felirva

4+42+1 7

6l 6= 0,109375.

1 1 1
111000| = 3] = (= 4+ -+ =) -273 =
[111000| — 3] <2+4+8>

Ellendrizziik a kapott szam helyességét. Mivel lefelé kerekitettiink, ezért meg kell nézniink a
szam fels6 szomszédjat. Ez az

1 1 1 1 324+16+8+1 57
111001 — 3] = (= + > + = 93 _ o0
[111001] — 3] <+ +o+ ) 12 12

— =0,111328125
2 4 8 64 ’

Osszehasonlitva, hogy melyik szam van kozelebb 0,11 -hez azt kapjuk, hogy az eredeti szé-
munk.
0,11 —0,109375 = 0,000625 < 0,001328125 =0,111328125 — 0,11
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Tehat f1(0,11) = [111000] — 3] = & = 0,109375. A szamabrazolésbol szarmazo abszolit

hibakorlat az utolsé helyiérték fele (a karakterisztikat is figyelve), azaz
1 1 o3 1

A =——" =—.
SO ™ 9" 64 128
Latjuk, hogy a nulldhoz kozeli szamokat sokkal pontosabban &brézoljuk.

Irjuk at mindharom tizedestortet binaris szamma. A szamoknak csak tortrésziik van. A
tortrészt szorozzuk kettével, ez keriil a méasodik oszlopba, az atvitelt (ha van) az els6 osz-
lopban taroljuk.

17 167 1667
034 0334 03334
0168 0| 668 0 | 6668
1|36 1336 13336
0172 0672 0| 6672
1|44 1344 1| 3344
0|88 0| 688 0 | 6688
1|76 1| 376 1| 3376
052 0| 752 0| 6752
1|04 1|504 1| 3504
0108 1008 0 | 7008
0]16 “1]016 114016

Latjuk, hogy az els6 két binaris jegy 0, ezeket nem &brazoljuk a mantisszaban. Mivel 8 jegyt
a mantissza, a kerekitéssel egyiitt még 9 jegyre van sziikségiink.

Els§ esetben a 11. binaris tort jegy 0, ezért lefelé kerekitiink. A 0, 17 kerekitése kettes szam-
rendszerben 0.0010101010 lesz.

A masodik esetben a 11. binaris tort jegy 1, ezért felfelé kerekitiink. A 0, 167 kerekitése kettes
szamrendszerben 0.0010101100 lesz.

A harmadik esetben a 11. binaris tort jegy 1, ezért felfelé kerekitiink. A tablazatbol az
atviteli jegyek kiolvasasat fentrol lefelé végezziik. A 0, 1667 kerekitése kettes szamrendszerben
0.0010101011 lesz.

A kapott binaris szamot normalizaljuk, azaz kettével jobbra toljuk a binaris pontot. Igy
megkaptuk a mantissza jegyeit, a karakterisztika értéke a jobbra tolds miatt —2 lesz. A gépi
szam szokasos jelolésével felirva

1 1 1 1) 272_64+16+4+1_ 85 170

10101010] — 2] = [ = 4+ = + — + —
[10101010| — 2] <2+8+w+1%

=0,166015625.
1 1 1 1 324+8+2+1 43 172
10101100| - 2] = (= + -+ — 4 — ) .92 22"t t=2 "~ _ ™ _ ~'% _
[ =2 <2 +'8'+ 32+ 64) 256 256 1024
=0, 16796875.
1 1 1 1 1 1284+32+8+2+1 171
10101011 = 2| = [ =+ =+ — 4+ — 4+ — ) .272 = - —
[10101011] — 2] <2 +’8‘+ 32+ 128+ 256) 1024 1024

= 0,1669921875.

512 T 512 1024

Mivel az els6 két szomszédos gépi szam kozrefogja az % -ot, ezért fl(%) a ketts koziil a
kozelebbik lesz. A 4 tizedesjegyre felirt kozelitésbdl kapjuk a keresett gépi szamot. Tehat
171

1
£l ((3) = [10101011| — 2] = 77 = 0, 1669921875.
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Latjuk, hogy a nulldhoz kozeli szamok nagyon kozel vannak egymashoz, ezért a kozelitésiikre
figyelni kell.

7. Nézziik meg, melyik az a két gépi szam, mely a v/2 -t kozrefogja. Egy lehetséges megoldas,
hogy atirjuk tizedestortbe (figyelve arra, hogy a mantisszahoz kell§ pontossagu legyen), majd
ezt az alakot atvaltjuk binaris szamma. v/2 ~ 1,414 -gyel dolgozunk. Az egész és tort részét
kiilon valtjuk at. Az egészrésznél maradékosan osztunk kettével. A hanyadost az elsé oszlopba
irjuk, a maradékot a masodik oszlopba. A tortrésznél a tortrészt szorozzuk kettével, ez keriil a
méasodik oszlopba, az atvitelt (ha van) az els6 oszlopban taroljuk. Mivel 6 jegyi a mantissza,
ezért a kerekitéssel egyiitt 7 jegyre van sziikségiink, ez a tortrésznél 6 jegy kiszamitasat
jelenti. Mivel a 6. jegy 0 , ezért lefelé kerekitiink. (Ha a kerekitd jegy 1 lenne, akkor a kapott
binéris szam utolso jegyéhez egyet hozzdadunk binarisan.) A tablazatbol az egészrésznél a
maradék jegyek kiolvasasat lentrol felfelé, a tortrésznél az atviteli jegyek kiolvasésat fentrsl
lefelé végezziik. Igy az 1,414 kerekitése kettes szamrendszerben 1.01101 lesz.

414
828
656
312
624
248
| 496

A kapott binaris szamot normalizaljuk, azaz eggyel balra toljuk a binaris pontot. Igy megkap-
tuk a mantissza jegyeit, a karakterisztika értéke a balra tolas miatt 1 lesz. A gépi szam szokésos
jelolésével felirva

+ =+ = — = 1,40625.

1 1 1 1 32+8+4+1 45
101101[1] = (= + = ol — _
[101101}1] <2+8 16 64) 32 32

Ellenérizziik a kapott szam helyességét. Mivel lefelé kerekitettiink, ezért meg kell nézniink a
szam fels§ szomszédjat. Ez az

1 1 1 1 21_16+4+2+1_23
2 8 16 32 N 16 16

[101110]1] = <+++ =0 —1,4375.

Osszehasonlitva, hogy melyik szam van kozelebb v/2 -h6z azt kapjuk, hogy az eredeti szamunk.
V2 — 1,40625 =~ 0,00796 < 0,02328 ~ 1,4375 — v/2

Tehat fI(v/2) = [101101]1] = $5 = 1,40625.

A szamabrazolasbol szarmazo abszolat hibakorlat az utolséd helyiérték fele (a karakterisztikat

is figyelve), azaz

i lei.

A = .
64 64

fiv2) —

DN | =

8. Nézziik meg, melyik az a két gépi szam, mely a /3 -t kozrefogja. Egy lehetséges megoldas,
hogy atirjuk tizedestortbe (figyelve arra, hogy a mantisszahoz kell§ pontossagu legyen), majd
ezt az alakot atvaltjuk binaris szammaé. v/3 ~ 1,732 -gyel dolgozunk. Az egész és tort részét
kiilon valtjuk at. Az egészrésznél maradékosan osztunk kettGvel. A hdnyadost az elsé oszlopba
irjuk, a maradékot a masodik oszlopba. A tortrésznél a tortrészt szorozzuk kettével, ez keriil a
mésodik oszlopba, az atvitelt (ha van) az els§ oszlopban taroljuk. Mivel 5 jegyd a mantissza,
ezért a kerekitéssel egyiitt 6 jegyre van sziikséglink, ez a tortrésznél 5 jegy kiszamitasat jelenti.
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Mivel a 5. jegy 1, ezért felfelé kerekitiink, a kapott binéris szdm utolso jegyéhez egyet hoz-
zéadunk binarisan. A tablazatbol az egészrésznél a maradék jegyek kiolvasasat lentrdl felfelé,
a tortrésznél az atviteli jegyek kiolvasasat fentrdl lefelée végezziik. Igy az 1,732 kerekitése
kettes szamrendszerben 1.1100 lesz.

732
11464
1 0928
01 1| 856
172
1424
A kapott binaris szamot normalizaljuk, azaz eggyel balra toljuk a binaris pontot. Igy megkap-
tuk a mantissza jegyeit, a karakterisztika értéke a balra tolas miatt 1 lesz. A gépi szam szokésos
jelolésével felirva
1 1 1 4+24+1 7
11100| 1] =+ ~+=) - 2'=—""— = - =1,75.
[11100] 1] <2+4+8> 1 1 ,75
Ellendrizziik a kapott szam helyességét. Mivel felfelé kerekitettiink, ezért meg kell nézniink a
szam als6 szomszédjat. Ez az
1 1 1 1 16+8+2+1 27
1moil=(2+2+ 4 —_ .ot =_2171T27-_ 2 _1 _
[11011]1] <2+4+16+32> 16 16 , 6875
Osszehasonlitva, hogy melyik szam van kozelebb v/3 -hoz azt kapjuk, hogy az eredeti szamunk.
V3 —1,6875 ~ 0,04455 > 0,01795 ~ 1,75 — V3
Tehdt fI(v/3) = [11100/1] = £ = 1,75. Mivel 6 mantissza jegyet kellett pontosan kisza-
molnunk, ezért két tizedesjegyre kerekitett értékkel is ugyanezt az eredményt kaptuk volna.
(103 ~ 219 azaz 3 tizedesjegy felel meg 10 binaris jegynek.)
9.  Nézziik meg, melyik az a két gépi szam, mely a /5 -t kozrefogja. Egy lehetséges megoldas,

hogy atirjuk tizedestortbe (figyelve arra, hogy a mantisszahoz kell6 pontossagu legyen), majd
ezt az alakot atvaltjuk binaris szammé. v/5 ~ 2,236 -del dolgozunk. Az egész és tort részét
kiilon valtjuk at. Az egészrésznél maradékosan osztunk kettével. A hanyadost az elsé oszlopba
irjuk, a maradékot a masodik oszlopba. A tortrésznél a tortrészt szorozzuk kettével, ez keriil a
méasodik oszlopba, az atvitelt (ha van) az els6 oszlopban taroljuk. Mivel 6 jegyt a mantissza,
ezért a kerekitéssel egyiitt 7 jegyre van sziikségiink, ez a tortrésznél 5 jegy kiszamitasat jelenti.
Mivel az 5. jegy 1, ezért felfelé kerekitiink, a kapott binaris szam utolso jegyéhez egyet hoz-
zdadunk binarisan. A tablazatbol az egészrésznél a maradék jegyek kiolvasasat lentrdl felfelé,
a tortrésznél az atviteli jegyek kiolvasasat fentrdl lefele végezziik. Igy az 2,236 kerekitése
kettes szamrendszerben 10.0100 lesz.

236
0472
0| 944
1| 888
1
1

O =N
=]

776
952

A kapott binaris szamot normalizaljuk, azaz kettével balra toljuk a binaris pontot. Igy
megkaptuk a mantissza jegyeit, a karakterisztika értéke a balra tolas miatt 2 lesz. A gépi
szam szokasos jelolésével felirva

1 8+1 9

1
[100100] 2] = (4—) 2?2 = = - =225

W |

2 16 4
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10.

Ellendrizziik a kapott szdm helyességét. Mivel lefelé kerekitettiink, ezért meg kell nézniink a
szam fels szomszédjat. Ez az
1 1 1>.22:32+2+1:35

100011|2) = ( = + — + — 2 = 2,1875.
[100011}2] (2+32+64 16 T

Osszehasonlitva, hogy melyik szam van kozelebb v/5 -h6z azt kapjuk, hogy az eredeti szamunk.
V5 —2,1875 ~ 0,04857 > 0,01393 ~ 2,25 — /5
Tehat f1(v/5) = [100100|2] = 2 = 2, 25.

A szamabrazolasbol szarmazo abszolat hibakorlat az utolsé helyiérték fele (a karakterisztikat

is figyelve), azaz
L1, 1

A

VS T2 64T T 32
A relativ hibakorlat (abszolut hibakorlat/kozelits érték)

9-8

»M@‘%‘»—l

1
S r1vE) = = =5 ~0,01389.

a) A megoldashoz hasznéljuk fel a 6. feladat megoldasaban az % binaris kozelitésére kapott
megoldast: 0.0010101011. Mivel most csak 6 hosszt a mantisszank, ezért 6 jegyre van sziik-
ségilink az els§ egyestsl. A 9. jegyben 1évS 1-es miatt felfelé kerekiteniink (a kettedes pont
utani két 0-t nem abrazoljuk).

Igy fi(3) = [101011] — 2].

Ellenérizziik, hogy ¢ az [101010] — 2] és az [101011| — 2] kéziil az utébbihoz van kézelebb.

1 1 1 16+4+1 21
101010 — 2| = [+ =+ — ) - 272 =" "~ = == —,164062
[101010] — 2] <2+8+32) o8 g = 0. 1640625

1 1 1 1 _ 32+8+2+1 43
101011 — 2= (=44 —4—|-22="S1 - = —0,1
[101011] — 2] <2+8+32+64) 556 556 — 0+ 16796875

Az 1—12 binaris kozelitését ugy kapjuk, hogy jobbra léptetjiik eggyel az % binaris kozelitését
(kettével osztunk): 0.00010101011. Mivel 6 hosszi a mantisszank, ezért 6 jegyre van sziik-
ségiink az els6 egyestsl. A 10. jegyben 1évs 1-es miatt felfelé kerekiteniink (a kettedes pont
utani harom 0-t nem abrazoljuk).

Igy fl(5) = [101011] — 3].

Ellendérizziik, hogy % ~ 0,08333333 az [101010| — 3] és az [101011| — 3] koziil az utébbihoz
van kozelebb.

1 1 1 16+4+1 21
101010[ = 3] = (= 4+ -+ =) -23 = ="~ = == —(,0820312
[101010] — 3] <2+8+32> 55 org = 008203125
1 1 1 1\ .5 32+8+2+1 43
[101011] — 3] = (2 tetgst 64> 270 = Tt = o = 0,083084375

A kivonast csak gy tudjuk elvégezni, ha kozos karakterisztikara hozzuk a szédmokat és
kerekitiink. Ez a karakterisztika a nagyobbik lesz, mert igy lesz kisebb a hiba.

Az fl(35) kerekitése [101011| — 3] = [0101011| — 2].
[101011] — 2]

—[010110| — 2]
[010101] — 2]
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A kapott eredményt normalizalni kell (a binaris pontot eggyel jobbra toljuk és csokkentjiik a
karakterisztikat eggyel)

21
101010] — 3] = — = 0,08203125.
[ | =31= 25
c) flI(3) = [101011] — 2] abszolit hibakorlatja
L o6 52 50
fU(35) = [101011] — 3] abszoltt hibakorlatja
1l o6 53 510
Az eredmény abszolut hibakorlatja
1
Ag =-.270.273 22710,
256 2
11. Az 2-t tizedestorttel kozelitjiik (figyelve arra, hogy a mantisszahoz kell6 pontosségu legyen),

majii ezt az alakot atvaltjuk binaris szadmma. % ~ 0,833 -mal dolgozunk. A szamnak csak
tortrésze van, ezt arirjuk binaris szamma (lasd a korabbi megoldéasokat). Mivel most 6 hosszu
a mantisszank, ezért a 7. jegyben 1év6 0 miatt lefelé kerekiteniink. A karakterisztika 0, mivel
az els6 binaris jegy 1.

833
| 666

332

664

328

656

312
624

Ellenérizziik, hogy 2 az [110101|0] és az [110110| 0] kéziil az el6bbihez van kdzelebb. Igy
fU(2) = [110101] 0].

1 1 1 1 324+16+4+1 53
1101010 = (= + =4+ — + — ] - 29 = =2 =0, 82812
[110101] 0] <2+4+16+64) o1 ol 0, 828125
1 1 1 1 16+84+2+1 27
11011 = (+>4+ =)0 =" """ _0 844
[110110]| 0] (2+4+16+32> = = 0, 844375

Az Osszeadast egyszert elvégezni, mivel a karakterisztikdk megegyeznek. Elvégezziik binarisan
az Osszadast.

[1101010]
+[110101|0]
[1101010|0]

A kapott eredményt normalizalni kell (a karakterisztikat eggyel noveljiik a keletkezett atvitel

miatt)

53 53
1101010[ 0] = [110101]1] = == - 2 = 25 = 1, 65625.
1101010/ 0] = [110101] 1] = 55 = 165625

Az Osszeg abszolut hibakorlatja

Ass = = -276.91 =976
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12.

13.

a) A megoldashoz felhasznaljuk a 6. feladat megoldasaban az % binaris kozelitésére kapott
megoldast: 0.0010101011. Az % binéris kozelitését ugy kapjuk, hogy balra 1éptetjiik eggyel az
% binaris kozelitését (kettével szorzunk): 0.010101011. Ellendrizziik, hogy % ~ 0,333333 az
[10101010] — 1] és az [10101011| — 1] koziil az utobbihoz van kozelebb.

Igy fl(3) = [10101011] — 2] és fI(3) = [10101011] — 1].

1 1 1 1 . 64+164+4+1 85
10101010 - 1] ==+ -+ — + — ) - 271 = =— = 20312
(10101010} —1] <2+8+32+128> 256 256 0, 33203125

1 1 1 1 1 128+32+8+2+1 171
10101011 1] =(=4+-+ —+ —+— ) - 271 = =__ =
[10101011] — 1] ( +-+ =+ + ) 513 "o

2 8 32 128 256
= 0,333984375

b) A kivonast csak ugy tudjuk elvégezni, ha kozos karakterisztikara hozzuk a szamokat és
kerekitiink. Ez a karakterisztika a nagyobbik lesz, mert igy lesz kisebb a hiba.

Az fl(1) kerekitése [10101011| — 2] = [010101011| — 1].

[10101011] — 1]
—[01010110] — 1]
[01010101] — 1]

A kapott eredményt normalizélni és kerekiteni kell (a binaris pontot eggyel jobbra toljuk és
csokkentjiik a karakterisztikat eggyel)

85
[10101010] — 2] = = = 0,166015625.

o1

c) fl(g) = [10101011| — 2] abszoltt hibakorlatja

_ 1 9=8.9-2 _ 9—11

Ay 2

fU(3) = [101011| — 1] abszolut hibakorlatja

1l o8 51510
Az eredmény abszolut hibakorlatja
A Ll _ym
fl(58152 - 2 - .

a) A v/3-nak megfeleltetett gépi szamot mar az 8. feladatban kerestiik, de akkor mas man-
tisszaval. Még egy jegyet szamoljunk hozzé a tortrészhez és kerekitsiink.

1 1 1 1 1\ 4
fl(\/§)_[110111|1]_<2+4+16+32+64>.2_

_32416+4+2+1 55
a 32 32

=1,71875.
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Ellenérizziik, hogy v/3 az [110111]1] és az [111000| 1] koziil az el6bbihez van kozelebb. Igy
fl(V/3) = [110111]1]. A 7 ~ 3,142, ezt irjuk at binaris tortté a korabbi megoldasokban
ismertetett médon m ~ 11.00105.

| 142
3 0| 284
11T 0| 568
0l 11136
0272
0| 544
1 1 1 16+8+1 25
I(m) =[110010[2] = (= + ~ + o= | - 22 = ———— = = =3,12
fl(m) = [110010] 2] <2+4+32) 3 3 3,125
Ellenérizziik, hogy 7 az [110010|2] és az [110011|2] koziil az elébbihez van kozelebb. Igy
fl(m) = [110010] 2].
b) A kivonast csak ugy tudjuk elvégezni, ha kozos karakterisztikara hozzuk a szamokat
és kerekitiink. Ez a karakterisztika a nagyobbik lesz, mert igy lesz kisebb a hiba. Azaz
[110111] 1] = [0110111|2], 6 jegyre kerekitve [011100] 2].
[110010] 2]
—[011100] 2]
[010110] 2]
A kapott eredményt normalizélni és kerekiteni kell (a binaris pontot eggyel jobbra toljuk és
csokkentjiik a karakterisztikat eggyel)
1 1 1 8+2+1 11
010110/ 2] = [101100]1] = (= + - + — ) - 2! = ———— = — =1,375.
010110]2) = 101100/ 1] = (5 + § + 75 ) !
c) fI(v/3) = [110111] 1] abszolat hibakorlatja
A ~Lligegi g
fiV3) — 9 - :
fl(m) = [110010] 2] abszolut hibakorlatja
Ay = =270 .92 = 979
fum) = 5 :
Az eredmény abszolut hibakorlatja
L 6 o1 -6
A =—-:27°.20 =277,
8 2
14. A V/2-nek megfeleltetett gépi szamot a 7. feladatbol leolvashatjuk, most 5 jegyt mantisszat

kerestink

fI(V2) = [10111]1].
A V/3-nak megfeleltetett gépi szam a 8. feladatbol

FI(V/3) = [11100] 1].
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Mivel azonos a karakterisztika, egyszert 0sszeadni.

[10111]1]
+[11100|1]
[110011[1]

Az 6sszeg kerekitve és normalizéilva

11 1 8+4+1 13
11010|2] = (= 4+ -+ — ) - 22 = ——— .
[1101012] <2+4+16> 4 4

Az eredmény abszolut hibakorlatja

1
Az == .272.92 =974
1 2

1.2.2. Miiveletek hibaja

15. A /3 ~ 1,73 kozelités abszoltut hibakorlatja a két tizedesjegyre vald kerekitésbsl adodoan
A1 73 =0,005.

s (oo Az 0,005 _
Az 1,73 relativ hibakorlatja 1717;3 = 73 < 0,0029 = 6y 73.

A szorzat hibakorlatjaira vonatkozo tételbdsl
Ay73173=2-1,73- Ay 73 =0,0173

01,73.1,73 = 2 - 01,73 = 0,0058.

A relativ hibakorlatot szamolhatjuk a definiciobol is

Air7373  0,0173
e < 0,0058 = 01 73.1.73.
1,73-1,73  2,9929 — 1,731,73

16. A2~ 1,41 ésa /8 ~ 2,83 kozelités abszolut hibakorlatja a két tizedesjegyre valo kerekités-
bol adoddan A1741 == A2783 == 0, 005.

Az 1,41 relativ hibakorlatja Allﬁl = 01,04015 < 0,00355 = 01 41.

Az 2,83 relativ hibakorlatja A22é§3 = 02’ 8035 < 0,00177 = 02 83.

A szorzat hibakorlatjaira vonatkozo tételbdl
A1741.2,83 =1,41- A2,83 + 2,83 - A1,41 = 0,005 - (1, 41 + 2, 83) =0,0212

(51773.1773 = (51’41 + 52,83 = 0,00355 4+ 0,00177 = 0,00532.
A relativ hibakorlatot szamolhatjuk a definiciobol is

A1 41.283 _0,0212
1,41-2,83  3,9903

< 0,00532 = 01,41.2,83-
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17.

18.

19.

A V2 = 1,414 kozelités abszolut hibakorlatja a harom tizedesjegyre valo kerekitésbdl adodoan
A1 414 = 0,0005.

Az 1,414 relativ hibakorldtja G414 = 09995 < (000354 = 6 414.

Az osztéas hibakorlatjaira vonatkozo tételbsl

_ 2-A1g14+1,414-0
T4 1,4142

~ (0,00051

0 2 = 517414 + 0 = 0,000354.

1,414

A relativ hibakorlatot szamolhatjuk a definiciébdl is

A >
1
A< 0,0005 <0,00037=46_2 .

2 —
Ta1d 1,4144 1,414

A 7 =~ 3,14 kozelités abszoliut hibakorlatja a két tizedesjegyre vald kerekitésbsl addéddan
A3z 14 = 0,005.

Az 3,14 relativ hibakorlatja 521 = %005 <0 0016 = 83 14.

Az osztéas hibakorlatjaira vonatkozo tételbdl

A _1'A3714—|—1,14'0N0,005
Tl 3,142 T 3,142

~ 0,00051

0 1 =0314+0=0,0016.
1

3,1

A relativ hibakorlatot szamolhatjuk a definiciobol is

A?}M _ 0,00051

< 1= .
= 79,8596 < 0,0005 5%14

3,14

Ae = 2,718 és a m ~ 3,142 kozelités abszolat hibakorlatja a harom tizedesjegyre valo
kerekitésbdl adodoan As 718 = Az 1420 = 0,0005.

Az 2,718 relativ hibakorlatja A227’71188 = 02’0701085 < 0,000184 = 02 71s.

Az 3,142 relativ hibakorlatja 5312 = 00995 < 0 000160 = 83 142.

A szorzat hibakorlatjaira vonatkozé tételbdl
Ag 7183142 = 3,142 - Ag g + 2,718 - Az 149 = 0,0005 - (2,718 + 3, 142) = 0,00293

52,718-3,142 = 52,718 + 537142 = 0,000184 + 0,000160 = 0,000344.
A relativ hibakorlatot szamolhatjuk a definiciobol is

A2 718.3,142 0,00293
rUCEVCES < 0,000344 = 897183 149-
2,718 -3,142  8,539956 — ' 2,718-3,142
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20.

A /2007 = 44,80 és a /2006 =~ 44, 79 kozelités abszolut hibakorlatja a két tizedesjegyre vald
kerekitésbdl adodoan Agygo = Aga 79 = 0,005.

A relativ hibakorlatok

Aggg0 0,005
2 — < 0,000111607
44, 80 44,80 — 7
és
Asszo 0,005

= < 111632.
14,79  ad,79 = V0001163

Iy 644,80 = Oaa,70 ~ 0,0001117.
a) A szamitott kiilonbség 0,01. Az abszolat hibakorlatja

Ago1 = Ayg80 + Ays79 = 0,01.

A relativ hibakorlatja a definicié alapjan szamolva Aoo(ﬁl =1=do,01-

b) A masik modon szamolva

Ay480+44,79 = Ago 50 = Aga80 + Ayy79 = 0,01

_ 1-Aggs9+0 N 0,01

A = ~ = 0,000001245.
.59 89, 592 8026
A relativ hibakorlat
A
22 = 0,000001245 - 89,59 = 0,00011624 = Jg9,59.
89,59

c) Az els rész eredményébdl latjuk, hogy a kozeli szamok kivonasa megnoveli a relativ hibat,
most a 10%-szeresre n6tt. Az 1 relativ hibakorlat til nagy. Ezzel ellentétben a masodik részben
kapott eredmény relativ hibija a kiindulasi értékek relativ hibdjaval azonos nagysagrendd.
Tehét ez a szamitasi moéd stabilabb, megbizhatobb eredményt ad.

1.2.3. Fiuggvényérték hibaja

21.

A 3 abszolut hibakorlatja a kerekitésbdl adodoan Az = 0, 5.

A 3 relativ hibakorlatja d3 = % = Oé‘r’ = %.

A fliggvényérték hibajara kapott Ay = My - A, becslés alapjan szamolunk, ahol
M; = max{|f(x)|: z € ka,(a)}.

Mivel f(z) = 3% és f'(x) = In(3) - 3%, igy x € [3;3, 5]-re
My =In(3) - 3% ~ 51, 377.

Ags =1n(3)-3%5.0,5 =1n(3) - 3% - V30,5 ~ 25,6885

Ags In(3)-3%5.0,5 1

5 = 23 zln(3)-\/§-3-6§0,952:533
A kapott értékekbdl latjuk, hogy az abszolut hibakorlat kb. 50-szeresre, a relativ hibakorlat
pedig kb. 6-szorosra nétt.
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22. A 3 abszolut hibakorlatja a kerekitésbdl adoddéan Az = 0, 5.
A 3 relativ hibakorlatja 63 = % = 0:’,)5 = %.
A fliggvényérték hibajara kapott Ay = My - A, becslés alapjan szamolunk, ahol
My = max{[f(z)| : © € ka,(a)}.
Mivel f(z) = 22 és f'(z) = 2z, igy x € [2,5;3]-ra
My =2-3=6.
Az2 =6-0,5=3
A32 3 ]. 5
2 oy
A kapott értékekbdl latjuk, hogy az abszolut hibakorlat a 6-szorosara, a relativ hibakorlat
pedig kétszeresére nétt.
23. A feladat szerint most 0,8 a pontos érték, helyette 7 -gyel dolgozunk, mert ennek ismerjiik
a coszinuszét (cos(§) = @) Az 7 abszolut hibakorlatja a kerekitésb6l adodéan Az = 0,05.
A T relativ hibakorlatja 0= = 2% = 905 _ 0, 0625
4 Ja 0z = 33 0,8 ’ :
A fiiggvényérték hibdjara kapott A,y = Mi - A, becslés alapjan szdmolunk, ahol
M, = max{|f(x)| : x € ka,(a)}.
Mivel f(z) = cos(z) és f'(x) = —sin(z), igy « € [0,75;0, 85]-ra
M = sin(0,75) ~ 0, 682.
ACOS(%) =0,682-0,05=0,0341
Acos(l) 0, 0341
5 = < V2 <0,0482 = 5005(%) = 5?
2 2
24. A feladatban most 0,5 a pontos érték és T a kozelité érték, mert a szinuszat ismerjiik

6
(sin(§) = 0,5). A § abszolit hibakorlétja a kerekitésbél adédoan Az = 0, 05.

A%_0,05_01
05 — 05 — bl

A fliggvényérték hibajara kapott Ayg) = My - A, becslés alapjan szamolunk, ahol

A § relativ hibakorlatja (5% =

My = max{|f(z)| : € ka,(a)},
Mivel f(z) = sin(z) és f/(x) = cos(x), igy = € [0,45;0, 55]-ra
M; = cos(0,55) ~ 0, 853.

Asin(%) = A0,5 =0,853-0,05 = 0,04265

Agin(zy  0,04265
62 <L
0,5 — 0,5

< 0,0853 = do,5 = dsin(z )



2. fejezet

MATRIX SZORZAT FELBONTASOK

2.1. Feladatok

2.1.1. Gauss eliminaci6 és determinans meghatarozasa

1. Oldjuk meg az Ax = b linearis egyenletrendszert Gauss eliminacioval!
1 2 -1 4
-1 3 1 6
2 Oldjuk meg az Ax = b linearis egyenletrendszert Gauss eliminacioval!
1 -2 5 9
A=1|1 -1 3|, b= 2
3 -6 -1 25
3. Oldjuk meg az Ax = b linearis egyenletrendszert Gauss eliminaciéval és szamitsuk ki az A
méatrix determinansét!
1 -2 1
—1 2 =2 0
4. Oldjuk meg az Ax = b lineéris egyenletrendszert Gauss eliminaciéval és szamitsuk ki az A
méatrix determinansét!
2 -6 0 2
A=|-5 -5 =7|, b=|-6
-4 3 -1 7
5. Oldjuk meg az Ax = b lineéris egyenletrendszert Gauss eliminacioval, részleges fGelem-

kivalasztéssal és hatarozzuk meg a matrix determinansat!

2 1 3 1
A=|4 4 7], b=|1
2 59 3
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6. Oldjuk meg az Ax = b linearis egyenletrendszert Gauss eliminécibval, részleges fGelem-
kivalasztéassal és hatarozzuk meg a matrix determinansat!

0 7 =8 3
A= 2 4 =5, b=|1
-4 -6 5 9
7. Oldjuk meg az alabbi Ax = b lineéris egyenletrendszert Gauss eliminacidval, teljes f6elemkivéilasztas-

sal és szamitsuk ki az A matrix determinansat!

1 -1 2 3
A=12 3 1|, b=|5
3 21 8

8. Oldjuk meg az alabbi két jobboldal esetén az Ax = by és az Ax = by linearis egyenletrend-
szereket Gauss eliminécio segitségével!

1 -1 2 1 3 3
2 3 1 -1 5 5
A=l3 9 3 of P17 |g|P27 5
1 4 -1 =2 2 0
9. Oldjuk meg az Ax = b linearis egyenletrendszert Gauss eliminacioval!
[ 0 ... 0] [ —1]
-1 1 0 ... 0 1
A = 0 -1 1 ... 0 ., b= -1
| 0 0 ... =1 1] | (=)™ ]

10. Oldjuk meg Gauss eliminacioval az Ax = b linearis egyenletrendszert!

10 0 ... 0 1
11 0 ... 0 1
A=(01 1 ... 01 p=]|1
[0 0 1 1] |1

2.1.2. Matrix inverz meghatarozasa

11. Szamitsuk ki az A matrix inverzét és determinansat Gauss eliminécioval!

11 1
A= 2 4 2
-1 5 -2
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Hatarozzuk meg a A matrix inverzét Gauss eliminécioval és adjuk meg a determinéns értékét!

1 -1 0
A=]-1 1 -1
0 -1 1

Hatéarozzuk meg az A matrix inverzét Gauss eliminacioval és adjuk meg a determinéns értékét!

1 -1 0
A=]-1 4 -1
0 -1 1

Hatéarozzuk meg az A matrix inverzét Gauss eliminacioval és adjuk meg a determinéns értékét!

1 11
A=|-1 11
1 -1 1

Hatéarozzuk meg az A matrix inverzét Gauss eliminacioval és adjuk meg a determinéns értékét!

1 1 1 1

1 1 -1 -1
A= 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

Hatarozzuk meg az A matrix inverzét Gauss eliminaciovall

100 ...0
110 ...0
A—|1 11 ..0
111 1]

1 0 0 ... ...0
1 0 ... ... 0

0 2 1 ... ..0

A= . . .
0 2 1 0

0 0 2 1]

1 1 0 ... ...0
1 1 ... ... 0
0 0 1 ... ... 0

A= L
0 0 11
0 0 0 1]
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2.1.3. LU felbontas

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

Adjuk meg az A matrix LU felbontasat és ennek segitségével hatarozzuk meg a determinans
értékét!

1 2 3
A=1|-2 47
1 3 7

Adja meg az A maétrix LU felbontasat és ennek segitségével hatarozzuk meg a determinans
értékeét!

2 -5 3
A= 1 3
-4 2 -1

Hatarozzuk meg az A matrix LU felbontasat és ennek segitségével hatarozzuk meg a deter-
minéns értékét!

A:

[\ V)
U
O© J W

Hatarozzuk meg az A matrix LU felbontasat és ennek segitségével hatarozzuk meg a deter-
minéns értékét!

3 40

A=1|6 2 0

9 1

oo

Készitsiik el az A matrix LU felbontasat a Gauss eliminécioval parhuzamosan!

1 2 3
A=|-2 47
1 3 7

Készitsiik el az A méatrix LU felbontésat a Gauss eliminécio segitségével, azzal parhuzamosan!

2 -5 3
A= 1 3 7
-4 2 -1

Készitsiik el az A matrix LU felbontasat a Gauss eliminécio segitségével!
4
2

3 0
A=16 0
9 1

o

Hatarozzuk meg az A matrix LU felbontasat méatrix szorzés segitségével, hasznaljuk a par-

ketta elrendezést!
1

2 3
A=|-2 47
1 3 7
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

Hatarozzuk meg az A matrix LU felbontasat méatrix szorzés segitségével, hasznaljuk a par-
ketta elrendezést!

2 -5 3
A= 1 3 7
-4 2 -1

Hatarozzuk meg az A métrix LU felbontasidt matrix szorzas segitségével, hasznaljuk az os-
zlopfolytonos elrendezést!

1 2 3
A=|-2 47
1 3 7

Hatarozzuk meg az A métrix LU felbontasidt matrix szorzas segitségével, hasznaljuk az os-
zlopfolytonos elrendezést!

2 -5 3
A= 1 37
-4 2 -1

Hatérozzuk meg az A matrix LU felbontasat méatrix szorzés segitségével, hasznaljuk a sor-
folytonos elrendezést!

2 -5 3
A= 1 37
-4 2 -1

Hatarozzuk meg az A métrix LU felbontasiat matrix szorzas segitségével, hasznaljuk az os-
zlopfolytonos elrendezést!

— 2
A 8 9 18 -2
33 63

-10 -14 3 &

Hatarozzuk meg az A matrix LU felbontasat sorfolytonos, oszlopfolytonos és parketta elren-
dezés segitségével!

2 4 -6
A=|-6 —-17 19
§ —4 -14

2.1.4. LDU felbontas LU segitségével

33.

Adjuk meg az A matrix LDU felbontasat az LU felbontas segitségével!

4 3 1
A=|(8 8 5
-4 -7 =5
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34. Adjuk meg az A matrix LDU felbontaséat az LU felbontas segitségével!
1 2 4
A=1(3 1 2
01 8
35. Adjuk meg az A matrix LDU felbontasat az LU felbontas segitségével!
10

2
A=1|-1 21
0 -1 2

36. Adjuk meg az A matrix LDU felbontasat az LU felbontas segitségével!

4
A=|4
6

o e
N DN

37. Adjuk meg az A matrix LDU felbontaséat az LU felbontas segitségével!

4
A=|1
1

o B

1
0
4
38. Adjuk meg az A matrix LDU felbontasat az LU felbontas segitségével!

A:

— = =
O o
= O DN

39. Adjuk meg az A matrix LDU felbontaséat az LU felbontas segitségével!

1 1 2
A=11 21
211

2.1.5. LDLT és LLT (Cholesky) felbontas

40. Adjuk meg az A matrix LLT felbontéasat!

A=

N = DN
— N
N =N

41. Adjuk meg az A matrix LDLT és LLT felbontasat!

4 -2 2
A=|-2 5 -3
2 -3 6
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42,

43.

44.

45.

Adjuk meg az A méatrix LDL" és LLT felbontasat!

4 -2 2
A=|-2 5 -3
2 -3 6

Adjuk meg az A méatrix LDLT és LLT felbontasat!

A=

—_ =
DN DN =
W N =

Adjuk meg az A métrix LDL" és LL™ felbontasat!
4 0 1

A=1|0 4 0

1 0 4

Adjuk meg az A méatrix LDLT és LLT felbontasat!

A=

NN DN
SIS
DN

2.1.6. QR felbontas Gram-Schmidt ortogonalizaciéval

46.

47.

48.

49.

Adjuk meg az A matrix QR felbontasit Gram-Schmidt ortogonalizacioval!

2 5 4
A=1|6 8 0
3 =3 2

Adjuk meg az A matrix QR felbontasat Gram-Schmidt ortogonalizacioval!

3 6 -1
A=14 8 7
0o -2 3

Adjuk meg az A matrix QR felbontasat Gram-Schmidt ortogonalizacioval!

0 4 1
A=|5 7 =2
03 5

Hatéarozzuk meg az A matrix QR felbontasat Gram-Schmidt ortogonalizécioval!

0 1 08
A=1[0 0 02
1 0,7 0,7
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50.

51.

52.

53.

54.

Hatarozzuk meg az A matrix QR felbontasat Gram-Schmidt ortogonalizacioval! Oldjuk meg

a feladatot kétféleképpen!
0

2
A=12 12
11

\V]
w o w

Hatarozzuk meg az A matrix QR felbontésat Gram-Schmidt ortogonalizacidval, hasznaljuk
az egyszertisitett modszert! Ne felejtsiik el a végén a normélast!

1
A=]2
2

N Ot

6
6
9

Hatarozzuk meg az A matrix QR felbontasat Gram-Schmidt ortogonalizacidval, hasznalja az
egyszerisitett modszert! Ne felejtsiik el a végén a normalast!

A=

— = =
N Ot O

1
0
5
Hatarozzuk meg az A matrix QR felbontésat Gram-Schmidt ortogonalizacidval, hasznaljuk
az egyszertisitett modszert! Ne felejtsiik el a végén a normaélast!
-1 2 5
A= 01 2
1 2 3
Hatarozzuk meg az A matrix QR felbontasat Gram-Schmidt ortogonalizacidval, hasznaljuk

az egyszerisitett modszert! Ne felejtsiik el a végén a normaélast!

4 8
A=10 2
3 6

- o

2.1.7. Householder transzformacio

55.

56.

57.

58.

59.

Householder transzformécioval hozzuk az a = [71 2 72]T vektort k- eq alakra! Végezziik
el a transzformaciot a transzformécios matrix elemeinek kiszamitésa nélkil!
Irjuk fel azt a Householder transzformécios matrixot, amely az a = [2 2 1 ]T vektort k-eq
alakra hozza!

Irjuk fel azt a Householder matrixot, amely az a = [2 11 ]T vektort k - e; alakra hozza!
Mennyi lesz k értéke?

]T vektort k - ey alakra hozza!

Irjuk fel azt a Householder matrixot, amely az a = [2 -1 2
Mennyi lesz k értéke?

Householder transzformaciéval hozza az a = [1 2 2 O]T vektort k - ey alakral! Végezziik
el a transzforméciot a transzformécios méatrix elemeinek kiszamitésa nélkil!
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60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

Householder transzformacioval hozzuk az a = [1 1 11 } T vektort k- e alakra! Végezziik
el a transzformaciot a transzformécios matrix elemeinek kiszamitésa nélkil!

Adjuk meg azt a Householder transzformaciot, mely az a = [2 2 1 O}T vektort k - e
alakra hozza és végezziik is el a transzformaciot a vektoron! (A matrixot nem kell elGallitani.)

Adjuk meg azt a Householder transzforméaciot(a Householder métrix elemeit nem kell felirni),
amely az a = [1 0 2 2]T vektort k - e1 alakra hozza! Alkalmazzuk a vektorra a transz-

formaciot!

Adjuk meg azt a Householder transzforméaciot(a Householder méatrix elemeit nem kell felirni),
amely az a = [1 2 2 4]T vektort k - e1 alakra hozza! Alkalmazzuk a vektorra a transz-
formaéaciot!

Irjuk fel azt a Householder matrixot, amely az a = [2 10 2]T vektort k-ey alakra hozza,
majd alkalmazzuk a matrixra a transzforméciot! Mennyi lesz k értéke?

Irjuk fel azt a Householder transzformaciot, amely az a = [1 111 l]T vektort k -
e1 alakra hozza! Végezziik el a transzformaciot a-n, a transzformacios matrix elemeinek

kiszamitasa nélkul!

Householder transzformacioval oldjuk meg a Cx = d lineéris egyenletrendszert.

4 1 -2 2
0 -1 1 1

Householder transzformacioval hozzuk fels6 haromszog alakra a C matrixot!

C =

—_ O
O W N
N = O

A D matrixot Householder transzformacioval hozzuk fels6 haromszog alakra!
1 1
o[ ]

Oldjuk meg az Ax = b egyenletrendszert, ha az A matrixnak adott a QR felbontésa. (Az A
méatrix elGallitasa nélkiil, Q és R felhasznélasaval oldjuk meg a feladatot.)

Q=H(v),av= % [2 -1 Q]T altal meghatarozott Householder méatrix,

b=1[5 11 —4]" és
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2.2. Megoldasok

2.2.1. Gauss eliminaci6é és determinans meghatarozasa

1. Az Ax = b lineéris egyenletrendszer megoldasira a Gauss-eliminaciét hasznaljuk fel. Az
eliminaci6é lényege, hogy fels§ haromszogalaki egylitthaté maéatrixot alakitunk ki. Ehhez a
f6atlo alatti elemek kinullazésaval jutunk.

Az eliminécios lépéseket el kell végezniink az egyenletrendszer jobboldalan (b vektoron) is.
Azért, hogy az eliminécios 1épéseket konnyen el tudjuk végezni a jobboldalon is, vezessiik
be az tgynevezett bévitett matrixos jelolést. Ez azt jelenti, hogy az egyiitthaté matrixhoz
"hozz4a ragasztjuk" a jobboldalt reprezentalé b vektort.

1 2 -1
2 -1 3
-1 3 1

S W =~

Az els6 oszlopban kezdjiik az eliminéciot. Az elsé sor valtozatlan marad. A métrix elsd
oszlopédban eliminaljuk a féatlobeli elem (a;; = 1) alatti elemeket. Fentrdl lefelé haladva
végezziik az eliminacios 1épéseket. El6szor a matrix ag; = 2 elemét eliminaljuk az els6 sor
segitségével.

1. 1épés: Az eliminécids 1épésben a 2. sorbol kivonjuk az els§ sor 2-szeresét, tehét

2. sor - (2) - 1. sor.

1 2 -1 1 2 -1 4

4
2] -1 33| —|[0] =5 5|-5
6

-1 3 1 6

Majd a 3. sorban talalhato ag; = —1 elemet kell eliminalnunk az 1. sor segitségével. Tehat a
3. sorhoz kivonjuk az 1. sor (—1)-szeresét, azaz hozzaadjuk az —1-szeresét
3. sor + (1)-1. sor.

1 2 -1| 4 1 2 -1 4
0 -5 o5|-5| — 0 -5 5|5

—1] 3 1| 6 0] 5 of 10

Ezzel az els6 oszlopban a f6atlobeli elem alatti elemeket eliminaltuk a matrixbol.

2. lépés: A masodik oszlopban talalhato f6atlobeli elemeket kell eliminalnunk. Ennek
megfelelGen a jelenlegi matrix esetén ez egyetlen elem: asg3 = 5 eliminaciéjat jelenti.
3. sor + (1) -2. sor.

1 2 -1 4 1 2 -1] 4
0 -5 5|-5|—1]0 =5 5| -5

0 [5] o] 10 0 [o] 5] 5

Altalanossagban egy nan-es méatrix esetén n — 1 oszlopban kell eliminalnunk és a j-ik oszlop-
ban az aji1,j,...,an,; elemeket kell eliminalnuk.

Ezzel megkaptuk a célul kitiizott fels6haromszog alaki egyiitthaté matrixunkat. A linearis
egyenletrendszer megoldasat elemi tton, visszahelyettesitésekkel is meghatarozhatjuk, de
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emellett bemutatunk egy egyszert és konnyen automatizalhaté modszert is.

a) Elemi megoldas visszahelyettesitéssel:
Alulrol felfelé haladva soronként kiszamoljuk az ismeretleneket. Tehat ennek megfelelGen az
utolsd sorbdl indulva az x5 értékét szamitjuk ki a kovetkezdképpen.

bag =5 =3 =1

Ennek segitségével meghatarozzuk a kdvetkezd, vagyis a 2. sor egyetlen ismeretlen értékét az
xo-t.

—5x2+5-1=—5:>

Innen pedig az els6 sorba visszahelyettesitve kapjuk xq értékét az alabbiak szerint:

214224 (-1) - 1=4=|2; =1]

Vagyis a keresett megoldas vektor a kovetkezs

b
Il
[ N

b) Sormiiveletek segitségével diagonalis alakra hozzuk a matrixot:

A modszer lényege abban &ll, hogy a Gauss eliminacié végeredményeként kapott métrixot
sormiiveletek segitségével egység matrixsza alakitjuk. Ez az alak azért lesz kellemes a szé-
munkra, mert ilyen formaban a megoldas vektort a transzforméciok elvégzése utén egyszertien
le tudjuk olvasni. Ehhez a Gauss eliminacidhoz hasznalt mddszert alkalmazzuk "visszafelé".
A metodust a matrix utolsd oszlopaban kezdjiik, de még az eliminéacid el6tt az adott oszlop
féatlojaban talalhaté elemet leoszjuk onmagaval, hogy igy biztositsuk a f6atloban az egyest.
Ezt kovetSen a {6atlo feletti elemeket eliminéljuk.

Tehat ennek megfelelen a 3. sort végigosztjuk 5-tel, majd pedig a 2. és az 1. sorokban
eliminaljuk a fgatlobeli elem (as3 = 5) feletti elemeket a kovetkez&képpen:

1 2 -1| 4 1 2 0 )
0 -5 5|-H5|—1]0 =5 0|-10

0o o0 [5]] 5 0 o0 [1]] 1

Ezt kovetSen a 2. sort végigosztjuk (—5)-tel, majd pedig az 1. sorban eliminaljuk a f6atlobeli
elem (age) feletti elemet (a12 = 2) a kovetkezs képpen:

1 20| 5 1 0 0]1
0 [-5] o|-10] — |0 [1] 0]2
0 01| 1 0 0 11

Vagyis a keresett megoldas vektor konnyen leolvashato:

b
Il
[ N
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2. Az Ax = b lineéris egyenletrendszer megoldasat Gauss eliminécio segitségével az el6z6 fela-
datban részletesen bemutattuk, igy a tovabbiakban csak a legfontosabb részleteket, illetve az
esetleges Gjdonsagokat mutatjuk be.
1. 1épés: Az els oszlopban a 2. sorhoz hozzdadjuk az els6 sor 1-szeresét, illetve a 3. sorbdl
kivonjuk az elsg sor 3-szorosat, tehat:
2. sor + (1)-1. sor.
3. sor - (3) - 1. sor.
1 -2 5] 9 1 -2 5 9
(1] =1 3| 2| —|[o] 1 —2|-7
3] -6 —1]25 0] 0 —16] -2
2. 1épés: A kovetkez§ 1épésben a 2. sorban kell a fatlo alatti elemeket eliminalnunk, de a
példankban szerencsére nulla keriilt az ao3 pozicidéba, igy nincs sziikség az eliminéciéra. Ezzel
elkésziilt a fels6 haromszogmatrix.
Sormiiveletek segitségével diagonalis alakra hozzuk a matrixot. Az eliminaciot nem kell feltétleniil
az utols6 oszlopban kezdeniink, hiszen el6fordulhat, hogy mésik oszlop esetén egyszertibb a
kézi szamolés. Fontos megjegyezni, hogy a fels6haromszog matrix kialakitasa esetén ez az
egyszerisités nem hasznalhaté! A mostani példaban a 2. oszlopban kezdjiik az eliminéciot.
1 51 9 1 (0] 1|-5
0 1 -2|-7l—]0 1 —=2|-7
0 0 —16 | —2 0 0 —-16|—2
Ezt kovetSen az utolso oszlopban kell eliminélnunk, vagyis a 3. sort leosztjuk (—16)-tal, majd
pedig az igy kapott 1] 3. sor 2-szeresét hozzaadjuk a 2. sorhoz, illetve a 3. sor (—1)-szeresét
hozzaadjuk az 1. sorhoz.
1o [1]]-5 10 [0] —?41
01 [=2]|-7|—1]0 1 [o]]=*
00 —16|—2 00 1] 4%
Tehéat az Ax = b lineéris egyenletrendszer megoldasa a kovetkezd:
—41
oo |2
i
8
3. A kordbban mar bemutatott modszer 1épéseit kévetve kapjuk az alabbi megoldast.

1. lépés:
2.sor + (—2) - 1.sor.
3.sor + (+1) - 1.sor.

1 -2 3| 1 1 -2 3] 1
A=| [2) 1 1]|-3] —A=][o] 5 5|5
—1] 2 2| 0 o] o 1| 1
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Az els§ 1épés utan szerencsére megkaptuk a fels¢ haromszégmatrixot.

Mivel a Gauss eliminacid soran csak sormtveleteket végeztiink, melyek nem valtoztatjak meg
a matrix determinansat, igy a kapott fels6 haromszogmatrix (A’) determininsa megegyezik
az eredeti (A) matrix determindnsaval. A fels§ haromszog alaki matrixok determinénsa a
féatlobeli elemek szorzata.

det(A,):an'a22'a33:1'5'5:5.

Ezt kovetSen a egyenletrendszer megoldasédhoz sziikséges diagonélis alakot allitjuk eld.

1 -2 3 1 1 0 0|—-2
0O 55|-5|—|010] O
0 01 1 0 01 1
Tehat az egyenletrendszer megoldésa:
-2
X = 0
1
4. A korabbi feladatokhoz hasonléan a megoldés lépései a kovetkezok.
1. 1épés:
2.s0r + (%) - L.sor.
3.sor + (3) - Lsor.
2. lépés:
3.s0r - (55) - 2.s0r.
2 -6 0 2 2 -6 0 2 2 -6 0 2
-5 -5 -7\-6{—(0 -20 -7|-1{— |0 —-20 —-7| —1
43 | 229
-4 3 —-1| 7 0 -9 —-1] 11 0 0 3|5
Most diagonalis alakra hozzuk a matrixot.
2 -6 0] 2 2 -6 0] 2 100 —%
0—200%50—>0 1 o]-8B|— 10—%
239 22 22
0 0 1| 55 0 0 1] 55 0 01 i
Az egyenletrendszer megoldasa
191
T4y
73
x=| —+
233
43
5. El6fordulhat olyan eset, amikor egy adott eliminacios 1épés utan a soron kovetkezd diagonélis

elem nullava valik. Ilyen esetben megakad a Gauss elimindci6. Az ismeretlenek, vagy az
egyenletek felcserélésével elérhetjiik, hogy az imént emlitett nulla helyére egy nem nulla elem
keriiljon. Erre két eljaras is ismert.

Részleges f6elemkivalasztas

Az adott k. oszlopban az ay, i, Gk+1 .k, .., Gk elemek koziil megkeressiik a legnagyobb abszolat
értekit és a sorat felcseréljiik a k. sorral. Igy a hibaszamitasnal tanultak szerint a kis szammal
valo osztas elkeriilhetd, melyrél tudjuk, hogy néveli a hibat. Azonban igy is el6fordulhat, hogy
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a sorcserével a probléma nem oldhaté meg, ekkor az ugynevezett teljes fGelemkivalasztést kell
alkalmazni.

Teljes f6elemkivalasztas

A k-t0l n-ig terjedd sorok és oszlopok altal meghatarozott matrixrészben megkeressiik a leg-
nagyobb abszolut értéki elemet. A sorat felcseréljiik a k. sorral, az oszlopat a k. oszloppal. Igy
a hibaszamitasnal tanultak szerint a szammal val6 osztés elkeriilhetd és ezzel a hibat csokken-
thetjiik. Az oszlopcserékre figyelni kell, mert a megoldasvektor megfelel6 komponenseinek
cseréjét vonja maga utan. Ha még igy is elakad a Gauss eliminacio, akkor a rang(A) < n. A
b jobboldal megfelels koordinatainak értékétdl fliggben vagy nincs megoldésa, vagy végtelen
sok megoldésa van az egyenletrendszernek.

Fontos megjegyezni, hogy a sorcserék és oszlopcserék esetén a determinans értékét korrigél-
nunk kell a sorok és oszlopok cseréjének a szaméval, vagyis az inverziok szaméval. Altalanos
alak a determinans meghatarozasara

det(A) = alV - al) - . el (1)

nn

ahol az ¢ az inverzidk szamat jeloli.

1. 1épés: A részleges fGelemkivalasztashoz megkeressiik a matrix els6 oszlopaban a diagonéalis
alatti elemek koziil az abszolut értékben maximalisat. Vagyis keressiik a max{|a11], |a21], |as1|}
értékét. Mivel

max{|a11|, |az21], |as1|} = max{2,4,2} = 4,

igy az ag-et kell becserélni az a;; helyére. Ezt az 1. és 2. sor cseréjével tudjuk megtenni. Ne
feledjiik, hogy a sorcsere a jobboldalra is vonatkozik!

N =~ DN

1
4
5

© g W

1 4 4 711
1] — 12 1 3|1
3 2 5 9|3

Ezt kovetGen a Gauss eliminacié elsd 1épését kell végrehajtanunk az atrendezett rendszeren,
vagyis:

2. sor—(2) - 1. sor

3. sor—(#) - 1 .sor
4 4 711 4 4 711
2 1 3[1|—1]0 -1 f% é
2 5 9|3 0 3 13

2. lépés: A kovetkezs 1épés ismét a részleges fGelemkivalasztas, amelyet a soron kovetkezd
oszlopon kell végrehajtani, vagyis abszolit maximumot kell keresni, tehat

max{|a22|, |a32|} = max{l, 3} = 3.

Ez azt jelenti, hogy meg kell cserélniink a 2. és 3. sort. Ezt kovetSen el kell végezniink a Gauss
eliminacié kovetkez§ 1épését.

S O =
— W
N\HM‘: EN{
[, gy
S O =
S W
ol -3
[S] N NG [, iy
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Ezzek elértiik a fels6 haromszog alakot. A determinidns meghatarozésakor - ahogy azt mar
fentebb emlitettiik - figyelniink kell a sorcserékre. Mivel 2 sorcsere tortént, igy a determinéns

értékének meghatarozasakor korrigédlnunk kell az inverzidk szamaval, vagyis 2-vel
4
det(A)=4-3- 3 (=1)? = 16.

Most mér csak az egyenletrendszer megoldasanak meghatérozasa van hétra.

4 4 7)1 10 0]-3
03 L2l —1]010]-1
4| 1
00 313 0 01 1
Tehat az egyenletrendszer megoldésa
_1
2
x=| -1
1

6. Az el6z6 példaban latott modszer segitségével oldjuk meg ezt a feladatot.
1. lépés: Lathato, hogy az a1 = 0, ezért sziikséges a részleges fGelemkivalasztas. Mivel

max{|a11], a1, |as1|} = max{0,2,4} =4,

ezért agy = (—4)-et kell becserélni az a;; = 0 helyére.

0 7 —-8]|3 -4 -6 519
2 4 5|1 — 2 4 —-5]|1
-4 -6 519 0o 7 -8|3
Ezt kovetSen a 2.sorhoz hozzaadjuk az els6 sor %—ét.
-4 -6 519 -4 —6 51 9
2 4 51| —| 0 1 =24
0 7T —81|3 0o 7 —-8| 3
2. 1épés: Folytatva a részleges fGelemkivalasztast, mivel
max{|a22|, |a23|} = max{l, 7} = 7,
a 3. sort és a 2. sort fel kell cserélni.
-4 —6 51 9 -4 —6 51 9
o 1 -2|8%}—1] 0 7 -8/ 3
0 7 -8| 3 0o 1 -3 |4

Ezt kovetSen a 3. sorhoz hozzdadjuk a 2. sor (—%)—szeresét.

-4 -6 5] 9 -4 -6 50 9
0o 7 -8| 3| —1| 0 7 -8 3

7
o 1 -2 |4 0o o0 -4

A determinans értéke a 2 sorcserét figyelembe véve

19

(~1p) - (-1 =38

det(A) = (—4) - 7-
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Ezt koveten diagonalis alakra hozzuk a méatrixot és meghatarozzuk a linearis egyenletrend-
szer megoldasat.

-4 -6 5|9 -4 -6 0| 3 -4 0 o 26
0 7 =8| 3|—| 0 7 O0[-2|—]| 07 0f-24
19 | 71 19 71 19 71
0 0 —33 |1 0 0 -3 11 0 0 —q3 17
Tehat az egyenletrendszer megoldésa:
22 22
1 00 1 1
00 1|—15 T
7. A feladat megoldasahoz a teljes fGelemkivalasztés modszerét hasznéljuk fel. Tehat els6 1épésként

a teljes A matrixban abszolut maximumot kell keresniink. Figyelem, csak az A métrixban kell
az abszolut maximumot keresniink, tehat a kiegészitett matrix b vektorhoz tartozo részében
nem!

1. 1épés: Mivel

gﬂ.@f{\%\} =3,

nem csak egy a;; elemre teljesiil, ezért ebben az esetben tetszélegesen valaszthatunk koziilsiik.
A példa szemléletességét megtartva az ago elemet valasztjuk és ezt cseréljiik az ai; helyére.
Ehhez egy oszlopcserére és egy sorcserére lesz sziikség, vagyis az 1. és a 2. sort felcseréljiik,
majd ezt kovetSen az 1. és a 2. oszlopot is megcseréljiik.

1 -1 2|3 2 3 115 3 2 1|5
2 3 1|5 —1]1 -1 23| — | -1 1 2|3
3 2 1]|8 3 2 1]|8 2 3 1|8

Ily médon a méatrixot megfelel§ alakra hoztuk, tehat végrehajthatjuk a Gauss eliminéci6 1.
lépését.

2. sor + (%) - 1. sor

3. sor — (3) - 1. sor

32115 3 2 1|5
—1123—>0§%L34

14
2 3 118 o2 | ¥

2. lépés: Ismét a teljes fGelemkivalasztas kovetkezik, de arra figyeljiink, hogy most mar
csak egy (n — 1) x (n— 1)-es , vagyis jelen esetben egy 2 x 2-es részmétrixon kell csak ezt az
abszolit maximumot megkeresniink. Igy

7
max{|azz|, |azsl, las2|, |ass|} = £

Tehét jelen esetben csak egy oszlopcserére lesz sziikség, hiszen a felcserélendd elemek egy
sorban helyezkednek el, vagyis a 2. oszlopot és a 3. oszlopot kell felcserélniink. A cserét
kovetGen elvégezziik a Gauss eliminacio kovetkezs 1épését.

3 2 1] 5 3 2 1| 5 32 1] 5

L] = il -l gl
14 14 1

0 3 313 03 313 00 | 4
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Ezzel elkésziilt a fels§ haromszogmatrix, igy ezen a ponton kénnyedén meghatarozhatjuk a
matrix determinénsat. Mivel az inverziok szama 3, hiszen volt egy szomszédos sor cserénk és
két szomszédos oszlopcserénk, igy a determinans:

det(A) = (—1)3 - (3 - g - 170> — (~10)

Most mar csak az ismeretlenek meghatarozasa van hatra. Visszahelyettesitést kovetGen az
alabbi eredményt kapjuk
14

8. Az el6z6 példakban mar ismertetett Gauss eliminécio segitségével kiillonb6z8 jobboldald,
azonos matrixi egyenletrendszerek megoldasara is van lehetdség. Ilyen esetben a métrix mellé
frjuk a kiilénb6z6 jobboldalakat és az eliminacios lépéseket igy hajtjuk végre.

Albibs

1. lépés:

2. sor + (—2) - 1. sor

3. sor + (—3) - 1. sor

4. sor + (—1)- 1. sor
1 -1 2 113 3 1 -1 2 1 3 3
231—155_>0 5 =3 3| -1 -1
3 2 3 0|8 8 0o 5 -3 -3|-1 -1
1 4 -1 =212 0 0O 5 -3 -3|-1 -3

2. lépés:

3. sor + (—1)-2. sor

4. sor + (—1) - 2. sor

-1 2 1 3 3
5 -3 -3 |-1 -1
5 -3 -3|-1 -1
5 -3 -3 |-1 -3

-1 2 1 3 3
5 -3 -3|-1 -1
0 0 O 0 0
0 0 O 0 -1

o O O
OO O

Mivel a 3. oszlop és 3. sor altal meghatarozott részméatrixban csak nulla elemek vannak, igy
a teljes féelemkivalasztas sem segit a tovabblépésben. Mivel a by jobboldal esetén a "nul-
las" sorokhoz nulla érték tartozik, ami azt jelenti, hogy azonossagot kaptunk, igy ebben az
esetben az Ax = by egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van. Ezzel szemben a bg
jobboldal esetén van nem nulla érték a "nullas" sorokhoz tartozoan, ami azt jelenti, hogy
ellentmondéashoz jutottunk, igy nincs megoldasa az Ax = bo linearis egyenletrendszernek.

Tehat azt érdemes megjegyezniink, hogy a Gauss eliminécié soran eldél, hogy megoldhato-e
a linearis egyenletrendszer vagy sem.

9. Az altalanos megoldas meghatarozésahoz elészor néhany konkrét 1épését végezziik el a Gauss
eiliminéciénak.
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10.

1 0 0 0 -1 1 0 0 -1
1 0 ... 0 [0] 0 ... 0| [0]

0 -1 1 o] 1| | 0 -1 1 o —1|_,
0 o0 .~ 1] oo 11 (e

[1 0 0 0 —17 [1 0 0 0 —17

0 1 0 0 0 0 1 0 0 0

0 1.0 — o o] 1 .0

0 0 ... -1 1D o 0 .. -1 1|1

Az els6 par 1épés utan lathatjuk, hogy a matrix bidiagonalis volta miatt hogyan alakul az
altalanos k. lépés. Ha k paratlan, akkor a k. 1épésben a k. sort hozzaadjuk a k + 1. sorhoz,
ezzel teljesen kinulldzva a k. oszlopot, mellyel eleget tesziink a Gauss eliminacio feltételének.
Ekkor a b vektor k+ 1-ik helyén az egyesbdl 0 lesz. Az igy kapott méatrixot lathatjuk a sorok

szadmozasaval.

BECE o] Lo oo ol
S |0 1 o o T, 5|0 1 0 ol

: 0 : : : 0 :

k. 0 1 0.0 -1|— |k 0 1 0 .0 -l
k+1. 0 1 0 k+1. 0 @ 1 0 @
o o0 1 1| (0" o 0 1 1| (0"

Az altaldnos 1épés nem sokban kiilénbozik & péaros esetén. A kiilonbség mindossze abban all,
hogy a b vektor k-ik helyén 0 lesz és a k + 1. helyen a (—1)-es érték valtozatlan marad.
Tehét végeredményben a b vektor a kévetkezs alaki lesz
paratlan n esetén:

[-1 0 -1 0 —1]
paros n esetén:

[-1 0 -1 0 7.

0

Az altalanos megoldis meghatarozasihoz a Gauss eliminacié els6 néhény 1épését végezziik el.

10 0 0] 1 10 0 0] 1
1] 1 0 0[] 0] 1 o0 01[o]
01 1 0 1|_——| 01 1 0| 1
[ 00 1)) Loo o1 1]
(1 0 0 0] 17 (1 0 0 0] 17
1 1 0 01[1] 0 1 0 0| 0
0 [1] 1 0] 1| — |0 [0] 1 0][1]
0 o 1 1| 1] 0 o 1 1] 1]



2.2. Megolddsok 37

Az els6 két lépést kovetGen mar jol latjuk a szabalyossdgot. Tehat k = 1 és k = 2 esetére
latjuk, hogy a b vektor hogyan is alakul. Tegyiik fel, hogy k-ra is igaz ez a szabalyossag.
Nézziik meg k + 1-re.

paratlan k esetén: a k. sort kivonjuk a k + 1 sorbdl, ezaltal a k oszlopot kinullaztuk.
A b vektoron is elvégezve a miiveletet, a k + 1 elem is nulla lesz.

1 0 O

1. 0 1 1. 0 1

5 1 0 0 5 1 0 ol ¢

0 . 0| -

k. 0 1 0 0o 1| — E.l: 0 1 0 o 1
k+1. 0 1 0 k+1. : 0 @ 1 0 @
o0 1 . 1| 1 1o 0 1 .. o..o1| 1

paros k esetén: csak annyi a kiilonbség, hogy a vektorban a k. helyen 0 taladlhato, ezért a
k + 1. elem 1-es marad.
Tehét végeredményben a b vektor a kévetkezé alaku lesz
n paratlan esetén:

[t o1o0 .. 1]
n paros esetén:

[1o1o0 ..0].

2.2.2. Matrix inverz meghatarozasa

11.

Az inverz meghatarozasara szamtalan modszer all a rendelkezésiinkre, de ezek a modszerek
nehezen automatizalhatoak, vagy olykor igen sok szamitast igényelnek. Egy egyszeri és kon-
nyen automatizalhatod eljarast fogunk megismerni a kovetkezd példdk megoldéasa soran. A
Gauss eliminaciot fogjuk alkalmazni matrix inverz meghatéarozéasara.

Kezdjiik egy rovid elméleti dttekintéssel. Az A matrix inverzét az A - A~1 = T Ssszefiiggésbol
hatarozhatjuk meg. Ez azt jelenti, hogy keresniink kell egy olyan X maétrixot, amelyre igaz

az alabbi matrix egyenlet
A-X=1L

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket.
X:(X17X27"'7Xn)’ I:(elae27“'7el’l)

Blokkos matrix szorzéassal ellenérizhets, hogy az imént emlitett matrix egyenlet val6jaban n
darab linearis egyenletrendszer a kovetkezd alakban.

A-Xlzel

A~x2:e2
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A-x, =e,

Fontos észrevenni, hogy ez nem méas mint n darab A méatrixa linearis egyenletrendszer. Ahogy
azt mar kordbban emlitettiik erre a tipust problémara nagyon jol alkalmazhaté megoldést
ad a Gauss eliminécio, hiszen a jobboldal vektorokat egymas mellé irva, csak egyszer kell az
A métrixon eliminalnunk. Most nézziik meg, hogy ez hogyan is miikodik a gyakorlatban.

1. 1épés: Irjuk fel a jobboldalakkal kiegészitett bovitett matrixunkat, majd pedig végezziik
el rajta a Gauss eliminacio els6 1épését. Az elsd 1épés soran a kovetkezd sormiiveleteket kell
elvégezniink.

2. sor + (—2)- 1. sor

3. sor + (+1)- 1. sor

11 11 0 0 11 1 1 00
24 2|01 0]—1(02 O0-2120
-1 5 =20 0 1 0 6 -1 1 01

2. 1épés: A 2. oszlopban kell eliminalnunk, tehat a megfelel§ sormiivelet a kdvetkezs.
3.sor + (=9) - 1. sor

11 1 1 00 11 1 1 00
02 0|-210|—]02 0/-2 120
0 6 -1 1 01 0 0 -1 7T -3 1

Igy megkaptuk a fels6 haromszog alakot, ahonnan kénnyedén le tudjuk olvasni a méatrix
determinans értékét.

det(A) =1-2-(=1) = (~2)

Folytatva a méatrix inverz meghatarozasat, ezt kévetSen sormiiveletek segitségével diagonalis
alakra hozzuk a métrixot.

3. sor -(—1)

1. sor + (—1) - 3. sor

11 1] 1 00 1 10] 8 -3 1
0 2 -2 1 0| — 0|-2 1
00 -1 7 =31 001|-7 3 -1
2.sor-%
1. sor + (—1) - 2. sor
110 8 -3 1 1 ool 9 -2 1
020/-2 1 0|—|010[-1 5 0
00 1|-7 3 -1 00 1|-7 3 -1

Vagyis az A matrix inverze konnyen leolvashato.

Al =

O O =
O N =
= o O
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12. A megoldas soran az el§z§ feladatban latott eljarast alkalmazzuk.
1. 1épés:
2. sor + 1. sor

1 -1 0|1 0 O 1 -1 0|1 00
-1 1 -1{01 0} —1]0 O -1]1 1 O
0 -1 110 0 1 0 -1 110 0 1

2. lépés: Latjuk, hogy elakad a hagyoméanyos Gauss eliminacio, ezért sziikséges egy sorcsere,
vagyis ennek megfelelGen a 2. és a 3. sort megcseréljiik. A sorcsere nem befolyasolja az inverz
matrixot, de a determinans értékét igen.

1 -1 01 0 O 1 -1 01 0O
0O 0 -1j1 1 0] —1]0 -1 110 0 1
0 -1 110 0 1 0O 0 -1j1 10

Sorcserét kivetGen megkaptuk a fels6 haromszogmatrixot. Vagyis meghatarozhatjuk a matrix
determinansénak értékét, figyelve a sorcsere miatti 1 inverzidészamra.

det(A) = 1+ (=1) - (1) - (=1)' = (=1)

Sormiiveletekkel diagonélis alakra hozzuk a matrixot.

1 -1 0|1 0 0 1 -1 0 1 00 1 00 0 -1 -1
o -1 1j001{—|0 -10, 1 11|—1]01O0|-1 -1 -1
0 0 —-1(1 1 0 0 0 1|-1 -1 0 00 1]-1 -1 0
Tehat az A métrix inverze
0 -1 -1
Al=1] -1 -1 -1
-1 -1 0
13. A megoldés soran az el6z8 feladatban latott eljarast alkalmazzuk.
1. 1épés: 2. sor + 1. sor
1 -1 0|1 00 1 -1 0|1 00
-1 4 -1j01 0| —|0 3 —-1]1 10
0 -1 1(0 0 1 0 -1 1(0 0 1
2. lépés: 3. sor+%-2. sor
1 -1 0|1 0O 1 -1 0]1 00
0o 3 -1{110f—f0 3 —-1]1 10
0 -1 100 1 0 2|4 11
A fels6 haromszog alakbol kiolvasva a determinéns értékét, kapjuk hogy
2
det(B):1-3'§:2.
Sormiiveletekkel diagonélis alakra hozzuk a matrixot.
1 -1 01 00 1 -1 01 0 0 100%%%
3 3 3 1
03—%}}0%030?%g—>010??g
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Tehat a B matrix inverze a kovetkezd.

3 01 1
i_ |11 1
B=|3 3 3
11 3
2 2 2
14. A megoldés soran az el6z6 feladatban latott eljarast alkalmazzuk.
1. 1épés: 2. lépés:
2. sor + 1. sor 3. sor + 2. sor
3. sor - 1. sor
1 1 1(1 00 1 11} 100 11111 00
-1 1 1/]01 0] —1]0 2 2 11 0] —1]02 2|1 10
1 -1 170 0 1 0 -2 0|-1 01 00 2/]0 11
A fels6 haromszog alakbol megkapjuk az alabbi determinans értéket
det(A)=1-2-2=4.
Folytatva az eliminéiciét megkapjuk az A matrix inverzét.
111|100 1101 -3 —3 1003 -3 0
0221 10]—|020]1 0—1—>010§0—%
00 2[011 001j0 & 3 0010 % 3
Tehat az A matrix inverze a kovetkezd.
1 1
L_|F )
0 3 3
15. A métrix méretével a szamitasok mennyisége ugyan megng, de az eddig alkalmazott technika
természetesen tovabbra is miikodik. Ennek megfelelGen a megoldés az alabbiak szerint alakul.
11 1 1|1 0 00 11 1 1({1 0 0O
11—1—10100_)0 0 -2 =210 1 0 O
1 -1 1 -1({0 0 1 O 0 -2 0 —-2{0 0 10
1 -1 -1 10 0 0 1 0 -2 -2 0|0 0 0 1

A kévetkezo 1épésnél elakad a Gauss eliminécio ezért sorcserét kell végrehajtanunk. Mégpedig
a 2. és a 3. sort cseréljiilk meg a részleges fGelemkivalasztas szabalya mentén. A sorcserét
kovetSen folytathatjuk a Gauss eliminacid 1épéseit.

1 1 1 1(1 0

0 -2 0 —-2|0 0

0 0 -2 =-2]|01

0 -2 -2 0|0 0

1 1 1 1 1

. 0 -2 0 -2|-1
0O 0 -2 =-2|-1

0 0 -2 =2 0

0 0 1 1
10 . 0 -2
0 0 0 O
0 1 0 0
0 00 1
0 10 N 0
1 00 0
0 -1 1 0

1 1
0 -2
-2 =2
-2 =2
1 1
-2 0
0 -2
0 O

10 00
-1 0 10 .
-11 00
0 0 -1 1
1 1 0 00
-2 -1 0 10
-2 -1 1 00
4 1 -1 -1 1
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Megkaptuk a fels6 hdromszogméatrixot, innen a determinéns az egy sor csere miatt a kovetkezSkép-

pen alakul

det(A) =1-(-2)-(-2)-4-(-1)! = —16.

Folytassuk a diagonélis alakra hozéast.

1 1 1
0 -2 0
0 0 -2
0 0 0
1
. 0
0
0

O = O O

Tehat az A maétrix inverze a kovetkezd:

16.

1 0 00
-1 0 10|
-1 1 00
L _1 _1 1
4 4 4 4
o 2 2 0 0
ol-2 2 2 2
of 1 1 1 1
4 4 4 4
1| 1 -1 _1 1
4 4 4 4
1
4
,]_l
AT =1
4
I _
4

L N N N

1 1 10
0 -2 00—
0 0 -2 0|-
0 0 01
100 0
o1t oo
0010
0001
1ol
4 4
11
4 4
11
4 4
11
4 4

P | s | NS | DO | QO

INTEIN NN

1 1
4 4
_2 2
7! 1
2 _2
1 4
11
Z! i
1 1
Z 4
L1
4
bt
Z 1
S A §
1 4

siik a megoldast. Ezt kovetSen pedig indukciéval bebizonyitjuk a sejtést.

1. 1épés:

)

)

100
0] 10
0] 01
(0] 0 0
1 00
-1 10
-1 [o0] 1

) o

o1 0 0
0] 0 0
0] 1 0
0] 11 ... 1
(1 0 0 0
0 1 0 0
0 [o0] 1 0

0 [0 1 ... 1

L N N N

PPN GTN CYN T

!

Az altaldnos megoldas meghatarozasahoz el6szor néhany 1épést el kell végezniink, hogy megsejt-

Innen megsejtjiik, hogy az altalanos megoldas egy olyan bidiagonalis matrix, ahol a fatléban
csupa 1-es szerepel és az 4tlo alatti atloban pedig (—1)-esek szerepelnek.
Tegyiik fel, hogy a k. l1épés utan kapott matrix bal fels§ (k x k)-s részmatrixa ilyen alaku.
Ennek segitségével megmutatjuk, hogy a k + 1. 1épés utan is ilyen alakd matrixhoz jutunk.



42 2. Mdtrixz szorzat felbontdsok
1.0 0 0 1 0 0 0
01 0 of-1 1 0 0
00 1 0 0 -1 1 0
Do L 0 : L 0
0 0 0 1 0 0 0 O -1 1 0 0] —
00 0o 1 1 0 0 O -1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 0 O -1 0 0 0
Do oo 0 N S 0
10 0 0o 1 1 1 0 O -1 0 0 1
1. 0 0 0 1 0 0 0]
01 0 0j-1 1 0 0
00 1 0 0 -1 1 0
ST N o i 0
5100 0o 1 0 0 0 O -1 1 0
0 0 0o 0 1 0 0 O 0 -1 0
00 0o 0 1 0 0 O 0 -1 0
Do S 0 S Do 0
[0 0 0 0 1 1 0 O 0 -1 1]
Tehét ezzel megmutattuk, hogy a sejtésiink helytalld, tehat az A maéatrix inverze a kovetkezd.
1 0 0 1
-1 1 0
Al 0 -1 1
0 O 0 —1 ]
17. Az éaltalanos megoldas meghatarozasahoz elGszor néhény 1épést el kell végezniink, hogy megsejt-
siik a megoldast. Ezt kovetGen pedig indukciéval bebizonyitjuk a sejtést.
1. 1épés:
[ 1 0 0 0 1 0 O 0] [ 1 0 0 0 10 i
10 0l[o] 1 0 0 0] 10 0 1
0 21 0 0 0 1 0 —s 0 21 0 00
| 0 0 O 11 0 0 O 1] | 0 0 O 1 00 i
2. lépés
1 0 0 1 00 0] 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0[—-2 1 0 0 0 10 0| -2 10 0
0 0| o [o] 1 0| — |0 [o] 1 0 1 0
0 0 1 0 00 1] L0 0 0 1 0 0 1
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18.

Mivel A bidiagonélis matrix, ezért a k. 1épésben csak a k + 1 sorban kell eliminélni, ebbél
kovetkezik, hogy a jobb oldali métrixban is k. 1épésben a k 4 1. sorban kell a lépéseket
végrehajtani. Ezért csak a f6atlo alatt lesz elem és mivel mindig a kétszeresét vonjuk ki a
k. sornak, ezért a f6atl6 alatt 2. hatvanyon fognak szerepelni balrél jobbra cstkkend sorban
valtott elGjellel. Az ismétl6ds elemek miatt pedig a f6atlo alatti atloban 1évs atlobeli elemek
megegyeznek. Tehat az A matrix inverze

1 0 0 0

- 1 0o ... 0

Afl — 4 -2 1 e 0
L)ttt oyttt L -2~

Ebben a példaban a korabbiaktoél eltérGen mar rendelkezésiinkre all a fels§ haromszogmatrixa
alak, igy ebben az esetben "csak" sormiiveletekkel diagonalis alakra kell hoznunk a matrixot.
Az eddigiekben megszokott modon elvégziink néhany lépést az altalanos megoldas megsej-

téséhez.

(1 1 0 ... ...0[1 0 0 ... ... 0]

0 1 1 .....0[0 1 0 .. ..0

0 0 1 ......0[0 0 1 .....0

0 1 100 1 00

0 0 1 1]0 0 10

0 0 10 0 1]
1 1 0 01 0 0 07
0 1 1 0/0 1 0 0
0 0 1 00 1 0

— | : : —

0 1 010 1 0 0
0 0 ojjo ... ... 1
0 0 0 1|0 ... ... 0 0 1]
1 1 0 0]1 0 07
11 0 1 0
0 1 010 1 0
— | R : :
0 1 [0o] ofo 1 0
0 0 10]0 0 1 -1
0 0 0 10 0 0 1

A métrix specialis alakjabol azt sejtjiik, hogy a baloldalon egy fels6 haromszogmatrix alakul
ki, mégpedig olyan formaban, hogy a f6atlo feletti atloban (—1) -esek e feletti atloban jra 1
-esek, majd pedig e felett ujra (—1) -esek és igy tovabb.

Tehat tegyiik fel, hogy k. 1épésig igaz ez a sejtés, vagyis a jobboldali matrixban jobb also
(k x k)-s matrixara igaz az imént leirt struktira. Mutassuk meg, hogy (k + 1)-re is igaz.
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A k. lépés utan kapott matrix

o O
O =
= =
OO
[a)
p—t
—= O
o O

0 1 1 0 010 1 1

0 0 1 0 00 0 1 -1 1
0 0 0 1 00 0 0 1 -1
0 0 0 O 110 0 O 1
1o ... ... ... 0 O ... 2J0 ... ... ... O O ... 1]

Most végezziik el a k + 1. 1épést.

1 1 0 ... ... ... ... 0|2 O O ... ... ... ... O]
0o 1 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0
0 1 0 0 00 1 0 1 -1
0 0 1 0 00 0 1 -1 1
0 0 0 1 00 0 0 1 -1
0 0 0 O 110 0 0 O 1
o ... ... ... 0 O ... 2|0 ... ... ... O O ... 1]

Latjuk, hogy a k + 1. lépés utan kapott jobboldali matrix (k + 1) x (k + 1)-es jobbalso
részmatrixara is igaz maradt a sejtés, vagyis az A matrix inverze a kévetkezd.

[1 -1 1 -1

0 1 -1 1
A1l-10 0 1 -1
0o 0 0 1

2.2.3. LU felbontas

19. A € R™"™ matrix LU felbontésa azt jelenti, hogy keressiik azt az L és U matrixokat, melyekre
teljestiil, hogy A = LU. Ebben a felbontasban az L € R™*™ als6 haromszogmatrix, mégpedig
ugy, hogy a féatloban rendre 1-es elemek helyezkednek el és U € R™ " pedig egy felsd
haromszogmétrix. Egy A € R3*3 matrix esetén L és U matrix alakja a kovetkezd.

1 00 Uil U2 U3
L= ll 1 0 y U= 0 uU22 U23
lh I3 1 0 0 wuss

Linearis egyenletrendszer megoldasdhoz az LU felbontés egy tjabb moddszert ad a keziinkbe.
Miért is jo az LU felbontéas egy linearis egyenletrendszer megoldasara?

Ax=b <& 1. Ly=b —y
2. Ux=y —x
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Ebben az esetben az Ax = b helyett az Ly = b, majd pedig az Ux = y egyenletrendszert
kell megoldanunk. Az LU felbontas hatterében - mint azt majd latni fogjuk a tovabbi példak
megoldasa soran - tulajdonképpen a Gauss eliminacié huzodik meg.

Eppen ezért érdemes megjegyezni, hogy az LU felbontas létezik pontosan akkor, ha a Gauss
eliminaci6 sor- és oszlopcsere nélkiil elvégezhets. Az LU felbontast tébbféleképpen is elGal-
lithatjuk. A példa megoldésok soran 3 alapvetd modszert mutatunk be.

a) Elgallitas L also haromszogméatrixok segitségével (i =1,...,n —1).
b) Elgallitas Gauss eliminacidval parhuzamosan, toméritett alakkal.
c) Elsallitas matrixszorzas segitségével.

Elgszor tekintsiik végig a jelenlegi példan, hogyan készithetjiik el az LU felbontast az Lj
alsoharomszog matrixok segitségével.

Az Li (i = 1,...,n — 1) matrixok segitségével a Gauss eliminaci6 egyes lépéseit valositjuk
meg. Tehat a Gauss eliminacio k — 1. lépése utan kapott Ay matrixra a kévetkezs 1épésben
kapott Ay matrixhoz eljuthatunk egy alkalmas Ly métrix szorzas segitségével is.

Ay =Lx-Ax

Ennek megfelel6en a Gauss eliminacio k. 1épését szeretnénk reprezentalni. Minden 1épésben
az el6z6 1épésben kapott matrixbol indulunk ki.

k. 1épés: Az Ly szamitasa a kovetkezGképpen torténik. Vegyiik az I € R™"™ egységmatrixot
és modositsuk azt a k. oszlopaban tgy, hogy a diagonalis alatt 16v6 —lpi1 g, ..., —lnk
értékek rendre a

(k—1) (k—1)
Otk Gy,

(k=1)7"""7 (k-1)
Ok Ok

(k—1)
hanyadosok legyenek, tehat [;; = %, (i=k+1,...,n).
Ak

Miutén az L1 matrixot, vagyis a Gauss eliminécié n— 1. 1épését is alkalmaztuk, megkapjuk
az U maétrixot, vagyis a fels6 haromszog alakot.

Lp1-...-La-L;-A=1U
Innen invertélassal és matrixszorzassal kapjuk, hogy
A=(L;" Lyt L) U

Belathato, hogy az L als6 haromszogbeli elemei a kordbban emlitett [; ;. elemekbdl a megfelels
oszlopokba pakoléssal elGallithatok. Nézziik meg ezt a technikat a konkrét példa megoldésa

soran.
1 2 3
A() = A= -2 4 7
1 3 7

Els6 1épésként elkészitjik az Ly métrixot. Ahogy azt méar korabban leirtuk, ebben az esetben
az I egységmaétrix els§ oszlopaban kell a f6atlo alatti elemeket kiegésziteni a kivetkezSképpen.
(DB = (-1)3E =2

all
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1 00
Li=| [2] 1 0
-1 0 1
Ezt alkalmazzuk az A métrixra.
1 2 3
Ai=L;-Ag=1]0 8 13
01 4
A kovetkezd 1épés az Lo méatrix elallitasa.
(1)
(D% =Dy =4
Qo9
1 0 0
0 10
Lo = 1
0 |—=] 1
8
Ezt alkalmazzuk az A7 matrixra.
1 2 3
Ay, =Ly -A;=]0 8 13
00 2

Mivel a matrixunk 3 x 3-as volt, ezért készen is vannak az L; matrixok, s6t ahogy azt mar
korabban leirtuk ebben az esetben az U matrix is konnyen leolvashato.

12 3
U=[0 8 13
19
00 2

Most mér csak az L matrixot kell elkésziteniink, ami definici6 szerint 3 x 3-as esetben.
L= LII Ly 1 Az L; matrixok inverzét kiszamitani nagyon egyszer, hiszen az egységmatrix-
tol kiilonboz6 elemeinek a (—1)-szeresét kell venni.

100 1 00
Ly'=|-210]|, Ly'=|0 1 0
101 0 1 1
Igy az L matrix a kovetkezd
100
L=Li"Ly'=|-2 10
1 31

Ha nem vagyunk kivancsiak az L; méatrixokra, akkor az L -be keriil§ elemek tgy is megj-

(k—1)
egyezhetdk, hogy az eliminécié k. lépésében az L k. oszlopdban a diagonalis ala az %
elemek keriilnek, vagyis a diagonélis elemmel osztunk.

Az A matrix determinansa a Gauss eliminaciénal méar emlitett moédon szamolhato ki. Mivel
elkésziilt a fels6 haromszogmatrix, igy abbdél kénnyedén leolvashat6é a matrix determinansa.
19
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20.

21.

Az el6z6 feladatban megismert modszert felhasznélva hatarozzuk meg az A matrix LU fel-

bontasat.
2 -5 3
Ag = A= 1 3 7
—4 2 —1

Ennek segitségével elkészitjiik az Ly matrixot. Tehat az I egységmatrix els§ oszlopaban kell
a f6atlo alatti elemeket kiegésziteni a kovetkezSképpen.
(-1 = (-1)} =}

ail

(D& = (-1t = -2

1 00
1

Ll — —5 ]. O
2/ 0 1

Tehét innen az A; méatrixot a kovetkezdképpen szamoljuk.

2 -5 3
Ai=Li-Ag=|0 Y L
0 -8 5
Innen az Lo méatrix a kovetkezd.

1 0 0

10

e 0 16 1

11

Az Ao métrix az el6bbiekben méar ismertetett moédon szamithato.

2 -5 3
Ay=Ly - Ay=|0 Y U
0 0 13

Ezzel elkészitettiik az L matrix meghatarozasahoz sziikséges Lj maéatrixokat. Arra kell csak
figyelniink, hogy az L métrix meghatarozasdhoz az L; matrixok inverzére van sziikségiink.
Ezt a mar emlitett 0sszepakoléssal készitjiik el.

1 0 0 2 -5 3
1 11 11
—2 16 0 0 13

1

A determinans meghatéarozasa az eddigieknek megfelelGen a kdvetkezo.

11
det(A) =2 - 13 = 143

Készitsiik el az A métrix LU felbontasa a kordbbi példdkban bemutatott modszer segit-
ségével.

2 1 3
Ag:=A= |4 4 7
2 5 9
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22,

Elkészitjiik az L1 matrixot. Tehat az I egységmatrix elsé oszlopaban kell a f64tlo alatti ele-
meket kiegésziteni a kovetkez&képpen.

(-2 = (-1} = -

ail 2

()& = (-1)F = -1

100
Li=1|[-2] 1 0
—1] 0 1
Tehat az A1 méatrix
2 1 3
Aj=L; - Ag=1|0 2 1
0 4

Innen az Lo matrix a kovetkezd.

10
Lo=|0 1
0 [—2

Most mér csak L; méatrixok inverzét kell meghatarozni az L matrix elkészitéséhez.

0
0|, Uz=As=Ly A; =
1

O O N

1 3
2 1
0 4

1 00
L=12 10
1 2 1
Az A matrix determinansa a kovetkezé

det(A) =2-2-4 =16.

Készitsik el az A matrix LU felbontasat a korabbi példakban bemutatott modszer segit-
ségével!

4

A() = A = 2

O o W

0
0
1

oo

Elkészitjiik az Ly matrixot. Tehat az I egységmatrix elsé oszlopaban kell a f6atlo alatti ele-
meket kiegésziteni.

(- = (-1)§ = -2
(-8 = (-1§ = -3

ail 3

1 00

Li=1||-2| 1 0

-3 0 1

Vagyis az A matrix a kovetkezd.

3 4 0
Aj=L; - Ag=|0 -6 0
0 —20 1

Innen az Lo méatrix kdnnyen szamolhaté a kovetkezé segitségével.
(71)l1a23 — (71)—20 _ _ 10

laaz2 —6 3
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23.

1 00
0 10
L2 = 10
0 [——| 1
3
Az L és U matrix
1 00 3 40
L=|2 10|, U=As=Ly-A;=|0 —6 0
3 8 0 01

Innen az A matrix determinansa a kovetkezd.

det(A) =3 - (—6) -1 = —18

Az LU felbontashoz nem sziikséges az L; matrixokat elkésziteni, hiszen ezek, ahogyan azt
korabban mar emlitettiik, a Gauss elimindcié egyes lépéseit reprezentaljak. Igy elgallithatjuk
az LU felbontést a Gauss eliminacidéval parhuzamosan is. A kovetkezSkben megmutatjuk,
hogy hogyan is lehet a szamitdgépes reprezentécidhoz helytakarékosan megvalositani az LU
felbontast a Gauss eliminacié segitségével.

Az alap otletre barki konnyen rajohet, ha megfigyeli a matrixok szerkezetét. Az L matrix egy
olyan als6é haromszogmaétrix, amelyben a fGatloban egyesek talalhatoak. Vagyis az "értékes"
elemek valdjaban a f64tlo alatt helyezkednek el.

A maésik fontos megfigyelés a Gauss eliminacié soran elGallitott fels6 haromszog, vagyis az
LU felbontasban U métrixként ismert métrix strukurajara vonatkozik. A fels§ haromszog-
méatrixban a fgatlo alatt nulldk helyezkednek el, igy az értékes elemek a fGatloban, illetve
folotte helyezkednek el. Most mar csak egy apré6 megfigyelésre van sziikség. Az L; matrix
inverze egy (—1) -es szorzé segitségével konnyen képezhetd, illetve a struktira specialitasabol
fakad, hogy az Ly 1 matrixok szorzata gyakorlatilag a matrixok megfelels oszlop vektorainak
egymés mellé iraséaval képezhets. Ezeket a megfigyeléseket Osszesitve kapjuk az aldbbi hely-
takarékos algoritmust.

i/1. 1épés: Végrehajtjuk a Gauss eliminaci6 i. 1épését.

i/2. lépés: kiszamitjuk az i—1. 1épésben kapott matrixbol az Lj matrixhoz sziikséges hanya-
dosokat. Ezeket az el6z6 1épésben kapott méatrixban a nulldk helyére beirjuk. Csak arra kell
figyelniink, hogy ezek az elemek nem az A; matrix elemei, vagyis a kovetkezd lépésben raj-

tuk nem végezziik el a Gauss eliminicié miveleteit, hiszen a Gauss eliminacié szempontjabol
ezeknek az elemeknek a helyén nulldk vannak.

A Gauss elminacié végeztével konnyen le is tudjuk olvasni az L és U matrixokat. Nézziik meg
ezt a modszert a gyakorlatban is. Keretezve jeloljiik az L matrixhoz tartozé részt.

12 3 12 3
A=|-24 7| —A=]0 8 13
137 01 4

Ezzel elkészitettiik a Gauss eliminacio elsé 1épését. Most ki kell szamolnunk az L, matrixhoz
sziikséges hanyadosokat. Arra tigyeljiink, hogy most nem kell a (—1)-szerest venni, hiszen az

inverzhez erre van sziikség.
a1 . =2 _ 2

ail 1 1
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a3 _ % =1
a
A1 1kapott hényadosokat az eliminécié végén kapott nullak helyére beirva kapjuk az els6 lépés
utani tomoritett alakot.
1 2 3 1 2 3
Al=108 13| —A;=|[-2] 8 13
01 4 11 1 4
Most elvégezziik a Gauss eliminacié mésodik 1épését, arra tigyelve, hogy az els§ oszlopban a
f6atlo alatti elemek ebben a kontextusban nullék.
1 2 3 1 2 3
Ay=|[-2] 8 13| —Ay=|[-2] 8 13
1] 1 4 1f 0 4%
Most pedig az Lo métrixbeli hayadost kell meghataroznunk.
_1
2 =
1 2 3
1 2 3
/ -2 1
A,=1||-2] 8 13| —Azx= - 18 3
19
1] 0 % 5
Innen koénnyen leolvashatjuk az L és az U métrixot.
1 00 1 2 3
L=|-2 1 0{, U=]0 8 13
1 19
1 g1 00 %
24. Az el6z6 feladatban bemutatott modszer segitségével oldjuk meg ezt a feladatot is. Tehat a

Gauss eliminacio elsé lépése utéan az alabbi hanyadosokkal egészitjiik ki a métrixot.

a1 _ 1
(111_2_4
A =5=(-2
2 -5 3
2 =5 3 2 =5 3 1
A= 1 3 7| —A; =10 55 55| —A;= 3 % %
—4 2 -1 0 -8 5
-2 =8 5

Folytassuk a Gauss eliminaci6 2. 1épésével és a hanyadosok beépitésével.

2 -5 3 2 -5 3 2. =53

1 11 11 ! 1 11 11 iU

A]_ = 5 3 3 — A2 = 5 5 5 — A2 = 2 2 2
—2| -8 5 —2| o0 % —g 13

2 3

0 0 -5
1 11
81 0 0 13
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25.

26.

A Gauss eliminéci6 els 1épése utan az alabbi hanyadosokkal egészitjiik ki a matrixot.

_ 6 _
a =3 =2
a,
3 40 3 40 340
A=|6 20| —A;=]0 6 0| —A;= 6 0
9 -8 1 0 20 1 3] —20 1

Folytatva a Gauss eliminacié 2. 1épésével és a hanyadosok beépitésével kapjuk.

3 40 3 40 _28
A= 6 0| — Ay= 6 0| — Ap= 5T
-20 1 01 | 1

Az el6bb megismerteknek megfelelGen konnyen leolvashatjuk az L és az U matrixot.

1 00 2 -5 3
1 1 11
L= 5 10|, U=|0 5 %
-2 =31 0 0 13

A korabbiakban megismert kétféle modszer (Lj matrixok, Gauss eliminécid) utéan egy har-
madik alternativat mutatunk be az LU felbontas megvalositasara. Ez a modszer a méatrixs-
zorzés segitségével késziti el az LU felbontast.

Ez a moédszer az L és az U méatrixok speciélis szerkezetének koszonhetSen miikédhet. Harom-
féle elrendezés segitségével fogjuk meghatarozni az ismeretleneket, ezek a sorrendek beszédes
elnevezéstiek.

a) Oszlopfolytonos kifejtés esetén az A méatrix elsg oszlopaban fentrsl lefelé haladva hatéroz-
zuk meg az ismeretleneket, majd folytatjuk a méasodik oszlopban és igy tovabb.

b) Sorfolytonos kifejtés soran az A maétrix els sorabol indulunk ki és az elemeken balrol
jobbra haladva sorban hatérozzuk meg az ismeretleneket.

c) Parketta kifejtés esetén az A métris els§ soran haladunk végig balrol jobbra, ezt kovetSen
az els6 oszlopban a masodik elemté] fentrél lefelé. Igy egy (n — 1) x (n — 1) -es részmétrix
marad, amin ugyanezt kell folytatnunk.

Oldjuk meg a konkrét feladatot a parketta kifejtéssel.

1 2 3 1 0 0 up U2 U3
A=|-2 4 7|=10§ 1 0/{- 0 ug wus
1 3 7 lo I3 1 0 0 wue

A fent leirtaknak megfelelen az elsé sorban kell az ismeretleneket meghataroznunk balrol
jobbra haladva. Mivel az A maétrix els6 sora mindig megegyezik az U els§ soraval, a késébbi
feladatok sorédn ezt mar felhasznaljuk.

1=1-uy1 —u =
2=1-uy — uy

3:1-U3—>U3 =
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Ezt kovetSen az els6 oszlopban folytatjuk a kifejtést fentrdl lefelé haladva a masodik pozi-
ciotol.

2= -u14+1-040-0=0L-1—1; = -2
1= -u1+1l3-04+1-0=0-1—1l, = 1

Ezt kévetGen a maradék 2 x 2-es matrix részen kell elvégezniink az el6bbi kifejtést.

4=10 u+1-us+0-0=-2-14+ug —ug =
T=101-us+1-us+0-ug=-2-34+uys — us =

3=ly-ug+lz3-us+1-0=1-248-l3 — I3 =

= ool = = 00
|3 w

1
7:l2-u3+l3-U5+1-u6:1-3+§'13+u6—>u6 =

Visszairva a méatrixokba a meghatarozott ismeretlenek értékeit, megkapjuk az alabbi L és U

matrixokat.
1 00 1 2 3
L=|-2 10|, U=]0 8 13
1§ 1 00 2

27. Az el6z6 feladatban leirtaknak megfelelGen oldjuk meg a feladatot.

2 =5 3 1 0 0 uyp U2 ug
A= 1 3 7 = ll 1 0 . 0 U4 Us
—4 2 -1 l2 l3 1 0 0 Up

Az U els6 soraban 1évs ismeretlenek egyeznek az A els6 soraval.
U1:2, UQ:—5, U3:3

Ezt kovetSen az els6 oszlopban folytatjuk a kifejtést fentrsl lefelé haladva a masodik pozi-
ciotol.

1= -u1+1-04+0-0=0-2—1; =

N |

—4=l-u1+Il3-0+1-0=0-2—1l, = =2

Ezt kovetGen a maradék 2 x 2-es méatrixrészen kell elvégezniink az el6bbi kifejtést.

1 11

3=l1-UQ+1-U4+0‘0=5‘5+U4—>U4 = ?

1 11

7=l1-U3+1-U5+0-u6=§~3+U5—>U5 = ?

Es igy tovabb.
11 -8 16
2—1,. ) 1.0=(—2)-(— - - -
lo-ug + 13- ug + 0 ( ) ( 5)—|- 5 I3 — I3 5.5 1
—8

—1=l-us+l3-us+1-ug=(-2)-3+-—-5,b+us —ug = 13

5,5
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28.

29.

Visszairva a matrixokba a meghatarozott ismeretlenek értékeit, kapjuk az alabbi L és U
matrixokat.

1 0 0 2 =5 3
1 11 11
-2 -3¢ 1 0 0 13

A korabbi példaban emlitett oszlopfolytonos kifejtést hasznaljuk a feladat megoldasahoz.

1 2 3 1 0 0 Uy U2 U3
A = -2 4 7 = ll 1 0 . 0 uUq4 Uy
1 3 7 lh I3 1 0 0 wue

A fentebb leirtaknak megfelel6en az elsé oszlopban kell az ismeretleneket meghatéroznunk
fentrdl lefelé haladva.

1=1-414+0-040-0—u; = 1
—2=L1-u1+1-040-0—1; = -2
1=0L-u+1l3-0+1-0—1lp = 1

Folytatjuk a méasodik oszlopban fentrdl lefelé. A tovabbiakban a null aszorzatokat nem irjuk
ki.

2:1-u2—>UQ = 2
4d=1y -us+ugs —ug = 8
1
3=ly-ug+lg-us —lIlg = g
A harmadik oszloppal folytatjuk.
3=u3 —uz3 = 3
T=101 -uzs+us —us; = 13
19
T=ly-uz+l3-us+ug —ug = T
Tehat az L és az U matrixok.
1 00 1 2 3
L=|-210{(, U=]|0 8 13
1§ 1 00 ¥

Az el6z6 feladatban leirtaknak megfelelen oldjuk meg a feladatot.

2 =5 3 1 0 0 Ul u2 U3
A = 1 3 7 = ll 1 0 . 0 U4 Us
—4 2 -1 l2 l3 1 0 0 Ue

Az els6 oszlopban kezdjiik az ismeretlenek meghatarozasat.
2=u1 —u; =
1:l1~U1:l1'2—>ll =

—4:l2'U1:lg'2—>l2 = =2
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Folytatjuk az ismeretlenek meghatarozasat a masodik oszlopban.

—S=uy —uy = (—5)

1 11
3211-UQ—|—U4:§'(—5)—|—U4—>U4 = 72
11 —8 16

21, . Ino g — (—2) - (— gy la — - _
2ruztl3 ug=(=2) (=5 + 5 ls—1s 55 m

Most mar csak a harmadik oszlopban kell az ismeretleneket meghataroznunk.

BZU3—)U3 = 3
1 11
7211-U3+U5=§'3+U5—>U5 = >
16 11
—1:lg~U3+l3-u5—|—u6:(—2)-3—ﬁ-?+u6—>u6 = 13
1 0 0 2 -5 3
L=| 3 10|, U=|0 & &
-2 - 0 0 13

30. Els6 lépésként az ismeretlenek meghatarozasdhoz az elsé sorban haladunk végig balrél jobbra.

2 -5 3 1 0 0 uyp u2 U3
A= 1 3 7 = l1 1 0 : 0 Ugq U5
—4 2 -1 lg l3 1 0 0 Ue
Az elsé sor U -ban ugyanaz, mint A -ban.
U1:2, U2:—5, U3:3
Folytatva a méasodik sorban.
1
1=l - vi=L-2—10L = 5
1 11
3:l1'u2+u4:§‘(—5)+u4—>U4 = 5
1 11
7:l1'U3+U5:§'3+U5—>U5 = ?

Az utols6 sorban folytatva az ismeretlenek meghatarozésat.

—Ad=l-uy=1Il-2—1l = (—2)
11 16
QZZQ-UQ+Z3-U4:(—2)-(—5)—}—;-[3—)lg = _ﬁ
16 11
—1:l2-U3—|—l3-U5—1—u6:(—2)-3—ﬁ-?+u6—>u6 = 13
Tehét a megoldas

1 0 0 2 -5 3

L=| 3 10|, U=|0 4§ 4

-2 -¥ 1 0 0 13
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31.
2 3 -3 -3 1 0 0 O Uy U2 U3 U4
A | 16 25 -33 -4 | |41 1 00 0 us wug uy
B 8 9 18 -F | |lLil3z 10 0 0 us ug
~-10 -14 ¥ & b 15 g 1 0 0 0 w0
Els6 lépésként az ismeretlenek meghatarozasahoz az els§ oszlopban haladunk végig fentrél
lefelé.
uy = 2
166=u-h=2-1, —l1 = 8
8=wup-lo =21 —1ly = 4
—10=u1-ly=2-ly —1ly = -5
A maésodik oszlopban folytatjuk a megoldast.
Ug = 3
25 =ug-li+us=3-84+us —u; =
9=wug-lotus-l3=3-44+1-l3—1l3 = -3
*14ZUQ-Z4+’UJ5'Z5:3'(*5)+1'l5—)l5 =1
A harmadik oszlopban folytatjuk az eljarast.
us = -3
—-33=wu3-l1 +ug = (*3)8+U6 —ug = —9
18=wug-lotug-l3g+ug=(—3)-4+(-9) - (-3)+ug —ug = 3
33 3
Z:US‘Z4+U6'l5+U8‘l6:(—3)‘(_5)+(_9)’1+3’l6_>l6 = 1
Végiil az utols6 oszlopon haladunk végig.
U = -3
47 1
—?ZU4-11+U7:(—3)-8+U7—>U7 = §
29 1
—? IU4'Z2+U7'Z3—|—Ug: (—3)'4+§'(—3)+U9 —rug = -1
63 1 3
ZZU4-Z4—|—U7-Z5—|—’LL9~16—{—U10:(—3)-(—5)+§-1+(—1)-Z —u10 = 1
1 0 00 2 3 -3 -3
| 8 100 o1 -9 3
L= 4 -3 1 0|’ U= 00 3 -1
-5 1 3 1 00 0 1
32.
2 4 -6 1 00 up U2 U3
A = —6 17 19 = ll 1 0 . 0 Uq4 Us
8§ —4 -—14 lo I3 1 0 0 wug
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a) Sorfolytonos kifejtés:
Els6 sor

2=1-u1 — u; =2
4:1‘U2—>U2:4
—6:1'U3—>U3:—6

Maésodik sor

—6:l1'U1:2'l1—>11:—3
—17:l1-UQ+U4:4'(—3)+U4—>’u,4:—4
19=11-us+us=(—6) - (-3)+us —us =1

Harmadik sor

8212-U1:2-l2—>12:4
—4d=ly-us+l3-ug=4-44(=5)-l3 —Il3=4
—14:l2-U3+l3-u5+u6:(—6)-4+1'4+u6—>u6:6

b) Oszlopfolytonos kifejtés:
Els6 oszlop

2=1-u1 — u; =2
—6:l1'U1:2-l1—>l1:—3
8=ly-u1 =21y —1ls=4

Masodik oszlop

4=1-ug —uzy=4
7=l - ugtug=4-(-3)+ug —> ug = -5
—4:lg~’u,2+l3-U4:4-4+(—5)-13—>l3:4

Harmadik oszlop

—6:1-U3—>U3=—6
19:l1'U3+U5:(—6)-(—3)+U5—>U5=1
—4:lg~u3+l3-u5+u6:(—6)-4—|—1~4+u6—>u6:6

c) Parketta kifejtés:
Els6 sor

2=1-u1 —u; =2
4:1'u2—>UQ:4
—6=1-uzg — ug = —06

Els6 oszlop
—6211-U1:2'll—>l1:—3

8=lo-u1 =2-1o —1ls =4

Es igy tovabb.
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—17:l1-UQ+U4:4'(—3)+U4—>U4:—4
19:l1'U3+U5:(—6)-(—3)—|—U5—>U5=1

—4d=ly-uy+l3-us=4-44+(=5)-l3 —Il3=4
—14:lQ-U3+l3-u5—|—u6:(—6)-4+1'4+u6—>u6:6

A megoldas

1 00 2 4 —6
L=|-3 10}, U=|0 -5 1
4 4 1 0 0 6

2.2.4. LDU felbontas LU segitségével

33. Az LDU felbontas esetén az A matrix egy olyan szorzat felbontasat keressiik, amelyben az L
egy als6 haromszogmatrix, a D egy diagonalis matrix, mig az U egy fels6 haromszogmaétrix,
ahol az L és U diagonalisaban egyesek vannak.

di1 0 ... 0

.0 1w Uln
0 d 0 0
I — lor 1 0 0 . D= 22 U= 0 1 . Uy
31 32 10 0o 0 . 0 0 1 Up—1n
In lpn—1 1 0o ... 0 dun 0 0 1

Az elGallitashoz hasznéalhatjuk a korabban tanult LU felbontasbol kapott matrixokat. Ez
utobbi fels6 haromszogmatrixat masképp kell jelolniink, hiszen ott a diagonélisra nincs megkétésiink.
Ha elkésziilt az A matrix LU felbontasa, akkor a D méatrix meghatérozasa konnyt, hiszen

az U matrix diagonalisaban 1év6 elemeket kell a D méatrix diagonalisiba helyezniink.

u11 0 ... 0
0 Uz ... 0
D= .
0 0o . 0
0 ... 0 uUpy

A D-vel val6 szorzas kompenzaldsaként az U matrix sorait végig kell osztani a diagonélisbeli
elemekkel. Nézziik meg ezt a modszert a gyakorlatban a kittizott feladat megoldasa soran.
Els§ lépésként elkészitjik az A matrix LU felbontasat. Ennek a részletes bemutatasatol
eltekintiink, hiszen a kordbbi példak esetén mar megtettiik.

4 3 1 1 00 4 3 1
A= 8§ 8 &5 | = 2 10 0 2 3
-4 -7 =5 -1 -2 1 0 0 2

Ebbdl készitsiik el a fent leirt modszer segitségével az LDU felbontast, mely a kovetkezd lesz.

1 00 4.0 0 I
L=| 2 10|, D={02 0], U=|0 1 3
-1 -2 1 00 2 0 0 1
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34. Legyen adott az A = LU felbontas.
1 2 4 1 00 1 2 4
A=|(3 2 1|=1]3 10 0 -5 -10
01 8 0 —+ 1 0o 0 6
Az LDU felbontas a kévetkezs
1 00 1 00 1 4
L={3 10|, D=|0 -5 0|, U=]|01 2
0 -1 1 0 06 001
35. Legyen adott az A = LU felbontas.
2 1 0 1 0 0 2 1 0
A=|-1 2 1|=|-3 10 032 1
2 12
0 -1 2 0 —¢ 1 00 ¥
Az LDU felbontés a kovetkezs
1 00 2 0 0 1 40
L=|-3 10|, D=|03 0|, U=|0 1 2
2 12
0 —z 1 00 % 0 0 1
36. Legyen adott az A = LU felbontas.
4 1 2 1 0 0] 4 1 2
A=|4 4 2|=]1 10 03 0
3 3
6 6 1 5 5 1] 0 0 -2
Az LDU felbontas a kévetkezs
1 00 40 0] I
L={1 10|, D=]j03 0], U=]0 1 0
3 3
5 5 1 0 0 —2 | 0 0 1
37. Legyen adott az A = LU felbontas.
4 1 1 1 0 0 4 1 1
A=|140|=[1 10 0 1 -
1 1 56
1 0 4 i~ 1 0 0 3
Az LDU felbontés a kovetkezs
1 00 4 0 0 1 L 2
_ |1 _ 15 _ i
L= 1 11 0|, D=0 7 58 , U=10 1 4
1 —1i 1 0 0 % 0 0 1
38. Legyen adott az A = LU felbontas.
11 2 1 00 11 2
A={(1 4 0|=|1 1 0(-]10 3 -2
1 4
1 0 4 1 -3 1 00 3
Az LDU felbontas a kévetkezs
1 0 0 1 0 0 1 1 2
L=|1 10|, D=|03 0|, U=|01 -2
1 -1 1 00 3 00 1
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39. Legyen adott az A = LU felbontas.

1 1 2 1 0 0 1 1 2
A=([1 2 1| =11 1 0 01 -1
2 1 1 2 -1 1 0 0 —4
Az LDU felbontas a kovetkezd
1 00 1 0 0 1 1 2
L=|1 10|, D=|01 0|, U=|01 -1
2 -1 1 0 0 —4 00 1

2.2.5. LDL" és LLT (Cholesky) felbontas

40. Az LLT felbontas meghatarozasara harom modszert mutatunk be.
a) LU felbontéas segitségével.

b) Az LDU segitségével, ami jelen esetben LDLT felbontas.
c) Matrix szorzasbol oszloponként.

Fontos megjegyezni, hogy csak szimmetrikus A métrixra lehet Cholesky-féle felbontast késziteni.
Masrészt ha A pozitiv definit matrix, akkor 3 LLT felbontas. Egyértelmii a felbontas, ha

megkoveteljiik, hogy 1;; >0 (i =1,...,n) legyen.

a) El6szor nézziik meg az LU felbontés segitségével. A jobb érthetdség kedvéért az eddigi
LU felbontast jelolje LU. Tehat az 1j jeloléssel legyen adott az A = LU felbontas és ennek
segitségével hatarozzuk meg az LLT felbontast.

2 1 2 100 2 1 2
A=|12 1|={7110]-]0 30
2 1 4 101 00 2

Az LLT felbontashoz az L matrix oszlopait szorozzuk meg az U diagonalisiban taldlhato
elemek gyokével. Fzzel megkapjuk a keresett L matrixot.

0 V2. 0 0 V2. 0 0
0 |- 0%0=72\/§0
1 0 0 V2 V20 V2

b) Az LDU felbontas segitségével is ugyanilyen egyszerd az el6allitas. Mivel A szimmetrikus
méatrix, ezért LT = U, igy valojaban LDLT felbontasbol indulunk ki. Az ng}LT felbontésnal

az el6z6ekhez hasonloan bevezetjiik a hullamos jelolést, legyen A = LDLT. Vegyiik a D
elemeinek gyokét és szorozzuk meg L oszlopait. Igy L = L - v/D.

=

Il
i
O = O

2 1 2 100 2 00 1 51
A=|121|=|% 10 030 0 1 0|=LDU

2 1 4 101 00 2 001
100 V2. 0 0 V2. 0 0
L=L-vD=|1 10 o\/gozg\/go
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c) Az LLT felbontast meg tudjuk hatdrozni métrixszorzas segitségével is.
Irjuk fel az L - LT = A matrixszorzatot.

L 0 0 I 1o 1y 2 1 2
lo Is O01-]0 13 05| =121
i Is g 0 0 I 2 1 4

Innen az L matrix oszlopain sorban végighaladva meghatarozhatjuk az [; értékeket.

e Az elsd oszlop alapjan
1%22—>11:\/§
lg‘l1:1—>l2:§
l4‘l1:2—>l4:\/§.

e A masodik oszlop alapjan
BrB=2— 1=/}
ly-lo+1l5-l13=1—15=0.

e A harmadik oszlop alapjan
li-l§+l2:4—>l6:\/§.

Latjuk, hogy mindhdrom esetben ugyanazt az eredményt kaptuk.

41. Az el6z6 feladatban bemutatott LL”T felbontas kapcesan megismerhettiik az LU felbontéasbol
torténd meghatarozas modszerét. Az LDL”T felbontéasnal is hasonléan fogunk eljarni, mint az
LL" esetnél. Most is hasznéljuk a kénnyebb kévethetGség kedvéért a hullamos jelolést, vagyis
legyen A = LU. Az L -re nem kell 4j jelélést bevezetniink, hiszen az LDLT felbontéasnal és
az LU felbontasnél is egyesek vannak az L diagonalisaban.

4 -2 2 100 4 -2 2 N
A=|-2 5 3|=|-2 10|-|0 4 -2|=LU
2 -3 6 3 31 0 0 4

Az LDLT felbontas elgallitasa tulajdonképpen megegyezik az LDU felbontasnal megismert
modszerrel. A D matrixba rakjuk az U diagonélis elemeit.
Ellenérizhetjiik, hogy LT =D~ . 6, ehhez az U sorait kell a diagonélis elemekkel leosztani.
Ezzel tulajdonképpen el6 is allitottuk az LDL” felbontast.

1 00 4.0 0 1 -1 1
L:—%10,D=040,LT:0 1 3
;3 5 1 00 4 0 0 1

Az LL" felbontast elkészithetjitk az LDLT segitségével is, hiszen
(LVD)(vDL)T = LLT.

Tehat az LLT felbontas

~ 2 0 0 ~ 2 -1 1
L=|-1201|, LT™=]0 21
11 2 0 0 2
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42,

43.

44.

Hasznaljuk fel az A = LU felbontas eredményét.

4 2 1 1 0 0 4 2 1
A=(2 4 2|=]|3 10 03 1
T 1
1 2 4 7 5 1 0 0 3
Ebbél az LDL" felbontés
1 00 4 0 0 1 3
L= % 1 , D=|03 0|, LT=]0 1
1
7 3 1 0 0 3 0 0
Innen pedig az LL” felbontas
2 0 0 2 1 1
L=|1+v3 0|, LT=|0 3 ¥
14 v 00 V3
Hasznaljuk fel az A = LU felbontas eredményét.
111 100 111
A=|1 2 2 |=|110(-{0 11
1 2 3 111 0 01
Ebbél az LDL™ felbontés
1 00 100 11
L=|110]|, D=]|0 10|, LT=]0 1
111 0 01 00
Innen pedig az LL” felbontas
00 111
L=(110], LT=|0 11
111 0 01
Hasznaljuk fel az A = LU felbontés eredményét.
4 0 1 100 4 0 1
A=(0 4 0|=|010 0 4 0
15
10 4 1 01 00 &
Ebbél az LDLT felbontas
100 4 0 0 10
L=(010]|, D=]|04 0], LT=]0 1
1 15
7 01 00 ¢ 0 0
Innen pedig az LLT felbontas
2. 0 0 2 0 &
L=|0 2 0, LT=1]0 2 0
1 15 15
p0 g 00 %P

(S N

—_ = =

— ORI
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45. Hasznaljuk fel az A = LU felbontas eredményét.

2 2 2 100 2 2 2
A=1[2 4 4|=]|011 02 2
2 4 6 111 00 2
Ebbél az LDLT felbontés
100 2 00 111
L=|011]|, D=]|0o 20|, LT=]0 1 1
111 00 2 001

Innen pedig az LLT felbontas

L:

S
SIS
SRR
EIEI

&OO

2.2.6. QR felbontas Gram-Schmidt ortogonalizaciéval

46. Egy nagyon jol hasznalhaté moédszert ad a keziinkbe a linearis egyenletrendszerek megoldaséhoz
a QR felbontas. Miért is jo a QR felbontas a linearis egyenletrendszerek megoldasahoz? A
valasz nagyon egyszerd természetesen a métrixok specialis tulajdonsagai miatt igaz az iménti
ekvivalencia. A Q matrix ortogonalis matrix, mig az R métrix egy fels6 haromszogmatrix.

Ax=b <= QRx=b <<= Rx=QTb,
A feladat megoldasédhoz a Q és az R maétrixokat a kovetkezd alakban keressiik.

Tl T2 T13
Q=[a1 g2 s |, R=| 0 ryn 7z
0 0 733

Az egyszeriiség kedvéért a Q maéatrixot oszlopvektoronként fogjuk elGéllitani. Q és R elGal-
litdsdhoz a Gram-Schmidt ortogonalizacié képleteit hasznaljuk.

ra = Hale
1

qQq = —a
11

k=2,...,n -re a kdvetkezs képleteket hasznaljuk.

rik = <ak,qj>
k-1
ree = lak— Y kgl
Jj=1
k-1
1
ax = ak_zrjk(lj
Tkk =1

Fontos megjegyezni, hogy kézi szamolas esetén nem kell feltétleniil ragaszkodni a normalt
vektorok elGallitasahoz, ezt a végén egy egyszertd kompenzacidval el tudjuk allitani. Ezt
majd egy kés6bbi feladat kapcsan ismertetjiik.



2.2. Megolddsok

Az el6bbiekben leirtaknak megfelelen szamitsuk ki az ismeretleneket.

o= Jlafle=vV22+62+32=V4+36+9=vV49=7

2
1 1 &
qi1 = —ai1=ga1 = | =
T11 g
7
2 6 3 49
= >=5-=—+8-= —3).2 = 2 —
r12 <az,qi 7+ 7+( )7 -
roy = |laz —7r1qilla = /32 + 224+ (—6)2=vV9+4+36=V49 =7
3
2 = —(az—rpq1) =" 2| = 2
722 7 6 §
7
2 6 3 49
= :2'7 6‘7 3'7:—:7
13 < ag,q1 > 7+ 7+ - -
3 2 —6
r23 ag, qz 7+ 7+ -
3 = |lag —rizar —rasazllz = V22 + (—6)2 + (-2)2 = V4 + 36 +4 = Vid = 2V11
2
2 V1T
! ( ) 1 6 6
q - —l(ag —7Tr q —Tr q [, — — —
3 ras 3 — T13d1 — 72392 sl - _Qéﬁ
2v/11
Tehat a Q és R matrixok
2 3 2
;1o T
R A G R A
7 77 T oV 00 2\/ﬁ

47. Az el6z6 feladatban ismertetett modszer alapjan készitjiik el a megoldast.

rno= Jlafa = V3 +424+02=v9+16+0=v25=5

3
1 g
Qi = 7312*812 5
3 4 50
ri2 = < ag,qi1 >= 6 - 54-8 *+( )
roo = |laz —rioqy | |2—\/02+02 )—\/0+0+4_\/1:2
1
Q2 = —(ag—rieq1) = {
792
3 4 25
rg = <a3,ql>=(—1)‘5+7'5+3-0:€:5
o3 = <a3,q2>:(—1)~0—|—7-0+3-(—1):—3
r33 = |lag —713q1 —ro3qz e = V(—4)2 +32+02=vV16+9+0=v25=5
_ _4
1 I :
g3 = —(ag—r3qu1—rwqz)=—--| 3| = 2
33 5 0 0
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Tehat a Q és R matrixok

% 0 —% 5 10 5
0 -1 0 0 0 5

48. Az el6z6 feladatban ismertetett modszer alapjan készitjiik el a megoldast.

rin = [lala=vV02+52+02=v0+25+0=v25=5

1 1 0
q1 = 7312*31: 1
11 0
re = <ag,qL>=4-047-143-0=7
ros = |lag —reqille = V42 +02+32=v16+0+ —V25=5
4
1 1 4 5
Q2 = —(ag—rpq1)=—--|0|=10
722 ) 3 3
5
riy = <a3,q1>:1-0—|—(—2)-1+5-0:—2
4 3 25 1
= <ag,qg>=1-—+(-2)-04+5-—-="—=—
r23 as; qz 5+( )0+ = F T
rs3 = |lag—rizar —resqzfla = /(-3)2+02+22 =9+ 0+4=V13
3
1 1|3 e
a3 = %(33—7“13011—7"23(12):\/7?3- 0| = 2()
2 vE

Tehét a Q és R matrixok

0 5 —F5 5 7 -2

Q=|1 0 0|, R=[05 5
3 2

05 7B 0 0 VI3

49. Az el6z6 feladatban ismertetett modszer alapjan készitjiik el a megoldast.

11 = Hangz\/02+02+12:\/0+0+1:\/I:I

1 0
T11 1
rg = <az,q1 >=1-0+0-0+0,7-1=0,7
r22 = “32—7’12(]1\\2: 12402402=/140+0=vV1=1

1 1

1 1
qz = 7(32—7“12%):1' 0l=10
22 0 0
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50.

rny = <ag,q>=0,8-04+0,2-040,7-1=0,7

r93 = < ag,qe>=0,8-140,2-04+0,7-0=0,8

rs3 = |lag —ri3q1 — r23qz ]2 = /02 + 0,22 + 0% = /0,04 = 0,2
1 1 0 0

qs = %(33—7“13011—7“23%):0’2' 0,3 = (1)

Tehét a Q és R matrixok

0,7 0,7 ]
1 0,8

010
Q=[00 1], R=
10 0 0 1

O O =

El6szor oldjuk meg az eddig megismert médon, majd ezt kovetfen egy egyszertsitett modszert
mutatunk be.

a) Az eddig bemutatott modszer segitségével oldjuk meg a feladatot.

i o= |aille=v22+22+12=Vi+4+1=v9=3

2
1 1 3
Q. = —ap=gja1= |3
11 i
3
2 2 1
12 = <a2,q1>:0-§+12-§+12-§:8+4:12
roo = |lag —710qu |2 = V/(—8)2 + 42 + 82 = /64 + 16 + 64 = V144 = 12
_ _2
= ) i =]
= —(az—7r = = 5
q2 T2 2 1291 19 3
8 3
2 2 1
;3 = < =3.240-243.-=2+1=3
713 ag,q1 > 3+ 3+ 3 +
< o—3. 2240 243.22 9409
T = a = - —_— . — - —_ = — =
23 3,42 3 3 3
rizs = |lag —risqr —rasaz 2 = 12+ (—2)2+22=VI+4+4=V9=3
1
1 I 3
a3 = —(ag—raq1—ruqe) =4 |-2|=|-%
33 3 2 i
3
Tehat a Q és R matrixok
% —% % 3 12 3
5 3 5 0 0 3

b) Az eddigi megoldasok soréan, minden lépésben normalva tartottuk a Q matrix oszlopvek-
torait. A mostani megoldasban ezt a normalast az eljaras végén hajtjuk végre. Igy menet
kézben nem kell a normalasbél fakadoé esetleges nehezebb szamitast okozd szémokkal szé-
molni. Ehhez az alabbi moédositott képleteket hasznaljuk.

T11:1

qa = a1
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k=2,...,n -re a kdvetkez6 képleteket hasznaljuk.

< ag,q; > .

Tik = =%~ (Gj=1,....,k—1)
< qj,q;j >

Tk = 1

k-1
ax = ak—zrjkqd
7j=1

Fontos megjegyezniink, hogy a matrixokat az eljards végén kompenzalni kell a Q méatrix

normaival.
ri = 1
2
Qq = a;= |2
1
<az,q1> 0-2412-24+12-1 36
e S s 2.9322+11 9 °
9o = 1
0 2 -8
g2 = a2 —Iri12q1 = 12 —4- 2 = 4
12 1 8

- <a3,q1>:3'2+0'2+3-1:2:1
<dq1,91> 2:-242-241-1 9
- <a3,q2>: 3'(—8)+0'4+3~8 :L:O
<qz2,qz> (-8)-(-8)+4-4+8-8 144
r3sg = 1
3 2 —8 1
q3 =ag —ri3qy —re3qz= |0 —1- (2| -0 4| = | =2
3 1 8 2

Ezt kovetGen Q oszlopait osztjuk a 2 -es normajukkal , mig az R sorait ugyanezekkel az
értékekkel szorozzuk.

[dill =3, llazlz =12, [lqsll2 =3

2 -8 1] IR

1 8 2_ _g g g
1 4 17 (3 12 3
R=1[01 0 — R=1]012 0
00 1| 0 0 3

Nem meglepd moédon mind a két médszer azonos megoldast adott.
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51.

52.

Az el6z6 feladat masodik részében megismertiik a QR felbontis meghatarozasénal egy egy-
szerlsitett valtozatat. Most ennek a mddszernek a segitségével oldjuk meg a kitlizott példat.

13

23

33

qs3

r1 = 1
1
Qa = a;= |2
2
<as,q1> 4-2+45.242.2 18
e T s 11+232+22 9 2
rog = 1
4 1 2
qz = az—ri2qi1 = (9| —2- |2 = 1
2 2 —2

<z:13,ql>_6'1+6-2+9-2_§_4
<qiq1> 1-142:-242.-2° 9

<ag,qz > 62+61+9(—2) 0

<d2,q2> 2:24+1-1+(-2)-(-2) =50
1
6 1 2 2
ag—7r13q1 —re3qz = |6 —4- 12| —0- 1| =|-2
9 2 -2 1

Ezt kovetGen Q oszlopait osztjuk a 2 -es norméjukkal , mig az R sorait ugyanezekkel az
értékekkel szorozzuk.

lqill2 =3, llazl2 =3, llasll2=3

1 9 7 r12 2
Q-|2 1 2| — q=|2 1 32
9 _9 1 L A
J L 3 3 3
N 1 2 47 [3 6 12
R=[(0 10 — R=1]103 0
0 0 1] L0 0 3
Az el6z6 feladatban hasznalt modszert alkalmazzuk.
11 = 1
1
q = a;= |1
1
< az,q1 > 6-1+5-14+7-1 18 6
T = = = — =
12 <quqi> 1-1+1-14+1-1 3
7929 = 1
6 1 0
Q2 = az—ri2qi1 =[5 —-6-|1]| =]-1

7 1 1
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< ag,q1 > 1'1+0'1—|—5-1_6

r13 = — _7:2
<q1,q1 > 1-1+1-141-1 3

. _ <asaz>_ 1040 (-D+5-1 5

BT Cgeaz> 00+(-1) (—1)+1-1 2

rgs = 1
1 1 5 0 -1

q3 = az—7T13q1 —ro3qz2= [0 —2- |1 5 1| = %
5 1 1 %

Ezt kovetGen Q oszlopait osztjuk a 2 -es norméjukkal , mig az R sorait ugyanezekkel az
értékekkel szorozzuk.

~ ~ - 1
||q]-H2 = \/§7 ”q2H2 = \/57 Hq3H2 - 7\/6

2
L 0 —=2

1 o0 -1 v R
R R N
! 2 GV
B 16 2 V3 6v3 2V3
R=|0 1 3 — R=| 0 V2 3V2
00 1 0 0 V6

53. Az el6z8 feladatban hasznalt modszert alkalmazzuk.

M1 = 1
-1
Q1 = a1 =
1
= <az,qi> _ 2-(-1)+1-0+2-1 :9:0
<aqi,q1> (-1)-(-1)40-0+1-1 2
Tog = 1
2 ~1 2
qz2 = az—riagqu = (1| -0 O0f =11
2 1 2
- <a3,q1>: 5'(—1)+2-0+3'1 :_2:_1
<qi,q1> (-1)-(-1)4+0-0+1-1 2
<ag,q2 > 9-24+2-143-2 18
™ T s 22411722 9 2
r3g = 1
5 -1 2 0
Q3 = az3—ri3qr—r3qz= 2| —(-1)-| O|—-2-(1|=]0
3 1 0

Ezt kovetGen Q oszlopait osztjuk a 2 -es norméjukkal , mig az R sorait ugyanezekkel az
értékekkel szorozzuk.
[l = v2, flGz2llz=3, |ldsll2=0
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[-1 20 -5 30

Q=| 01 0| — Q= 0%0
1

120 7 5 0

B 10 -1 V2 0 —V2

R=[01 2| — R=| 03 6

00 1 00 0

A kapott eredménybdl lathato, hogy az A oszlopvektorai nem linearisan fiiggetlenek. A kapott
Q matrix nem ortogonalis, csak az els§ két oszlopa alkot ortonormélis rendszert.

54. Az eddigi feladatban bemutatott modszert hasznalva oldjuk meg a kitiizott feladatot.

ry = 1
4
a = a=|0
3
B <a2,q1>_1-4+0-0—|—7-3_25_
T gL ar> 4-4+0.0+3-3 25
oo = 1
1 4 -3
qQz2 = az—ri2q1 = [0 —1-[0| = 0
7 3 4

<ag,q1> 8:4+2:0+6:3 50

T Cqnar> 4-4+0-0+3-3 25
S <a3,q2>: 8'(—3)+2~0+6‘4 22:0
<dq2,92> (=3)-(=3)4+0-0+4-4 25
rgg = 1
8 4 -3 0
q3 = ag—ri3q1—7r23q2= |2| —2-]0| —0- 0| =12
6 3 4 0

Ezt kovetGen Q oszlopait osztjuk a 2 -es norméjukkal , mig az R sorait ugyanezekkel az
értékekkel szorozzuk.

laill2 =5, [lazll2=25, |[as|2=2

N 4 =30 -2 =20
Q=0 0 2 — Q=] 0 01
3 4
3 40 3 4
B 112 5 5 10
R=|0 1 0 — R=|05 0
00 1 00 2
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2.2.7. Householder transzforméacio

55. A feladat, hogy az a = [—1 2 —2]T vektort a kivant alakra hozzuk, azaz

H-a=k-e =

o o

A Householder transzformacio6 elvégzéséhez nincs feltétleniil sziikség a transzformécioés matrix
minden elemére, de a feladat megoldasahoz fontos ismerni a szerkezetét. A H matrix olyan
szimmetrikus és ortogonalis (komplex esetben unitér) matrix amelynek specialis alakja van:

a—oe]

H=Hv)=1-2-vw?T, v eR"

~ Jla—oeq2
ahol

o = —sgn(a1) - [[a]2.

Els6 feladatunk a o kiszamitasa a fenti képlet alapjén.

o = —sgnla) - |lalls = —sgn(~1) - \/a} + a3 + a3 =

= Vif+4+4=3

A v vektort a o ismeretében megkaphatjuk egy egyszert behelyettesitéssel a fenti képletbsl.

—1 1 —4 o e . 4
a—c-eg=| 2| -3-lo|l=| 2| = v= LI o2
—2 0 —2 la=oel: V24 |

Ezutan alkalmazzuk a transzforméciot az a vektorra, hogy megkapjuk a kivant eredményt.

Hv)-a = I-2-vwT).a=a-2.v-(vTa)=
[—17] —4 -1
1 1

= 2| -2 — - —— 2(-1—-4 2 -2 2
[—17] 1 4 -1 —4

= 20— | 2|z= 2| - 2=
=) —2 —2 —2
3

= 0 = k=3
1 0

Ahogy lathato, a fenti képlet segitségével a transzformacié elvégezheté a H métrix konkrét
elsallitasa nélkil. A szamolas utan az a vektort sikertilt a kivant k - e; alakra hozni.

56. A feladat megoldasahoz elGszor ki kell szimolnunk a o-t.

o = —sgn(a) - [lalls = —sgn(2) - \/a? + a3 + a? =

= —Vi+d+1=-3
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57.

A o segitségével mar kdnnyedén kiszdmolhatd a v vektor értéke:

2 1 ) a— e 1 )
a—c-ep=[2|+3-|0|=]|2] = v= L — 2
1 0 1 ||a—091||2 V30 1
A fenti adatok segitségével a Householder matrix immar kiszamolhato.
Hv) = I-2-vwt=
1.0 0] N I
= |01 0]—-2-—=-]2 — |2 =
00 1 V30| V3l
= (1) (1) 8 9. L ! g (5 2 1]=
00 1) V30 V30 |4
(1 0 0 1 25 10 5
= |01 0] - 5 10 4 2| =
|0 0 1] 5 2 1
_ _ _ ~2 _2 _1
1 10 —-10 -5 3 3 3
= I -10 11 -2| = ~3 T 1
2 1
-5 =2 14 -3 —iF 1
A feladat megoldasahoz els6 1épésként ki kell szamolnunk a o-t.
o = —sgn(a1)-|all2 =
— —sgn(®) - VIFTF1=—V6
A o segitségével kiszamolhato a v vektor értéke.
2 1 2+6
a—oc-e = 1| +v6-|0]| = 1 =
1 0 1
a—oe; 1 2 +1\/6
v = = .
la—ceillz /12446 1
A fenti adatok segitségével a Householder méatrix a kévetkezs.
Hv) = I-2-vwl=
10 0] . 246 . 2467\
= |01 0| 2| —/—/]m—" 1 " 1
00 1 V12 + 46 1 V12 + 46 1
[1 0 0] ) ) 24+ V6
= |01 0]-2 - : 1 (246 1 1] =
00 1 V12+4V6 12+ 4V6 1
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1 0 0 1 10+4v6 2+v6 2416
= |01 0| -————-| 246 1 1 =
00 1] 6+2V6 | 546 1 1
(1 — 10+4v6 246 _ 24+V6
6+2v6 6426 6+2v6
_ _24+V6 _ 1 1
- 6+2v/6 6+2v/6 6+2v/6
_2+V6 _ 1 1— —1 _
L 64216 64216 64216
Ahhoz, hogy megkapjuk a k értékét, végre kell hajtanunk a transzforméaciot az a vektorra.
1 - 0+4v6 246 _2+V6
6+\2[\/é 6+2v6 6+2v6 2 -6
246 1 1 _ _ _
6426 6426 6426 L= 0 = k=—V6
246 1 1 1 0
6426 6+2v/6 6+2v/6

A transzormécio a
Hv)-a=I-2-vwwT).a=a-2.-v.(vTa)
képlet alkalmazasaval gazdasagosabban szamolhato6 ki.

58. A feladat megoldasahoz els6 1épésként ki kell szamolnunk a o-t.

o = —sgn(a)-|al2=

= —sgn(2)-vVd+1+4=-3

A o segitségével a v vektor értéke is kiszamolhato.

2 1 5
a—oc-eqp = |—-1{+3-{0f=]|-1 =
2 0 2
5
— 1
v = a—oe; _ 1

la—oeill: V30 |,
A fenti adatok segitségével a Householder-matrix kiszamolhato.

Hyv) = I-2-vwwT=

100 5
— Jo 1 o]-2 . L. | [5 -1 2]=
00 1 V30 /30 9
(1 00] | [2 -5 10
= |01 0|-—=-|-5 1 —-2|=
001 ¥ 1w -2 4
. _ 2 1 _2
) 10 5 —10 53 3
-10 2 11 -z 2 =

Most, hogy megkaptuk a transzforméciés matrixot. Ahhoz, hogy megkapjuk a k értékét,
alkalmaznunk kell a transzforméciét az a vektoron.
—-10 5 -10 2 -3
5 14 21| -1 = 0 = |k=-3
-10 2 11 2 0

1
15
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59. A feladat, hogy az a = [1 2 2 O]T
Elss feladatunk a o kiszamitasa.

vektort a kivant alakra hozzuk, azaz k - eq-re.

o = —sgn(a)-all2 =

= —sgn(l)-V1+224+224+0=-3

Mivel megkaptuk a o-t, a v vektort ki tudjuk szamitani.

1 1 4
a—oc-e = 2 +3- 0)_ |2 =
SR 0|~ |2

0 0 0
4
a—oe; 1 2
AYA = = .
la—oceif2 V24 |2
0

Ezutan mar csak annyi van hétra, hogy alkalmazzuk a transzformaciét az a vektorra, hogy
megkapjuk a kivant eredményt.

Hv)-a = I-2-vwI).a=a—-2-v-(vla)=

[17] 4 1
2 1 1 2 2

— ) D 4 2 2 0]- -
2 V24 24 |2 [ ] 2
0] 0 0
(1] 4 -3
2 1 2 0

= |3~ |2 2= o| = [k=-3
0] 0 0

60. A feladat, hogy az a = [1 111 ]T vektort a kivant alakra hozzuk, azaz k - e{-re.
Elsg feladatunk a o kiszamitésa.

o = —sgn(a1)-|all2 =

= —sgn(l)-V1I+1+14+1=-2

Mivel megkaptuk a o-t, kiszamithatjuk a v vektort.

1 1 3
a—oc-e = : +2- 01— |} =
g =y ol = |1

1 0 1
3
a—oe; 1 1
v = - °
la—oeills  v12 |1
1

Az utolso 1épés, a transzformacié alkalmazésa az a vektoron, hogy megkapjuk a kivant ered-
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ményt.
Hv)-a = I-2-vwwT).a=a—-2-v-(vla)=

(1] 3 1
1 1 1 1 1

— ) D 311 1]- =
1 VAPRRVAPRN R : I
1] 1 1
[17] 3 -2
1 1 1 0

= 1l e |18 o T k=22
1] 1 0

61. Szamoljuk ki a o-t.

o = —sgn(a1)-[laf2 =

= —sgn(2) V22 +224+1240=-3

Megkaptuk a o-t, igy most mar ki tudjuk szamitani a v vektort.

2 1 5
a—oc-e = 2 +3 O _ 2 =
arer = 0] = |1

0 0 0
5
a—oe 1 2
Vv — — .
la—oell: V30 |1
0

Ezutan mar csak annyi van hétra, hogy alkalmazzuk a transzformaciot az a vektorra, hogy
megkapjuk a kivant eredményt.

Hv)-a = I-2-vwwT).a=a—-2-v-(vTa)=

[2]] ) 2
2 1 1 2 2

= ) D 5 2 1 0]- -
1 V30 V30 |1 [ ] 1
0] 0 0
[2]] ) -3
2 1 2 0

— N .15 = 0 = |k=-3
0] 0 0

62. A feladat, hogy az a = [1 0 2 Q]T vektort a kivant alakra hozzuk, azaz k - e{-re.
Els6 feladatunk a o kiszamitasa.

o = —sgn(a)-|lal2 =

= —sgn(l) - vV1+0+44+4=-3
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Mivel megkaptuk a o-t, lehetségilink van arra, hogy a v vektort kiszamitsuk.

1 1 4
a—oc-e = 0 +3- 01 =19 =
7= o] ~ |2

2 0 2
4
a—oe; 1 0
VvV = = .
la—ocells 24 |2
2

Ezutan mar csak annyi van hétra, hogy alkalmazzuk a transzformaciét az a vektorra, hogy
megkapjuk a kivant eredményt.

H(v)ra = I-2-vwh).a=I-a-2-v-(via)=

1 4 1
0 1 1 0 0
= ) [4 0 2 2]- =
2 V24 V24 |2 [ ] 2
| 2] 2 2
(17 4 -3
0 1 |0 0
= 19|~ |2 2= = |k=-3
| 2] 2 0

63. A feladat, hogy az a = [1 2 2 4
Els6 feladatunk a o kiszamitésa.

]T vektort a kivant alakra hozzuk, azaz k - e;-re.

o = —sgn(a)-|alls =

= —sgn(l)-vV1+4+44+16= -5

Megkaptuk a o-t, tehat kiszamithatjuk a v vektort.

1 1 6
- - |2 +5 01— |2 =

aro-er = g 0] = |2
4 0 4

6

a—oe; 1 2

VvV = g .
la—oceill2 V60 |2
4

Ezutan mar csak annyi van hétra, hogy alkalmazzuk a transzformaciét az a vektorra, hogy
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megkapjuk a kivant eredményt.

Hv)-a = I-2-vwwl).a=a-2.v-(vla)=
[17] 6 1
2 1 1 2 2
= S T 6 2 2 4 =
2 60 V60 |2 | | 2
| 4 ] 4 4
(1] 6 -5
2 1 2 0
= 19|~ 357 |2 30 = 0 = |k=-5
| 4 4 0
64. A feladat megoldasahoz el6szor ki kell szdmolnunk a o-t.
o = —sgn(a)-|all2 =
= —sgn(2)-vV4+1+0+4=-3
A o segitségével mar konnyedén kiszadmolhatd a v vektor értéke.
2 1 5
a—oc-e = L +3- 01|t =
7%= o ol = {0
2 0 2
5
a—oe; 1 1
VvV = = .
la—oceifz V30 |0
2
A fenti adatok segitségével a Householder-matrix immar kiszamolhato.
H(v) = I-2-vwrl=
(1.0 0 0] 5 57\ "
_ |01 00| 9. 1 1 I 1 B
|00 10 30 |0 V30 |0 -
[0 0 0 1] 2 2
[1 0 0 0] 5
0100 1 1 1
= B 10 2]=
0010 30 /30 |0 [5 0 }
[0 0 0 1] 2
[1 0 0 0] 25 5 0 10
_ /o100 1 510 2f_
|0 0 1 0 15 000 O0f
[0 0 0 1] 10 2 0 4
-10 =5 0 -10 -2 -2 0 -2
_ _ iod 2
1 5 14 0 21 3 = 0 =
15 o 01 ol | 0 01 0
-10 -2 0 11 -2 -2 0 4
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Most, hogy mar megvan a H matrix, a transzformacié elvégzéséhez csupan egy szorzésra van

sziikség.

2 1 2

- -z 0 -z 2 -3

iood oy _2) | 0

H(v)-a=| 3 1B 0 15| 0 | =

2 2 11

-3 -1 0 £ 2 0

65. A feladat, hogy az a = [1 11 11 ]T vektort a kivant alakra hozzuk, azaz k - ej-re.

Els6 feladatunk a o kiszamitésa.

o = —sgn(a1)-|al2 =
= —sgn(1)-VI+1+1+1+1=-V5

A o segitségével meghatarozzuk a v vektort.

1 1 1+5
1 0 1
a—oc-e = 1|+v5-|0] = 1 =
1 0 1
1 0 1
1++/5
a—oe; 1
v = .

la—oceills /10 +2v5

—_ = = =

Ezutan mar csak annyi van hétra, hogy alkalmazzuk a transzforméciot az a vektorra, hogy
megkapjuk a kivant eredményt.

H(v)-a = (I—2-va)-a:a—2-v-(vTa):

(1] 14++5 1
1 ) 2 1 1

= |1]| -2 | - 1 J1+v5 11 1 1]-[1|=
1 <v10+2\/5> 1 1
1) 1 1
1] 14++v5 -5
1 ) 1 0

= [1|- : 1 (54 V5) = 0| = |k=-v5
1| 5+V6 1 0
1) 1 0

66. Feladatunk a C - x = d egyenletrendszer megoldéasa. Els§ lépésként el kell készitentink a ¢y
vektorhoz a H; matrixot, ahol c; vektor a C matrix elsé oszlopa.

o = —sgn(en)-lleill2 =
= —sgn(4)-4=-4
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4 4 8
cp—oep = O+ 10| =10 =
0 0 0
8 1
C1 —o0€ex 1
ler — oexlls 0 0

Miutéan megkaptunk minden sziikséges valtozot a Hy matrixhoz, alkalmazzuk azt a C matrix
minden oszlopvektorara.

Hic; = (I—2-VVT)-C1:01—2-V-(vTc1):
4 1 4 —4
= |0|—=2-|0|-[1 0 0]-|O|=] O
0 0 0 0
H102 = 02—2-V-(VTC2):
1 1 1 —1
= 1l —2-]0|-[1 00]-|] 1|=] 1
-1 0 -1 —1
Hics = c3—2-v-(vlicg) =
-2 1 -2 2
= 31 =2-({0|-[1 0 0]-| 3|=|3

—_
o
—_
—_

A fenti adatoknak koszonhetGen felirhatjuk a C métrix Hy; Householder méatrix-szal valo
szorzasénak eredményét.

-4 -1 2
H; C= 0 1 3
0 -1 1

A célunk, hogy a C matrixbol felsd haromszogmatrixot készitsiink. Ehhez transzformaciot
kell alkalmaznunk a jobb als6 2 x 2-es matrixon is. Nevezziik ezt el C-nak. Az el6z6 1épésekhez
hasonléan felirhatunk egy Hoa Householder métrixot a ¢q vektor segitségével.

o= —sgn(l)- \/m =2

e = A5
~ ¢1—oer 1 14++2
N ||a—ae1uf¢m'[ -1 ]




2.2. Megolddsok 79

Ezutan a ﬁz matrixot alkalmazzuk a C matrix minden oszlopvektorara.

Hyc; = ¢, —-2-v- (Vi) =
(1] 1 1+ﬁ] [ 1]
= -2 . J1+v2 —17- —
1] 4+2V2 [ -1 V2
2+v/2
o [r+v2) V2
-1 -1 | 0
Hocy, = &—2-v- (V') =
[3 1 1+\/§} {3}
- 9. — . J14+4v2 —1]- =
_1} 4+2v2 { ol I
2432
B 1]_2+3\@_[1+\/§}_[—\/§}
-1 242 —1 2V2
——
2v2-1
Ezzel megkaptuk a kivant fels6 hdromszogmaétrixot.
S | 2
0 —vV2 —V2
0 0 2v2

A H; és Ha matrixok segitségével meghatarozhatjuk a Q métrixot, mig a kapott fels§ harom-
szogmatrix megegyezik az R métrixszal. Ezaltal megkaptuk a C matrix QR felbontasat.

QR=C = C-x=d & QR-x=d < R-x=QT.d

A kovetkez$ feladatunk tehat, hogy alkalmazzuk a Hy -et d -re, majd annak utolsé két
koordinatajara Hy -t.

Hd = d-2-v-(vid) =

2 1 2 —2
= |3|-2-|o|-[100]-|3|=] 3
1 0 1 1

Hyd = d-2-v-(3T.d)=

- [ [ e 1 1] =[]

24+3v2

Tehét a Householder transzforméciok eredménye [—2 V2 2v2 ]T.
Utolso 1épésként a fels§ haromszog alakbol visszahelyettesitéssel kiszamithatok a megoldas
vektor elemei.

W23 =2V2 = [z3=1
—V215 — V213 = —V2 & V20, - V2= —V2 = |2, =0

1

—4x1 —xo+203=-2 —4dr1=—-4 = |17
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67.

Tehat a linearis egyenletrendszer megoldasa: x = [1 0 1]

A feladat, hogy a

N W N
N =~ O

métrixot fels§ haromszog alakra hozzuk. Ehhez Householder-transzformaciot alkalmazunk a
méatrixon. Els§ 1épésként meg kell alkotnunk a c¢; vektorhoz a Hy matrixot.

Ci1 —o0€ex

v =

= —sgn(cn) - [lerllz =

= —sgn(1)-VI+0+1=—-V2

1 -V2 1++v2

0] — 0 = 0 =

1 0 1

Ci1 — o€y . 1 1+\/(§)
e —oelll2 /4122 1

Miutan megkaptunk minden sziikséges valtozot a Hy méatrixhoz, alkalmazzuk azt a C méatrix
minden oszlopvektorara.

Hicq

Hico

(I—2-VVT)-C1:c1—2-v-(vTc1):

(1] 1+f 1

0 [1+v2 0 1 0| =
1 4+2f I 1
(1] 1+\/§ -2

0 ! 0 2+V2)=1| 0

1 242 1 0

C2—2‘V'(VT02):

2] 1 1++v2 2
= |3] - : 0 [14+4v2 0 1] |3 =
2| 2+V2 1 2

442+/2
(2] 1++2 —2v2
= [3] -2 0 = 3
|2 1 0
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68.

Hics = C3—2~V*(VTC3):
0] . 14++2 0
= |4] - 1o [1+v2 0 1] 4] =
2| 2+V2 1 2
be
[0 5 1++2 0 V2 —V2
= |4] - : 0 = 14| - 0 =| 4
2] 24v2 | 2 22 V2
2—v2

Miutan elvégeztiik a transzformaciokat, a kapott eredmény fels§ haromszogmaétrix, igy készen
vagyunk a feladat megoldasaval.

VB 2B B
0 3 4
0 0 V2
A feladat, hogy a
1 1
o= 1]

métrixot fels§ hdromszog alakra hozzuk. Ehhez Householder-transzformaciot alkalmazunk a
métrixon. Elsé lépésként meg kell hataroznunk a dy vektorhoz a Hy transzformacios métrixot.

o = —sqn(di1)-||dill2 =

— —sgn(l)- P+ (P = 2

e - (8][4
. d; —oeq . 1 1—|—ﬂ
VT Qi —oeils 1+ [ -1 ]

Miutan megkaptunk minden sziikséges valtozot a Hy matrixhoz, alkalmazzuk azt a D matrix
mindkét oszlopvektorara.

Hidy = I-2-vwh).dy=d;-2-v-(vIdy) =
- [A) e [ e 0[]
- [ s e[

Hid, = dy—2-v-(vidy) =

- 1 _2+1\/§_ [1ti/§].[1+\/§ 1] [H _

919

a7
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Miutén elvégeztiik a transzformaciokat, a kapott eredmény fels6 haromszdgmatrix, igy készen
vagyunk a feladattal.

-2 0
0 V2
69. A feladat az Ax = b egyenletrendszer megoldésa. Mivel ismerjiik az A matrix QR felbon-

tasat, igy ezt felhasznalva az A kiszamoléasa nélkiil is megoldhat6 az egyenletrendszer, hiszen
QRx=b < Rx=QTb=Qb.

Mivel Q Householder méatrix, ezért megegyezik a transzponéltjaval. Ebbél kovetkezik, hogy
elsd 1épésként ki kell szamolni Qb-t.

Qb = b-2-v-(vTb)

5 5
= | 1|-Z-|-1]-[2 =1 2]-| 11| =
=1 2 -4
-9
[ 5] 2 17
1
= | 11|+ ; |-1]=1|5
—4 ~~ 2 3
- - 6

Most méar mindent elGkészitettiink, hogy az R segitségével felirjuk az egyenleteket a hédrom-
sz0g matrixba vald behelyettesitéshez.

8

9$3:8 = 333:§

1

9294+ 923 =591 +8 =5 = x2:_§
20

921+ 920 =17 921 — 3 =17 = x1:§

Tehét az eredmény: x = [g —é %



