Numerikus Analizis 1.

Sovegjarté Andras

Jegyzet masodéves programozo és

programtervez6 matematikus szakos hallgatéknak

2003.



,,A sikerhez és tudashoz vezetd 1t senki el6tt sincs zarva,
akiben van batorsag és elszantsag, hogy valtozzék,
nyitottsag, hogy méasok tapasztalataibdl tanuljon és allhatatossig,

hogy gyakorlassal elsajatitsa a sikeres cselekvés technikajat.”

ELOSZO

A numerikus analizis

1. az ugynevezett konstruktiv matematika nagy fejezete,
2. a matematikai modellezés folyamatanak fontos része.

Az alkalmazott matematikdban leggyakrabban nem elégsziink meg azzal, hogy tudjuk (beldtjuk),
a vizsgalt problémanak létezik megoldasa, hanem meg is akarjuk annak szamszer( értékét hatarozni,
ez pedig kétféle médon lehetséges: vagy véges sok lépésben elvileg a pontos megolddst (szdmitasi,
kerekitési hibdktdl eltekintve), vagy egy altalunk elére megadott pontossiggal, tgynevezett kozelité
megoldasok (elvileg végtelen) sorozatédval.

2.

A matematikai modellezés egy tobb 1épésbél allé (kor)folyamat. A valdsig egy részét vizsgalva,
igyekezvén a jelenséget matematikailag leirni , elkészitjiikk annak egy lehetséges matematikai modelljét.
Ez egyenletek és igynevezett bemend adatok (paraméterek) rendszere. (A numerikus analizisben mi
mér kész, adott matematikai modelleket vizsgdlunk.) Sajnos, leggyakrabban a modellnek a pontos
megoldasa nem allithato el6 tgynevezett analitikai eszkozokkel véges sok 1épésben. Ilyenkor nume-
rikus médszerekre van szitkség. (Egyszerti példa a /2 kiszdmitdsa.) A numerikus médszer kidol-
gozdsa utan annak programozasa és a programkod tesztelése kovetkezik, majd a konkrét szamitasok
elvégzése. A két utolso 1épése a matematikai modellezésnek a szamitasok, eredmények analizise, és
az eredményeknek masokkal konnyen koézolheté forméban valé megjelenitése (esetleg vizualizdldsa
rajzok, képek formajéban). Tengernyi szdmadatbdl a megoldast értelmezni kell tudni. Gyakran, az
eredmények analizise soran kideriil, hogy a kapott eredmény nem felel meg a valésagnak (pl. a kisérleti
eredményeknek, vagy annak, ami véarhaté lett volna). Ilyenkor a modellezést tjra elolrél kell kezdeni.
A modell finomitdsaval, a jelenség pontosabb leirasaval a lépéseket djra meg kell ismételni. Ebben
a (kor)folyamatban a numerikus analizis feladata numerikus médszerek kidolgozasa és tanulményozasa.

A szamitégépek megjelenésével olyan feladatok megoldasa is lehetévé valt, amelyekre kordbban
gondolni sem lehetett. Ilyenek példaul az idéjaras elérejelzése, lirkutatasi és komplex miiszaki felada-
tok megoldésa stb.

Ha nyomon koévetjik a matematika fejlédésének torténetét, azt lathatjuk, hogy a nagy mate-
matikusok, természettuddsok szinte mindegyike foglalkozott numerikus moddszerek kidolgozasaval is,
hogy konkrét szamitasi eredményeket is kapjanak. Nevezetes példa erre Newton, akinek a fizikaban,
matematikdban és numerikus mddszerek teriiletén elért eredményei is csodalatra méltéak! De meg-
emlithetnénk hasonlé okbdl Gausst is.



2020-ra a szamitégépek miiveleti sebessége elérheti az emberi agy miiveleti sebességét, azaz hiisz
millié millidrd ops-ot (2 * 10'6 miivelet per sec-ot). Ez a tény a numerikus médszerek kidolgozasanak
és alkalmazdsainak kérdését is 1j megvildgitasba helyezi és tijabb problémékat is vet fel a kutatasban
a hatékony algoritmusokkal kapcsoaltban. De ez mér a jovo és a fiatal nemzedék feladata lesz. A
numerikus médszerekkel valé ismerkedés els6 1épéseként ajanljuk a jegyzet anyagat a masodéves prog-
ramozé és programtervez6 matematikus hallgatéknak, és nem utolsésorban mindazoknak, akiket a
targy érdekel. Kivanjuk, hogy a matematikdval val6 foglalatossdg nagy 6romet nyujtson (és az sem
baj, ha hasznot is)!

Eziton szeretnék koszonetet mondani Sipos Boglarkanak, aki a jegyzet megirasanak faradtsagos
munkajat vallalta. Nélkiile, lelkes hozzadllasa és munkaja nélkiil az anyag nem késziilt volna el.

Budapest, 2003. szeptember 1.

Sovegjarté Andras

E kotet a programtervez$ matematikus szak nappali tagozatan a 2002/2003-as tanévben elhangzott I.
félévi, Dr. Sovegjarté Andras egyetemi docens éaltal tartott numerikus analizis eldadéassorozat alapjan
késziilt, kiegészitésekkel, Donald E. Knuth TpX szovegszed6 rendszerével.

Eotvos Lorand Tudoményegyetem Informatikai Kar, 2003.
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1. HIBAK A MATEMATIKAI MODELLEZES FOLYAMATABAN

I. Oroklstt hibak

1. A matematikai modell hib&ja

2. A bemené adatok hibdja } Ezek a tovabbi szamitasokbdl nem kikiiszobolhetdk, oroklodnek.

II. Numerikus moédszer hibaja
1. Diszkretizaciés hiba

2. Approximdcios hiba
3. Képlet hiba

ITI. Szamitasi hiba

1. Kerekitési hiba
2. Emberi, gépi tévedés

Természetes kovetelmény, hogy az el6z6 hibdk 6sszemérhetdk legyenek az utolséval (kerekitési hibaval).

Definici6 :

Numerikus algoritmus: Aritmetikai és logikai miiveletek sorozata.

Definici6 :

Numerikus matematika: Numerikus mddszerek és algoritmusok elmélete.

A numerikus mdédszer, algoritmus kozelité megoldédst ad!
Természetes kovetelmény, hogy az algoritmus adott € pontossdgot véges sok 1épésben rovid id6 alatt
érjen el. Stabil az algoritmus, ha a bemend adatok kis valtoztatdasa a megoldasban is csak kis
valtoztatast okoz, azaz, ha a szamolas soran a szamitasi hibak nem nének jelentésen.

Példak instabil algoritmusokra:

(1)
V5 —1

2 )

bo=1, b= bpy1 =bp—1— by

) 6 1
I():ln*, I,=-51,1+—
5) n



NUMERIKUS ANALIZIS 1. 7

1.1. SZAMABRAZOLAS TETSZOLEGES B BAZISBAN

Tétel

Legyen 2< BeZ, 0#zelR

Ekkor z mindig el6allithaté a kovetkezd alakban:

[e.9]
(*) T = UBkanB_”

n=1

ahol c€{-1,1}, keN é z,€{0,1,...,B—1}.

Ez az eléallitds egyértelmi is, ha x1 # 0 (igy is mondjuk, hogy az =z szdmjegy normélt) és ha
V NeN-re I n>N dgy, hogy

(>*) xn # B —1.

Megjegyzés :

- Tehat a B bazisban az x szdm alakja:
z=0BF . 0.x12015 . ..
2.
Altaldban: B =2,8,10,16.
3.

Mivel a szamitégépen abrézolhat6 szémok halmaza véges, igy alakjuk (%) helyett a kovetkezo lesz:

t
(1) x:aBkanB_"

n=1
ahol t e N fix
t
m = E B neve: mantissza,
n=1
t : a mantissza hossza, o: az x szam eldjele és

k: az x szam kitevGje (exponense), karakterisztikaja.
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1.1.1. Fixpontos abrazolas :

(*) - ban k rogzitett és x1 =0 is megengedett.

Példa :
k=0 esetén (¥) a 0<|z| <1 szdmokat adja.
k=1t esetén azon z egészeket kapjuk, amelyekre
|z] < B' — 1.

Ez tudoméanyos szamitdsokra nem alkalmas a fizikai allandok nagysagrendjének nagy kiillonbo6zosége
miatt. (PL: mg =9.11-107%® g, ¢=2.998-10'" cm/sec.)

1.1.2. Lebeg6pontos abrazolas :

(%) - ban a ¢t >0 mantissza hossza fix, és az exponensre alsé és fels6 korlat adott:

ko <k<k, (k_,ky€Z, k_<0, ki>0)

Az igy abrazolhaté szdmok halmaza:

Bk-—1 < |z| < B¥+.

Ha |z| < B¥-~1, akkor nulldval veszi a szdmitégép.
A BF+ - nél nagyobb szémok nem kezelhetSk: exponenciélis tilcsordulds.

g0 := B¥-~1 a nulldhoz legkdzelebbi szém. (Ugyanis (1) - ben 1 = 1.)

Megjegyzés :

Legtobb szamitogépen a B bazis 2 hatvany.
B =2 binaris rendszer. Hatranya, hogy nagy k_,k, szamokat kell valasztani kell6en nagy szamhalmaz
abrazolasahoz.

B = 8,16 oktalis, hexadecimélis rendszerek. Ezeknél minden =z, jegy bindris dbrazolasara 3
illetve 4 bit sziikséges.
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Decimalis szamrendszer esetén :
t=38 egyszeres pontossag,

t=16 dupla pontossig mellett.

Az (1) szadmok taroldsa szamitégépen:
[+, k,x1,..., 2]

A géptél és a pontossigtol fiiggéen az m := (z1,...,x;) mantissza tdrolasara 4, 8, 16 byte adott.
Ezzel parhuzamosan né k értékkészlete.

Mivel k- <k<ky,

a legnagyobb abrazolhatd szam :

. B-1
A@,:BM-Ejiﬁf:B@(1—B4%
n=1

a legkisebb :

TEHAT :
A lebeg6pontos szamok a [ —Ms, My | intervallumbeli raciondlis szamok diszkrét halmaza, ami
a nulldra szimmetrikus. Igy a nullan kiviil (—&p, €9) intervallumban nincs més lebeg6pontos szam.

A 0 &brézoldsa: [+,0,0,...,0].

Az g9 - hoz legkozelebbi pozitiv lebegépontos szam:

1 1
k _ k_—t _ 1— 4 1—
B —(B+Bt>—50+B =g (14 B és go- Bt < g
Az 1 mindig lebegépontos szdm, ugyanis 1=[+,1,1,0,...,0].

Az 1 uténi lebegépontos szam: [+,1,1,0,...,1] =1+¢;, ahol ey := Bt

€1 a gép relativ pontossiga; gépi epszilon.
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Példa :
Legyen B =16 = 2%

Egyszeres pontossigu lebegépontos szamok &dbrazolasara 32 bit = 4 byte hozzaférhetd. 1 bit az
ugynevezett eléjelbit, 7 bit van az exponens szamara. E 7 biten tarolédik a k exponens, amire

k_=—64, k. =63

fgy 0<k+64<127=27 -1 szdmok taroltak. A fennmaradé 3 byte-on t =6 db

hexadecimélis jegy tarolhato.

Legyen z=123.75=7-16"+11-162+12-167' =16%(7-167' +11-1672 4+ 12-167%)

ami a kovetkezd mddon tarolodik:

l0J1 00 001 0[]0 1 1 1]1 01 1[1 1 0 0[]0 ......... 0
+ 66 7 11 12

A dupla pontossidgu lebegépontos szamébrazolasra 8 byte all rendelkezésre. 7 byte a mantissza
t=14.

1.2. LEBEGOPONTOS ARITMETIKA

Minden =z valds szamot gépen x véges eldédllitasaval reprezentalunk. Ezt a folyamatot kerekitésnek
nevezziik, ami hibat okoz.
Definici6 :

Legyen x,2 € R, ahol T az z approximaéltja.

Az |z — 7| kiilonbséget abszolut hibanak nevezziik, jele: Ax.

r—

Ha #0, az hanyadost relativ hibanak nevezzik, jele: Jzx.

Tegyiik fel, hogy minden szamra és a szamitasokban teljesiil a k- < k < ky feltétel, azaz nincs
tulcsordulés.
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Megjegyzés :

Tudomanyos szdmitdsokndl a megoldas nagysigrendje nagy mértékben véltozhat, a relativ hiba

érdekes, mivel skélafiiggetlen, azaz ¢ — ax, 2 — ar ,,skdldzas” a relativ hibat nem véltoztatja

meg.

KEREKITESI SZABALY :

Legyen B >2 péarosegész, teZbt, zeR\{0} és x (%) elbéllitdsi. Ekkor az

t
k —-n B
ocB nzlan ha T < 5
Rdt (.Z') =
t
oBF (Z r, B + B_t> ha x411 > E
n=1 K

szamot az x t - jegyre kerekitett értékének nevezziik.

Megjegyzés :

B =10 bazisban ez a szokéasos kerekitési szabaly.

Tétel

t
Ervényes a kovetkez elédllitds:  Rdy (v) = oB* - > 2, B™" .
n=1

k—t
Az abszolut hibara teljestil, hogy: |Rd; (z) — x| <
Rd — B—t+1
A relativ hibdra érvényes, hogy: ’ t(x) —x <=
x
Rd — B+l
Az is igaz, hogy: | é(gfzx) T <2

(relativ hiba a kerekitett értékre vonatkozdéan).
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Definicié6 :

B—t+1
A 7=

szamot a t - jegyl lebegbpontos aritmetika relativ pontossiganak nevezzik.

Példa :
7=05-16"°<0.5-107°.
fgy nincs sok értelme a bemend és kijovo adatokat tobb, mint 7 jeggyel a mantisszaban megadni.

Duplapontos aritmetikaban: 7=05-16"13 < 0.5-10715,

KIEGYSZERUSODES :

Két kozel egyenld szam kiilonbségének képzésekor 1ép fel a lebegépontos aritmetikdban.
El6szor ugyanis az exponens azonos, de a mantissza kezddjegyei nullava valnak. Az ezt kovetd nor-
malizalasnal fontos jegyek elvesznek. (A mantissza jegyei balra tolédnak, az exponens csokken.)
Példa :

a = /9876 — v/9875 = 0.000503142 - 10!, ugyanis:

V9876 = 9.937806599 - 10!

V9875 = 9.937303457 - 10!

Normalizalva :
a = 5.031420000 - 103

és itt a mantissza végén allé négy nulla értelmetlen.

Példa :
—b+ Vb2 —4
az’ + bz +c=0 (a #0), (*) T2 = 5 ac
a
Ha b > |dac] = Vb2 —4dac =~ |b| és igy (x) képlet egyik eldjelre stlyos kiegy-

szerlisodésre vezet. Ezért el0szor a nagyobb abszoltutértékii gyokot szdmoljuk a kovetkezé moédon:

— |b+ sign (b) Vb? — 4ac c c
T = 70 , majd — T1T9 = . — To = a—xl.

Ha b? = 4ac, akkor 4trendezéssel sem keriilhetd el a kiegyszertisodés!
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1.3. MUVELETEK HIBAI

Legyen x, y pontos érték, a, b az x,y kozelité értékei.

Definicié :
Az a kozelit6 érték hibdja: Aa:=x—a
A b kozelit6 érték hibaja: Ab:=y—1>

Definici6 :
Az a kozelité érték abszolit hibdja: |Aa| = |z —a|
A b kozelits érték abszolit hibéja: |Ab|=|y—10]
Definici6 :

Az a kozelit6 érték abszolut hibakorldtja minden olyan A, szam, amelyre teljestil,
hogy |Aa| < A,.

Hasonléan: |Ab| < A,

Definici6 : A A
Az a kozelité érték relativ hibdja:  da = — ~ 20
X a
A A
A b kozelit6 érték relativ hibaja: 0b = ab = Tb
Y
Definici6 :

Aa
Az a kozelité érték relativ hibakorldtja minden olyan 4, szdm, amelyre teljesiil, hogy ‘ — ' < 6q
a

Ab
Hasonléan: ’ - ‘ < O

1.3.1. Osszeg abszolit és relativ hibaja, hibakorlatja
(a+ b) hibaja:

Ala+b) = (z+y)—(a+b) = (z—a)+(y—b) = Aa+Ab = |[A(a+b)| <|Aa|+|Ab| < As+2Ay
(y—b=A4b = y=0b+ Ab)

Osszeg abszolut hibakorlatja: Agr) = Ao+ Ap

.o A Aa A a A(l
Osszeg relativ hibakorlatja: ‘ (a+b) ‘ < + Ay _ [afdat]b]% <6a = >

a+b |~ Ja+b]  |a+b
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1.3.2. Kiilonbség abszoliut és relativ hibaja, hibakorlatja
(a — b) hib&ja:
Ala—b)=(z—y)—(a—b)=(r—a)—(y—b) = Aa—Ab = |A(a—0b)| <|Aa|+|AD| <AL+ 24,

Kiilonbség abszolut hibakorlatja: A = A, + Ay

Ala— A, +A :
Kiilonbség relativ hibakorltja: ’ (a b)‘< + Ay _ [afdat]b]%

a—b la—b| la—b|

Kozeli szamok kivondsat keriilni kell!

1.3.3. Szorzat abszolut és relativ hibaja, hibakorlatja
(a-b) hibaja:
Ala-b)=zy—ab=ay—ay+ay —ab=y(x —a)+a(y — b) = yAa+ aAb = (b+ Ab)Aa + aAb =

=bAa+alAb+ AaAb = |A(a-b)| <|bAa|+|alb| < |b|Ag+|ally
elhanyagolhaté
Szorzat abszolit hibakorlatja: A, =|b| A+ |a| Ay

A(a.b)'S [0[Aatlaldy _ Ja][bldat]allbld _ s o

Szorzat relativ hibakorlatja: =
a-b la-b] la-b]

1.3.4. Hanyados abszolut és relativ hibaja, hibakorlatja

(g) T a_a &b_l _afxb—ya\ a(zb—abt+ab—ya\ a (blz—a)—aly—b)\ _
b Y b b ya b ya b ya b ya N

_a (bAa—aAb b— Ab) _a (bQAa—bAaAb abAb—l—aA%) _a <b2Aa abAb)
b b b

b+ Ab) b— Ab a(b? — A?b) a(b? — A?b) b2 ab?

_a &_& — |a(®)|<|e Aal AV _jaf(fda  Ab

b b b/ |~ |b b “1b|\Jal |b]
Hanyados abszoliut hibakorlatja: A% = % <|Aa| + |Ab?>

a
a al Ay Dy
s il )
Hanyados relativ hibakorlatja: <b> < b |‘aa| 8] = |Aa’ + |Abb| = 04 + Op
a a
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2. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK DIREKT MEGOLDASI
MODSZEREI

Legyen
(1) Ax=b

Ahol A nem til nagy rendfi tgynevezett telematrix (egyiitthaté matrix), A € RV*N x ¢ RV
ismeretlen vektor, b € RV ismert vektor.

Tétel Cramer - szabaly

Ha det A # 0, akkor (1) -nek 3! megolddsa, amit a kovetkezé médon kapunk meg:

_ Dk

xk—A k=1,2,...,N.

Ahol det A = A.
Csak kis rendi métrixok esetén célszerti alkalmazni. (N+1) matrixot kell kiszdmitani (N! rendi
miiveletet jelent.) Nagy kornyezethibara vezethet.

Tétel

Az Ax = 0 egyenletnek d x # 0 megoldasa — det A = 0.

’ Kovetkezmény ‘

det A # 0 esetén csak trividlis megodés 1étezik. [ Az (1) megolddsa ekkor x = A~'b ]

Tétel

Az (1) egyenletrendszernek 3! megoldésa — det A # 0.

Alapkdvetelmény a megoldasi médszerrel szemben:
Minél kevesebb miivelettel legyen meghatirozhaté adott € > 0 pontossagu kozelité megoldas.
(Numerikus médszer hatékonységa.)

Definici6 :

Direkt moddszer: Pontos adatokat feltételezve, a szamitdsokat pontosan végezve, véges sok
miivelettel a pontos eredmény meghatérozhaté (A, b - pontos bemené adatok).
Természetesen a megoldas itt is pontatlan, fligg a kornyezethibatdl, azaz a géptol és a megoldasi
modszer numerikus stabilitasatol.
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2.1. GAUSS - ELIMINACIO

Legyen
(1) Ax=b

det A#0, b#0 (3! megoldas), ahol A - kitoltott N x N - es métrix.

Legyen b; := a; n4+1 -

(1)
1171 + a1222 + 1323 + - - + QANTN = A1, N+1
2171 + ag2%2 + ag3x3 + -+ - + A2NTN = a2 N+1
aN1Z1 + aN2T2 + aN3Z3 + -+ ANNTN = AN, N+1

Az algoritmus:

Tegyiik fel, hogy a1 # 0. Adjuk (1) i - edik egyenletéhez az elsé egyenlet <—ai1> - szeresét —
ain

a11x1 + a12r2 + a13x3 + -+ AINTN = A1, N+1
1) 1) 1) 1)
a220T2 + G23T3 +---+ GaNIN = Q2 N+1
1) 1) 1) 1)
aN2%2 + aN3T3 +---+ ANNTN = OaN,N+1

ahol: CLZ'j = aij — 7a1j

(1) a; <i:2,3,...,N )
ar | =

Ha a1; = 0, akkor sorcserét alkalmazunk!
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2.
Tegyiik fel, hogy as2# 0. Adjuk a méasodik egyenlet _(Tl? - szeresét az 1 - edik egyenletéhez
a2
(1=3,4,...,N) =
1171 + a12x2 + @133 + - -+ OUINTN = A1, N+1
(1) 1) 1) 1)
a22T2 + G23T3 + -+ -+ GaNIN = Qa2 N+1
(2) (2) (2)
a33r3 +:- -+ AG3NIN = Qa3 ,N+1
(2) (2) (2)
aN3x3 +:--+ aANNIN = AN, ,N+1
(1) .
ahol: C(L2')‘ B C(Ll')‘ A Cgl)‘ 1=3,4,...,N
' = % Ty 2 j=34,...,N+1
a2
3.
. o 1s s . (N-1) N-1)
Végiil az (N + 1) - edik 1épés utén: ANNTN = QN,N+1 -
L R )] 1=1,2,...,N
egyen: 0/7,] —az] :1,2,7N—|—1 .

Ekkor a k - adik 1épésben a megvaltozott egyiitthatok kiszamitasa a kovetkezé modon torténik:

(k-1) k=1,...,N —1
k) (k-1 0 (k-1 KA
(2) C(LZ; :(aij)— %(akj) i=k+1,...,N
akk j=k+1,... N+1

fgy fels6 triangularis métrixot kapunk, ahol visszahelyettesitéssel az ismeretlenek kiszamolhatdk:

(3) mi:(z’—l) i, N+1 — Qi Tj (i:N,N—l,...,l)
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2.1.1. A Gauss - eliminacié miiveletigénye

A (2) - bol kovetkezik, hogy V k - ra (N — k) osztést és (N — k)(N — k + 1) szorzast kell végezniink,
mig a visszahelyettesitésnél V i - re (8) - b6l = 1 osztés és (N — i) szorzast kell végezni.

fgy a miiveletigény:

N-1 N
Me=Y [(N=-E)+(N=k)(N—k+1)]+> [1+ [N —i) ]
k=1 =1
Mgz%N3+O(N2)

A visszahelyettesités miiveletigénye elhanyagolhaté az eliminacional!

N—-1 N—-1 N
B 9 . (N=1)N(2N—-1)
Mg =Y (N-k) +2§:(N—k)+§ 1+ (N-1)]= : +N(N-1)+
k=1 k=1 =1
N(N -1 QN3 +3N2_5N N?24+ N N34+3N2—-N 1
N+ (2 ) _ +6 N ; _ +3 = N o)

Tétel

k—1
A Gauss - eliminéacié elvégezheto, azaz (akk);é 0, k=1,...N — 1 <= az egyenlet matrixdnak
féminorai determindnsa nem nulla (bal fels6 sarokaldetermindnsok # 0).

det | : c | #£0 k=1,...,N

ag1 -+ Okk

Bizonyitas

Teljes indukciéval.

k-1
Hogy a folyamat ne akadjon el, kell, hogy (akk);é 0.

Az els6 1épésben (k =1) :

ail  a12
det
as1 a2

(L az1 022011 — G12021
a22= a2 — — A12 =

= ha det 0
aii a1 det [a11] ’ a det [an] 7

S6t, hogy az eljaras folytathato legyen, kell, hogy det [ZH 312] #0.
21 Q22
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Mivel sorok linearis kombindaciéja a determindns értékét nem valtoztatja meg, azért:

a a
det [ al?]:detlgl &?] (#0)

a21 CL22 0/22

Tegyiik fel, hogy a mddszer a (k — 2) - edik 1épésig elvégezhetd, azaz (k — 1) - edrendig a féminorok
nem nulldk (det Ax_; # 0).

k—
Belatjuk, hogy a (k — 1) - edik 1épésben (ak;);& 0 < det Ay #0.

Tehat:
air - alg au (1) o Cgif
asy - Gk 0 agp - ax Foas) =1 asn -
det Ay, = det | . . =det | . ) . . = ;i = Ak - a; = ap, -det Ap_q.
: : : ' ' : i=1 i=1
ary v Ak 0 ... 0o &V

k—1
Az indukcios feltétel miatt det Ap_1 # 0, ezért (akk);é 0 < detAp #0.

2.2. GAUSS - JORDAN ELIMINACIO

Két f6 dologban kiilonbozik a Gauss - eliminaciotol:
. L, - . , (k=1) . .
1. Minden 1épésben el6szor leosztjuk az egyenletet a megfelel6 "aypi” egytitthatéval.
2. Nem csak a f6atlé alatt, hanem felette is eliminalunk.

N 1épés utan:

(N)
Z1 = Q1,N+1
(N)
T2 = a2,N+1
(N)
Tpn = GQN,N+1
A k - adik 1épésben kapott egyiitthatdk:
(k—1) k=1,... N
k) (k=1 e (k—1 v
(1) C(LZ;:((IZ])—(:% (akj) izl,...,N, 175]{3
agk j=1...,N+1

Visszahelyettesiteni nem kell !



NUMERIKUS ANALIZIS 1.

20

2.2.1. A Gauss - Jordan eliminacié miiveletigénye

(1) = Vk-ra(N—k+1)osztas és (N —k+ 1)(N — 1) szorzas kell.

.

Igy :

N N
M= [(N-k+D)+(N-k+1)(N-1)]=N> (N-k+1)=N 5

k=1 k=1

ami mintegy 50%- kal tobb a Gauss - elimindciéénal.
Ezért linedaris egyenletrendszerek megoldasara ezt nem célszerti hasznalni.
DE: Programozési szempontbdél matrix invertalasra elényos.

Alkalmazasok

(N+1)N

= %N3+O(N2),

1. Gauss - eliminacié: egyenletrendszer megoldésédra telematrix és kis rendszer (max 20 x 20)

esetén.

2. Gauss - eliminacié: determinans értékének kiszamitdsara,
0) (1 N-1
det A = (—1)l Cgl)l C(LQ)Q - (CLNN)

ahol [ - a sor- és oszlopcserék szama.

3. Gauss - Jordan eliminédcié: matrix inverzének kiszamitasara,

N

Ip4
I

10

ahol e; az i - edik egységvektor.

Belathato, hogy a Gauss - elimindcié alkalmazasdval kapott felsé A matrix alkalmas matrix-szorzasokkal

is megkaphato.



NUMERIKUS ANALIZIS 1. 21

Legyen

a1 -+ aN b
(A|b) =

ant -+ annN by

Ekkor a Gauss - eliminacié lépései:

1.
Azon 7 index megkeresése, amelyre a,,1 # 0, rie{l,...,N}.
Az elsé sor cseréje az 11 - edik sorral az (A|b) métrixban. Az eredménymadtrix legyen (2 | E)
2.
a
V ¢=2,...,N -re vonjuk ki az els6 sor [;; = Ail - szeresét az i - edik sorbdl
ail
(A|Db) - ban.
Az eredménymaétrix legyen (A \b/) , azaz
(ay, ap o ay by
0 ag - ayy by
(A |b)=
L0 any - ayy byl

~

Az (Alb) = (A\|b) — (A'|b) transzformécick lefrhatok matrixok szorzasaval is
a kovetkez6 modon:

Az 1. - beli sorcsere az (A |b) métrixnak egy permutacié matrixszal valé szorzasnak felel meg.
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Definici6 :

Permutécié matrix (N x N - es) :

[1 0 0
0
1 0
0 1 «—— 1 - edik sor
1
P =
1
1 0 «—— j - edik sor
0 1
10 0 1)

A permutédcié matrix felcseréli az i - edik és j - edik sort.
P;; nem szinguldris, és beldthatd, hogy Pgl =P, .

Definici6 :

Frobenius matrix (N x N - es) :

1 - edik oszlop

(1 0 0]
L= |: 0 1 0
—liy1,s 17
: : 0 . 0
0 - 0 Iy, 0 0 1]

A Frobenius métrix az I - t6l csak egy oszlopban kiilonbozik. L; nem szingularis.
fgy a Gauss - eliminaci6 1. 1épése a kovetkez6 médon irhato:

(A'|b) = Li(A|b) = L1 P,,1(A | b)
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Allitas
1 0 0]
0
Ly'=|: 0 1 0
livr,i 1
: : 0 0
10 0 Ivs O 1]
Bizonyl'tés‘
L; - t frjuk a kovetkezé alakban: L; = I —m® (e(i))T ,
ahol m() .= [0, e 00014y - -,lNi]T (m(i) oszlopvektor, e az i - edik egységvektor. =

A stabilitdas miatt célszerti r1 - et Ggy valasztani, hogy:

|ar, 1| := max |a;]
1<i<N

A k - adik 1épés utén a kovetkezd métrixot kapjuk:
k k k
AD A o

(AW [pW) =
0 A% b

ahol A € RF*F gy felsé A matrix.

A (k+1) - edik 1épésben:

(A(k”*l) |b(k+1)> = Lpy1 Pk (A(k) |b(k)) és most csak az (Ag;) | bgk)) matrix fog valtozni.

(N — 1) 1épés utén egy felsé A matrixot R € RV*N  és egy ¢ € RY vektort kapunk, ahol

(R|c)=Lny-1Pn_1LN_2PN—1...L1Pi(A|Db)
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2.3. LU - FELBONTAS (TRIANGULARIS FELBONTAS)

Legyen

(1) Ax=b, AcRMN = detA#0

Bontsuk fel az A matrixot két haromszogmatrix szorzatara!

A=L-U, ahol
1 0 0 U] U2
L= 211 U— 0 uge
0 )
IN1 -+ Inn—1 1 0

Ekkor (1) megolddsa: LUx=Db

Ezt két 1épésben végezhetjiik:

0

1. Ly=b
L-Ux =b
y 2. Ux=y
Tehat: A= L -U legyen!
Széamitsuk ki L és U elemeit!
j - edik oszlop
_al 1 ar N 1
1 - edik sor — : i aij
[anN1 N N |
A
[ 1 0 0] [uir wo u1j
lor 1 0 uz
= | i lii—1 1 Ui Ui
IN-11 1 0
| N1 INnN-1 1] 0

Ul N

UN-1 N
UN N

UN-1 N-1

Ul N

U;N N

UN—-1 N
UNN |
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(2) aij = lipurj + ligugj + -+ -+ lii—1 wi—1j +ugj ha i <j
(3) aij:li1u1j+ligu2j—|—--~+lii,1uj,1j+lijujj, ha ¢ > j
Ahonnan:
1=1-re: a1j = U1y j:1,...,N,
jzl—re: ailzlilull iZQ,...,N,
és amikbdl wy; , l;1 elemek szamolhatdk, ha ui; # 0 .
1= 2 -re: agj:l21u1j—|—qu j=2,...,N,
Jj=2-re ai2 = i1 u12 + Lz uga i=3,...,N,
amikbdl wug; és ;2 elemek szamolhaték, ha ugs # 0 .
Altaldnosan :
i—1
(2) — uij = aij — Yl ui i<j| (G=4...,N)
k=1
1 !
(3) == lij:u..[aij_zlikukj] 1> (i=j+1,...,N)
7 k=1

Most L és U ismeretében 1. és 2. egyenletrendszer megolddsa kovetkezik, az alabbi formuldk alapjan:

Ly = b megoldésa:

i—1
vi=bi— > L yr
k=1

majd Ux =y megoldésa:
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} = d!az LU felbontds

Ly Us /Lyt
Lyt Ly Uy /- Uy?
L7t L,y

jobb oldalon als6 A matrix

Ez csak az egységmatrix lehet,
azaz L1 = Ly és U1 = Us .

Tétel
det A#0
3 LU = A felbontés
Bizonyitas
Indirekt.
A=11U4
Ur
U Uyt
bal oldalon fels6 A matrix
Tétel

Jelolje Ay (k=1,...,N) az A métrix k - adrend{i féminorait.
Hadet A, #0, k=1,...,N, akkor 3! A= L-U felbontés, ahol:

1 0 0
lo1 1 , e,
L=~ alsé A métrix, és
0
IN1 INN-1 1
Bizonyitas

Teljes indukciéval k - ra.
k=1-re A=]la1]

Tegytik fel, hogy (k—1) - re a tétel érvényes

Bizonyitjuk k - ra, hogy 3! Ay = Lj - Uy felbontas.

Ehhez tekintsiik az Ay - t !

uyp ur2 - Ul N
0 wu ” r
U= 22 felsé A\ méatrix.
UN—-1 N
0 e 0 UN N

= L=[1], U=[un], w1 =an

3! felbontés, azaz Ag_1 = Lg_1 - Up—_1
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A1 b L, O Up—1 u
(*) Ak = ) Lk = ) Uk = )
c gk m- 1 0 ug

ahol b, ¢, u, m vektorok (k — 1) komponensiiek. b, c ismert.

A (%) felirést figyelembe véve a kovetkezSknek kell teljesiilniiik:
a. L 1 Up1= Ak -
B.  Lyiu=Db 6. mTu+ ug = ag

Az indukcids feltevés miatt Ly , Ug_1 egyértelmilen meghatarozottak () .

det Lp_1 det Up_1 = det Ax_1 # 0 a feltevés miatt = det L1 #0, detUg_1 #0,
tehat 3, v - bol u és m ugyancsak egyértelmiien meghatarozhatok.
Végiil § - bol uy egyértelmilen meghatarozhaté.

2.3.1. Az LU - felbontas miiveletigénye

U elemeinek kiszamitasa

i—1
“ij:aij—zlikukj i<j| (G=14,...,N)
k=1
alapjan
N /3 N ..
- N IO s 2
3] POUE) IS wES B RS
]:1 i=1 ]:1

L elemeinek kiszamitasa

j—1
1 J . . . .
lij:ujj[aij_zlikukj] i>j | (i=j+1,...,N)
k=1

alapjan
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fgy a miiveletigény :

My = %N?’ +0 (N?)

2.4. SAVMATRIXOK, TRIDIAGONALIS MATRIXOK

Ko6zonséges és parcialis differencidlegyenletek diszkretizaciéval torténé numerikus megoldasa gyak-
ran olyan linearis egyenletrendszerre vezet, melynek matrixa a fédiagonalis egy sdvjan kiviil csupa
0 - kat tartalmaz.

Definici6 :

Az A € R™™ métrixot (m, k) sivmétrixnak vagy szalagmatrixnak nevezzik, haa;; =0, j—i >k
és i — j > m esetén.
Az (1,1) sdvmatrixot tridiagondlis matrixnak nevezziik.

Ha egy (m,k) szalagmatrixnak 3 trianguldris felbontdsa, A = LU , akkor L (m,0) savi és
U (0, k) savi métrix lesz, ha sorcserére nincs sziikség.
Tegyiik fel, hogy meg akarjuk oldani az Ax =d, A € C"" | d € C" egyenletrendszert, ahol A
tridiagonalis és

al C1 0 0

bg as C2 .
(1)  A=|qg . . . o | = tridiag (b a; ;)

: bp—1 an-1 cp-1
0 - 0 by ay |
Tétel Felbontasi tétel tridiagonalis matrixokra

Tegyiik fel, hogy az (1) matrix elemeire teljesiilnek a kovetkez egyenlétlenségek:

|a1] > [e1] >0,
(*) |az|2|bz|—|—\cz|, bi;é(), #0, 2<i<n-1

lan| > [bn] > 0.



NUMERIKUS ANALIZIS 1.

Ekkor :
a1 =aq, Y= afl ,
a; = a; — b1 2<i<n),
Vi =G a;l 2<i<n-1) és teljestil, hogy:

lvil <1, (1<i<n-—1), 0 < lai| = |bi| < |ai] < |ai] +|bi], (2<i<n)
A - nak 4 A = LU felbontésa, ahol:

L := tridiag (b;, oy, 0), R := tridiag (0, 1, v;)

ii.)

A nem szinguldris.

‘ Bizonyitas

A (%) - bol azonnal kovetkezik, hogy:

gl = lea| - aa| 7! < 1

Most legyen:

vl <1,  j=1,...,i—1

Ekkor:
C; |Cz’ |CZ|
vl = < < <1
o ai = bivica | T [ asl = bl el | faal — bl
Tovabba:

lai| + |bi| > [as| + [bi] |[vi-1]| > las| > |ai| — |bi] |viz1] > [ai| —[bi] > |ei| >0
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i.)

Kozvetleniil ellenérizhetd, hogy:

A = tridiag (b;, «y, 0) - tridiag (0, 1, ;) érvényes, sor - oszlop szorzassal:
Qi1 = ;% = (cioy ) = ¢, l<i<n-—1,

ai; = b Yie1 + o = bivic1 + (o — b vim1) = aq, 2<1<n,

@i+1i = biy1, 1<i<n-—1,

ajl] = o1 = ay.
Az A métrix reguldris, mivel:

det A=det L-detU = [[ e #0
=1

Definici6 :

A (%) tulajdonsdgu tridiagondlis métrixokat irreducibilisen diagondlisan domindns métrixoknak
nevezziik.

A fenti tétel tehdt ugy is megfogalmazhatd, hogy egy irreducibilisen diagonélisan domindns A
métrixnak 3 A = LU felbontdsa, ahol L (1,0) - sdvii, U (0,1) - sdvd (szalag)matrix és ahol U
fédiagonalisaban 1 - esek allnak.

2.5. SCHUR - KOMPLEMENTER

A Gauss - algoritmusndl az 1. oszlop nulldzasa még a kovetkezd mdodon is leirhaté:

Ax=Db

L1 X = le s ahol:
1 0 0]
—ly 1 0 : 1 0 a1 a;

(1) L, := S0 01 -l = , A= ) ahol:
ST =11 In— a; An-1n-1
B
1 _ _ T
1, =—ay, a, = [ag1,...,an1) a; = [ai2,...,a1N]



NUMERIKUS ANALIZIS 1. 31

.

Igy :
ai;  a, air 0 I u,
(2) LA = = .
0 AW 0 AW] |0 Iy
1
Ilyen szorzatalakra bonthaté, ahol wu, := — -a; , és A1) a jobb alsé (N — 1) x (N — 1) - es

ail
matrix az 1. oszlop nulldzasa utén.

Ha An_1,n—1 az eredeti A métrix jobb alsé sarka, akkor:

1

(1) = AW = Ay g n1—lia; =Ay_1n-1— aTl51§1
1 0 0]
lo1 1 0
(2) — tudva, hogy Li reguldris matrix és inverze: L1_1 =1 0 1
_lNl 0 0 1_

1 0 ail 0 1 u,
(3) = A= . .
I, Ing 0 AM| |0 Iy_:

Az A maétrix e felbontdsa harom métrix szorzatara tiikrozi a Gauss - eliminécié els6 1épését.
A k - adik 1épésben (N — k) x (N — k) méretti A®) matrixot, és u,,, 1, vektorokat allitunk el§.

1 0 0
Az L; Frobenius métrix inverze: Li_1 = |: 0 1 0
liv1,¢ 1
: 0 .
10 0 In: 0 0 1}

Ugyanis ha L; = [ —m® ¢®7T —

— m = (0, ,li+1i,...,lNZ‘>T (I— m(l) e(Z)T)(I—Fm(Z) e(i)T) =7

Most (elimindljuk) nulldzzuk ki az els6 két oszlopot az els6 1épésben.
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A A b1 ail a2
A= ; b= , és An = ,
Ag1 Ag bo a1 a2

és ahol Aga (N —2) x (N — 2) - es métrix.

Altaldnositva a fenti eljarast:

I 0
Ax = b - t szorozzuk balrél az Ly = alsé A blokkmétrixszal.
—lo In_o
Tegytik fel, hogy Aj; regularis matrix. Ekkor:
I 0 Ay App by
(*) LoAx = X = X = (= L2b)
—ly IN_2 0 A® by
ahonnan [y = A21A1_11 (N —2) X 2 - es métrix, tovabba:
(4) AP = Agy - —Agy - AT Arg ugyanis: —lgA1n + IN_gAg = A?)

7 — . bl b1
by = —AnAj b +by  ugyanis: Ly [bz] - [bj
Megjegyzés :
Ail létezhet akkor is, ha aj; = 0, tehat ha a korabbi elimindcié nem miikédik (csak sorcserével).

fgy a (x) - beli A®@ - vel kapesolatos egyenletrendszerrel kell tovabb foglalkozni, ugyanis ha en-
nek megoldasa:

Y= [:pg,...,:L‘N]T, akkor:

(5) Aqq [il} & by — A2y egyenlet megoldasa adja a hidnyzé 1, zo - t.
2

A (%) - beli LyA felsé A blokkmétrix, mint (2) - nél, szorzattd bonthatd.
An A An 0 Iy U,

(6) LyA= = : ,
0 A® 0 A® 0 In_o

ahol Uy = A1_11A12, ha Aj; reguldris.
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Iy 0
Belathaté kozvetleniil, hogy L' = ., ezért (6) =
lo In—2
I, 0 Ann 0 I, U
(7) A= . .
la In_o 0 A® 0 In_o
Ennek és a (3) felbontdsnak az altaldnositasa a kovetkezo:
A1 A I 0 Dy, 0 I Uy
Axp Ago Ly In—g 0 Dy_x 0 Ink
ahol:
A, Dy e RRF 0 Ay Uy € REXINVH)
1<kE<N-1.
Agy, Ly, € RO—R)xk Agz, Dy —j, € RVZR)X(N=k)
Allitas
Ha det A1q # 0, akkor a (8) blokkfelbontas 1étezik.
‘ Bizonyitas ‘
Dy, DU
A (8) jobb oldalét kiszémitva = A=
LDy Dy_p+ LD Uy
Innen = A1 = Dy, A1z =DyUy, Ao = LDy, Az = Dn_j+ LiDyUy
Mivel det A # 0, azért Dy, U, Ly és Dy_j egyértelmilen meghatarozottak, és
Dy =Ayn, Uy=Aj A, Ly=AnAj',
Dy_g = Ay —Ag - A Ara
[ |

Dy_ az az almatrix, amely esetleg még tovabbi feldolgozasra var.

Igy a Gauss - eliminécié 1. lépése utan: Dy_i = AD) illetve a blokklépés (z1, 22 egyidejii elimindcisja)

utéan: Dka = A(z) .
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Definici6 :

A Dpy_j méatrixot a (8) alakd blokkmatrix A;; blokkja Schur - komplementerének nevezziik.

Jele: DN—k == A22 : —A21 . Ail . A12 = [A/Alﬂ

2.6.

(A létezését belattuk, ha det A;; #0 .)

PASSAGE (PROGONKA) MODSZER VAGY ROVIDITETT GAUSS - AL-

GORITMUS TRIDIAGONALIS MATRIXU EGYENLETRENDSZERRE

Tekintsiik a kdvetkez6 egyenleterndszert:

(1) Ax =1 | A e R x,feR", ahol
i al —C1 0 0 i
—b2 a9 —C9
A= 1|0 ' 0 = tridiag (—b;, a;, —c;)
. —bp—1 ap—1 —cpo1
| 0 0 —by, an |
bi, a;, c; >0, Vi-re
(2) a; >b;+c, Vi-re

és 1 j index, amelyre a; > b; + ¢;

Tovabbd b1 :=0, c,:

Az LU felbontdsban a sivszélesség megmarad, igy mindkét matrixnak csak két (nem zérus) &tléja
van.

fgy az (1) megoldését a kovetkezd alakban kereshetjiik, ami a visszahelyettesitésnek felel meg:

(3) sz‘_lzaixi—l-ﬂi, t=n,...,2,

ahol az «y, (3; egyiitthatékat az (1) i - edik sordbdl hatdrozhatjuk meg:

—bizi—1 + aiwi — w1 = fi
—bi (qiwi + Bi) + aiwi — civip1 = f;

azaz:
zi (@i — bjoy) = cixip1 + fi + bifi

Tegytik fel, hogy (a; — bia;) #0 .
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Ekkor:
Ci fi +bifs
=G g+ PO bl
() T
Ci , fi +bif;
] = —————— ] = ——— =1,...,n—-1
(4) Qi1 = ¢ i " PR

a1, (1 kezdéértékek meghatarozasidhoz irjuk fel (1) elsé egyenletét:

a;T; — cir2 = f1 = a1xr1 = c1x2 + fi

() alakra rendezve

c1 f1
T1=—T2+ —
ai ai

azt mutatja, hogy:

(5) ay = 0, B = 0 valaszthaté.

A (4) és (5) - b6l minden «; és [3; megkaphato.
A (3) kiszdmitdsdhoz sziikség van az x, ,kezd6értékre”. Ehhez tekintsiik az (1) utolsé egyenletét:

_bnxn—l + anTyn = fn

(3) - *bn (O‘nl'n + 5n) = fn + bnﬁn
6 — = =
Ebb6l inditva a visszahelyettesitési menetet, (8) alapjan x,_1,...,z1 megkaphato.

A (3) - (6) algoritmust roviditett Gauss - elimindciénak vagy tridiagondlis algoritmusnak is nevezik.
(Progonka vagy passage médszer.)

2.6.1. Az algoritmus stabilitasa

Tétel

A passage algoritmus (3) - (6) formulai j6l definidltak a (2) feltételek esetén, azaz
a; —bja; #0 i1=1,...,n—1 ¢és stabilak abban az értelemben, hogy 0<q; <1, i=1,...,n.
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Bizonyitas

Teljes indukciéval ¢ - re.
Tudjuk, hogy i =1-r1e a; =0 = ap —biag >0
Tovabba:

C
! <1

0<ay= <

ar — brog

Most legyen 0 < a; <1 rogzitett ¢ - re.  Ekkor:

(2) - a; —bja; > (1 — ;) by +¢; >0,

Ci

ésfgy  O<ajp=———<1
a; *biai
1 ¢ Ci
a; — b; > ¢, — > - 1>——> .
C; a; — bl a; — bl a; — biOéi
Tehat 0<; <1 Vi-re.

Most még esetleg G, +1 - et nem tudnank kiszdmolni, ha o, =1 a, =0b, lenne.
De (2) alapjan létezik j index, amelyre a; > bj + ¢j, ami miatt i = j + 1,...,7n - re teljesiil,
hogy 0<aoy<1.

Tehat «, =1 nem allhat fenn.

2.7. SZIMMETRIKUS POZITIV DEFINIT MATRIXOK CHOLESKY FELBONTASA

Legyen R™ euklideszi térben a skalaris szorzat:

n
(xy)=> zy xyeR" (xy)=x"y
=1

A e Rxn — (Ag, X) = (& ATX)
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Definicié6 :

Az A maétrix szimmetrikus, ha A = AT, azaz, ha a;; = aj; Vi, j -re.
Megjegyzés :

A szimmetrikus — (Ag, X) = (g, Az)

Ha A szimmetrikus = A sajatértékei valés szamok.

Definici6 :

Az A szimmetrikus métrix pozitiv definit, ha (Ax, x) > 0, Vx#0.

Az A szimmetrikus métrix pozitiv szemidefinit, ha (Ax,x) >0, Vx#0.

Tétel

Ha A pozitiv definit = det A # 0, sot: detA>0.

Bizonyitas

Indirekt.

Tegyiik fel, hogy detA =0 = Idx#0, amelyre Ax=0 =
(Ax, x) = (0, x) =0 lenne x# 0 vektorra, ami ellentmond annak, hogy A pozitiv definit.

Ha A pozitiv definit = 3 A7, ez is pozitiv definit, sét A V féminora pozitiv definit,
és a;; > 0.

Tétel Kritériumok A pozitiv definitségére
Az A matrix pozitiv definit — ha valamelyik az aldbbiak koziil teljestiil:

1. (Ax,x)>0, V x#0,
2. Az A matrix sajatértékei pozitivak,

3. det Ax > 0, ahol A féminora A - nak, k=1,...,n.
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Tétel

Ha A=W W7 alakban irhaté = A szimmetrikus méatrix és pozitiv definit.

Bizonyitas

Szimmetria :
AT = (w-wh) = whT . wT =w . wT = A
Pozitiv definit :

(Ax, x) = (W - W'k, x) = (WTx, Wix) = [WTx[2 >0, ha x#0

Fontos kérdés : Milyen feltételek mellett 1étezik egy A métrixnak A =W -W7T felbontdsa?
Definici6 :

Az A=W -WT felbontast, ahol W nem szingularis matrix, Cholesky felbontdsnak nevezziik.

Belatjuk, hogy ha A szimmetrikus és pozitiv definit matrix, akkor a Cholesky felbontasa létezik és a
W triangularis matrix lehet.

Tétel

Legyen A € R™ " szimmetrikus pozitiv definit matrix. Ekkor 3! A = L- LT felbontds,
ahol L alsé A matrix, nem szinguldris és 1; > 0 (t=1,...,n).

Bizonyitas ‘

Teljes indukciéval n - re.
n=1-re A= (a11), ay; >0, igy L=1L" = /ay;
Legyen A € R™"™ szimmetrikus pozitiv definit és tegyiik fel, hogy (n — 1) - re igaz az allit4s,

tehdt A, 1 € R=Dx(n=1) _ e 3| Ap_1=0L,_1 LT

n—1 *
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Tekintsiik A,, - t:
An—l b Lnfl 0

A, = és keressiik L,, - t a kovetkez6 alakban: L, = ahol
bT Ann C o

A, _1 féminor pozitiv definit, an, > 0, b, ce R a >0, é Il >0 i=1,...,n—1
(ezek L,_ f6atléjanak elemei).

Ezt figyelembe véve:

A1 b L,1 O LT | ¢
bT Ann QT o 0 o
Ap1=1Lp - LT | Az indukciés feltétel miatt 3 L,,_1 alsé A maétrix.
Ly, 1-c= b
e o det L,_1 #0 = J!'c megoldas.

Mivel 0 < det A, =det L, -det LT = a/(det L,_1) - & (det LT ;) = a® (det L,,_1)* =

— a?2>0 és a?2eR

fgy  a®=amm —c’c a>0 és acR

[
o
Q
I
S
3
3
|
(o]
o)

2.7.1. Az L, matrix [;; elemeinek meghatarozasa

A=1L-L" - bél oszloponként haladva elég i > j - re az L - beli elemeket meghatérozni.

J
12> aijzzlikljk -
k=1

1
2

J Jj—1
- ) :j ajj = ZlJQk’ — (*) ljj = (ajj — Zl?k> >0
k=1 k=1

1 EA
(**) 1>7 lij = " (aij - Zlik ljk)
J
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1
A miiveletigény : gng +0(n?) .

Ha A szimmetrikus de nem pozitiv definit, a Cholesky felbontds nem mindig lehetséges. Viszont,
ha létezik a Cholesky felbontas, akkor az L maéatrix nem lehet valds, ugyanis valds, nem szingularis L
esetén, ha 3 A =1L L7 = A pozitiv definit.

2.7.2. Egyenletrendszer megoldasa Cholesky felbontassal szimmetrikus matrixra

(1) Ax =D, A szimmetrikus

(2) Ly=b, majd

(3) L'x=y.

A (2) j - edik egyenlete a visszahelyettesités utan:

1 i
(4) yj:ljj<ajn+1_zljkyk> (j=1,...,N),
k=1

ahol  a;nq1 :=b; j=1,...,n).

Majd bevezetve az  yj :=1ljnt1, (4) a kovetkezd alaki lesz:

i1
1 e _
Ljn—l—lzf (ajn+1_zlkjlkn+l> J=1...n,

77 k=1
ami éppen a () képletnek az - nek megfeleld specidlis esete.

A (3) - at most mar a szokdsos visszahelyettesitéssel adjuk meg:

1 N

k=i+1
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A miuveletigény :
L3 2
6N + O(N?) .
Fele, mint az LU felbontdsnél, de N darab gyckvonas is kell.

Megjegyzés :

A (%) formulabol =

J
12, < max |a;; V 1<j<N -re.
ijk—lngN|]]|7 > =

Igy az L méatrix minden eleme korlétos, a max [laj;| korlattal, tehdt nem néhetnek tiilsagosan
<<
gyorsan. Ez a tulajdonsdg biztositja a mddszer (algoritmus) stabilitdsét.

Az ;) szamok az alatt a korlat alatt maradnak, amit a kiindulasi adatok (az A mdtrix elemei)
meghatdroznak!

2.8. HOUSEHOLDER (QR) FELBONTAS

(1) Ax=b AeRvn

Az A matrixot felbontjuk A = QR alakra, ahol Q) ortogondlis matrix, R fels§ A matrix.
Definicié6 :

@ matrtix ortogonalis, ha QQT =1

Q tulajdonsagai: QT =Q! detQ = +1

Ha @1, Q2 ortogondlis — Q1 - Q2 is ortogonadlis

Lattuk mar, hogy példaul a Gauss - eliminaciénal a matrixot felsé A matrixra lehet transzformalni

,,elemi” matrixok (Frobenius, permutacid) szorzésdval. Most is a @) ortogonalis matrixot tigynevezett
Householder - matrixok szorzasaval allitjuk elo.

Ha A=QR (:1)> QRx=Db ezt balrél Q! - gyel szorozva =

— Rx=Q"b fels6 A métrixu rendszer.
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Definici6 :

Householder - méatrix : H € RF*F H=I-2hh",

ahol heRF,  h:=1[0,...,0 k..., 0", |hl, =1, (h”, h) =1
H alakja :
(10 . 0 ]
0
I 0 | 0 ... 0
H= = 0 1-2h? —2hjhiy1 - —2hihy
I—2hh”
0 hh “OMihiyy 1—2h2., o —2hipiln
0 -+ 0 —=2hhy  —2hiahy - 1—2h7 |

H tulajdonsagai :

1. H szimmetrikus: H = HT |
2. Hidempotens: H?=1, ugyanis: H?=(I— 2hhT)2 =I—4hh"+4hh"hh” =T,

3. H ortogondliss I=H-H=H- -H! — H=H1=HT

H geometriai jelentése :

A H métrtixszal valé szorzas az R¥ térnek a tiitkrozését jelenti a  Hyp o = {g eRF . Wiz = Q}
hipersikra (a h vektorra meréleges hipersik).

Alapfeladat :

Adott x € R, x # 0 vektorhoz adjuk meg azt a H € R¥** Householder métrixot (azaz a
hecRF, | hl2 =1 vektort), amely az x vektort az e, egységvektor szamszorosaba transzformalja.

Vagyis adott x € R* vektorhoz meg kell adni a H matrixot meghatédrozé h € R* vektort, amelyre
teljesiil, hogy:

Mivel H ortogonélis — — lxll2 = | Hx|l2 = |o] = lo] = |1 x]2 ,
Tovabbs Hx =ce;, Hx7(I—2hh")x=x-2hh'x=x-2(h"x)h=0e, =

—  2(h'x)h=x-0¢,
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Innen az kovetkezik, hogy a h vektor az (x —oe;) vektor szdmszorosa kell legyen. De mivel

a h egységvektor (||h|2 = 1), azért x — oe; - et osztva a normdjaval, megkapjuk a keresett h
egységvektort.
X —oe
h=->"221_  ahol occR é |of =[x
[x —oe [l

Minden feltételt kihasznaltunk, de o elGjele hatarozatlan maradt.
Az algoritmus stabilitdsara és a hibafelhalmozddas elkeriilésére valasszuk o elGjelét a kévetkezd mdodon:

o= —sign(z1) || x |2 ‘ és legyen sign(z1) =1, hax; =0

h kiszamitasahoz kell:

k
. 2 2
Ix—oe 13 = lIx+sign(e1) [ x 2 3 =] loa] + I x[2|"+ > |oil* =

i=1

= %3 + 221 Ixll2 + x5 =2[xll2 (Ix[l2 + |21])

T
sign (1) (Jo1] + 1), ...,

— h: 1
[201x 2 (Jaa] + 1 xl2)]°

fgy a kovetkez6 H matrix megoldja az alapfeladatot:

i') H I—BQHT,

i) =[xl (Jal+ Ixlk)]

iii.) u:= [sign (1) (o] + H§||2),x2,...,:nk}

2.8.1. A Householder - algoritmus

Legyen A (n x n) - es tetszéleges métrix, tovabbd A0 := A .
Az A métrixot minden lépésben szorozzuk H® € R"*" Householder - métrixszal.
H1. .. H?>. H'-A=R

1

H' - k ortogondlisak = A= (H"'.....H2.HY) ".R=(H) ' (H") "R

A=HO.g@.  .gr-1).p — Q:=HWY. ..gr"Y
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Legyen A .= 4.

Az els6 lépésben A - t szorozzuk olyan H(Y) Householder - métrixszal, amelyre teljesiil,
hogy H 1) (a) = o0e; , ahol a az A matrix els6 oszlopvektora.

i.)

(i — 1) - edik 1épésben HO=1) . A(=2) = AG=1) = zhol

Bl-1)  o-1)

AG-D = fels6 A matrix, ahol
0  AGD
BG-1) ¢ R(i—l)x(i—l)’ Av(i—l) e R(n—i—i—l)x(n—i—i—l), -1 ¢ RE=1)x(n—it+1)

Az i - edik 1épésben megkeressiik azt a H® € R(—i+1)x(n—i+1) _ o5 Householder - méatrixot,
amelyre teljesiil, hogy

E[(l) . a(i_l) e O'gl , gl (= R(n_i""l)

Igy kiegészitve H® - ot (n x n) - esre a kovetkez6 médon

Iy O
HG) — ’ H@ e RnXn
0 H®
Ez is szimmetrikus és ortogonalis, és ezzel szorozzuk A1) - ¢ = H@ . A1) = A6

v.)
(n — 1) - edik 1épésben:
He=D . HO . gO ... A=A =R
A=H" o oH2HY D R=(HY T (HY) T R=HOD.H® . HCD.R
Igy megkapjuk az A=Y = R felsé A métrixot és a Q ortogonalis, szimmetrikus métrixot,

amelyekkel A=Q R
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Tétel

Tetszéleges A € R™™ - es métrix felbonthaté A = @ - R alakban, ahol @ ortogonélis, R fels§ /A
matrix.

Megjegyzés :

Ez, az ugynevezett QR felbontasi tétel konnyen kiterjesztheté mind komplex -, illetve téglalap -
maétrixokra is.

2.8.2. A Householder - algoritmus alkalmazasa

Alkalmazas : Ax = b egyenletrendszer megolddséra.

Input: néeN C = [Alb] = [cij] € R7X (n—i+1)

1.
Ertékadds:  i:=1
2.
1
n 2
Eliminacids 1épés: 5= (Z Ci)
k=i
a.)
Ha s=0, stop, egyébként:
B = [s (Jeal + )],

: T
u:= [07"’707Cii+5|gn (CZZ) Saci-l—l’ia‘--vcnn] )
sign(ci;) =1, hac; =0,

H® =T - guu’”
b.)
C:=HY.C=:(c;)
3.

Ellen6rzés: ha i+1<n-—1, akkor ¢:=i+1 és go tostop 2. , egyébként stop.
Majd jon a visszahelyettesités.
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2.8.3. A Householder - algoritmus miiveletigénye

-n*+0 (n2) Osszesen.

Az algoritmus miiveletigénye : 3

2
R el6allitasa: §n3 + 0 (n2) ,
e s 2 3 2
Q eldallitasas: gn + 0 (n ) ,
de QTb szorzat kiszdmitasahoz elég O (n2) miivelet plusz (n — 1) darab gy6kvonas.

2
Tehat Ax=Db = Rx=Q"b a milveletigény: §n3 + 0 (n2) ,

kétszer annyi, mint a Gauss - eliminaciénél.

Megjegyzés :

A Householder - transzformacié alkalmazhaté matrixok sajatértékeinek kiszamitasara is (és sajatvektorok
meghatdrozasara). Numerikusan rendkiviil stabil!

2.8.4. A = Ay szimmetrikus matrix tridiagonalis alakra valé transzformaciéja Householder
mobdszerével

Egyszerre egy egész sort és oszlopot tesziink zérussa, kivéve a tridiagondlis elemeket.
Az eljaras (n — 2) 1épésbél all. r - edikben kapjuk a 0 - kat az r - edik sorban és oszlopban. A korabbi
0 - k nem véltoznak.

Legyen az r - edik 1épés el6tt a matrix:

[x x i [ 0 0 0
X X X T Cr_q 0 0 0
A X X X X X B bﬁl
r=i X X X X o 0 0
X X X X n-—r 0 0 b, B, _1
| X X X X| 0 0 i

ahol  b,_; vektornak (n — r) komponense van, C,_; r - edrendii tridiagonalis matrix,

B,_1 (n—r) - edrendli métrix.
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A transzformdcié P, (n X n) - es matrixat kovetkez6 médon adjuk meg:

I 0 I 0 r
PT’ = =
0 Qr 0 I—-2v, vl n—r
ahol v, (n—r7) komponensiés |v|=1.
Egyszeri szamolassal ==
i 0 0 0]
Cr_1 0 0 0 r
el
(1) A, =P A 1P = 0 0 =r
0 0 c, Q. B,_1Q n—r
0 0

ahol c, =Qrb,_; .

Ha v, - t ugy valasztjuk, hogy c, komponensei az elsé kivételével mind eltiinjenek, akkor A, elso
(r 4+ 1) sordban és oszlopdban tridiagonalis lesz.

(1) = trividlis, hogy hasonléségi transzformaéacio, és  Ag, A1,..., Ap_o sajatértékei
megegyeznek.
Kényelmesebb, ha a P, matrixot a kovetkez6é mddon valasztjuk meg:

PT:I_2ETEZ7

ahol w,, n komponensi, els6 r ebbél 0, |lwi2=1.
Ekkor:

U.ur
(2) Po=I-2w,wl=1-—""" ahol
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uiTZO, iZl,...,’l“,
Upr41r :arJrlr:FSra

Ugr = Qi t=r+2,...,n,

1
S,«—<zn: agr)Z,

1=r+1

2K3 = SE F Ary17Sr = Splpy1r

Itt a;, az A,_1 matrix (i, k) elemét jeloli (az r indexet elhagytuk).

(%) - ban S, eldjelét abbdl a feltételbdl hatarozzuk meg, hogy

|UT+1T| = |ar+1r| + Sr 5

mivel akkor kapjuk a legnagyobb pontossigot, ha (2) - beli nevezd, 2K? = S,u,41, értéke a le-
het6 legnagyobb.

2
E triangularizacids eljaras miuveletigénye: gng +0 (nQ) ,

és emellett (n — 2) darab négyzetgyokvonds is kell!

Tétel

Legyen A (n x n) - es nem szinguldris matrix. Ekkor az A métrix QR - felbontasa egyértelmii
az R matrix diagonalis elemeinek az elGjelétol eltekintve.

Bizonyitas

Indirekt.
Tegyiik fel, hogy:

(*) A=0Q1R =Q2R, , ahol @1, Q2 ortogonalis, Ry, Rs felsé A matrixok.
Mivel detA =detQ;-detR; = detR;, 1=1,2
azért = R; (1=1,2) nem szinguldris matrixok.

*) = QY Q1 =RyR{' =V,

ahol V szintén fels§ A métrix.
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Itt QI Q; ortogonalis métrixok, ezért
VIV =l Q=1
Tehat V = D = diag (dy) , ahol di; = +1 .

Mivel V = Ry Ry L s teljesill, az allitas bizonyitott.

3. VEKTORNORMAK, MATRIXNORMAK

3.1. VEKTORNORMAK

Definici6 :

Vektornorma :

Legyen X n - dimenzios vektortér K :=R vagy C test felett.

A normaegy .|| : X - R, x — ||x| leképezés a kovetkezd tulajdonsdgokkal:

L x[=0, x[l=0 < x=0,
2. Il =l
3. Ix+yll < Ix[ + [yl A egyenlStlenség.
‘ Kovetkezmény ‘
) |lIxl=lyll<lx-yl. V x,yeX
Az (X, ||.|I) part normalt vektortérnek nevezziik.

Leggyakoribb vektornormak :

1
n D
Euklideszi norma: x|y := (Z ]xi\p> , vV xeX, l1<p<oo,
i=1

[X[loo = max [z
i=1,...,n

=1l,...

Az 1,2,00 normakat hasznaljuk leggyakrabban.
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Tétel

xeX, dimX =n .

Az ||x|| vektornorma az x vektor z1,...,x, koordindtdinak folytonos fiiggvénye.
Bizonyitas

Ezt x€R"-reés | .|~ normdra bizonyitjuk.

| x]|oo = Jax BRI X:=(21,...,2p)

Legyen z:=(z1,...,2,) 6stekintsik x4z, x€ X vektort.
() = llxtale — Ixle| <] s +2) ~ 5l = 2l = max |2
f(xn)_’f(y)7 ha Tn — Y
Tehdt, ha z — 0 akkor max |z;] — 0.
1<i<n

Mivel végesdimenzids vektortérben barmely két vektornorma ekvivalens egymadssal (1dsd kés6bb), ezért
tetszOleges normaéra a folytonossag igaz.

Definici6 :

Az X komplex vektorteret a C test felett komplex Fuklideszi térnek nevezziik, ha létezik X -
en (x,y) : X — C leképezés tetszoleges x,y € X - re, amit az x,y elemek skaldris szor-
zatdnak neveziink és amelyre teljesiil, hogy V x,y € X, vV AxeC:

1. (x,x) >0 valés szdm, (x,x)=0 — x=0,

x,y)=(y.x),

(
3. ()\ ,y) (x y) els6 tényezore nézve homogén,
(%1

2.

+ X9,y ) = (51 ) X) + (52 ; X) elsé tényezdre nézve disztributiv.

’ Kovetkezmény ‘

a.) (x,2y) =A(x,y),

b.) (X’Xl + X2> = (X’XJ + <§7X2) masodik tényezére nézve disztributiv.
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Konkrét példa :
Legyen C™ komplex vektortér C felett, x:= (z1,...,z,) .

Skalaris szorzat:

n n
(x,y) =%X'y=> Tigi 6 (x,x)=> |z >0
=1 =1

Erre a 3. axiéma helyett (g,)\z) = (g,z) érvényes.

Tovabbi tulajdonsagok :
Ha van skalaris szorzat, akkor X - en lehet norméat definidlni:

x| =V(x,x), erre teljesiilnek a norma axiémai.

Cauchy - Bunyakovsky - Schwarz egyenldtlenség :

ey < lxl- Iyl | v x,yex

3.2. MATRIXNORMAK

Definici6 :

Legyen K"*" (K:=R vagy C az(nxn)-es métrixok tere. A € K"*" .

Az ||A| : K™ — R leképezést métrixnorménak nevezziik, ha vV A, BeK™",
vV X € K- ra teljesiil, hogy:

L JAlz0, JAl=0 > A=o,
2. M =\ All homogén,

3. |A+ Bl < [|A] + || B A egyenl6tlenség,
4.  [A-BJ < [[A] - [IB]

A matrixokat mint leképezéseket (operatorokat) tekintjiik.

Legyen K"™*™ valés vagy komplex elemi (m x n) - es méatrixok (m - n) - dimenzids vektortere
R vagy C felett,és (X, ||.|lz) n- dimenzids, (Y, | .|y) m - dimenzids vektortér.
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Egy A € K™*" - es matrix egy linedris leképezést definidl X - b6l Y - ba.

Tudjuk, hogy az

X — || Ax]||y leképezés folytonos fiiggvény az {xe€ X : |[x| =1} kom-

pakt (korldtos és zart) halmazon. A kompaktsagot itt az ||. ||, norma szerint értjiik.
Definici6 :
A
Az A = 1 Axfly = max |[Ax]|[, véges szdmot

x€X\{0}

| % ||z % |lo =1

vektornorma altal indukalt matrixnorménak vagy természetes matrixnormanak is nevezik.

— (sup) HA ( B ||z>

| Ax ||y
sup)———
P
’ Kovetkezmény ‘

A definiciébdl azonnal kovetkezik, hogy:

(x) | Ax|ly < [[Al - [[x]z »
EZENTUL: X =Y, flle = 1 lly =211+
ey ) = [ Ax| < Al - x|

=( sup )[Aylly = max [Ax],
y o lyle=t |

|§||:c =1

(xx)

A fent definidlt természetes (indukélt) matrixnorma (A — || A|| leképezés) tényleg norma, azaz
teljesiilnek a matrixnorma axiomaéi.

Bizonyitas

A 2. homogenitas és a

norma hasonlé tulajdonsagaibdl.

Az 1. ||A| =0

(**) —

[ Ax | =0

3. A egyenlétlenség nyilvanvaldak, kozvetlentil kovetkeznek a vektor-

— A =0 is trividlisan teljesiil, mivel:

V x€ X -re,

Ax

I
(=)
!
N

I
o
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A definici6 alapjan || Ax || =0 Vo ||x| =1-re = Al =0.

A 4. - hez vizsgaljuk:

(%) (%) def
IABx| < Al -[IBxl < [Al-[IBI-I[xl] - IAB < Al - I B]
[ |
Megjegyzés :
i.) Nyilvéan: || I| =1
ii.) A C:= || A| az alegkisebb éllandé szam, amelyre teljesiil, hogy
[Ax|| <C- x|, V xeX
Az egyenléség akkor teljestil, ha x az a vektor, amelyre || Ax|| felveszi
a maximalis értékét.
1. ) K™*™ _ beli matrixokra és a természetes normaéra érvényes a kovetkezd egyenlStlenség:

[A-BIl < [[A] - 1Bl
Ugyanis: | ABx| < [ Al - || Bx[| < [[A] - [[BI - [[x]|
Innen: |AB| < ||A]|l - || B|| kovetkezik, mivel || AB || a legkisebb olyan szam,

amelyre || ABx|| <C- | x|

Voltak :

n n %
x|y = lei\ ;o lxle = (Z\mﬁ) Il 1= max
i=1 i=1

Kérdés :

A fenti vektornormak milyen matrixnormakat definidlnak?
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Definicié6 :

Legyen A €K™ ™  Aq,...,\, € C az A matrix sajatértékei.

Ekkor a p(A) ;== max |\ szamot az A matrix spektralsugaranak nevezziik.
1<i<n

Jelolje  ||All1,2,00 @z | x]l1,2,00 vektornormék &ltal indukalt méatrixnormakat.

A
A definici6 alapjan: | All1 := max | Ax | = sup M
lIlxll= xex\{oy |1l

Tétel
Legyen ||.||, az a matrixnorma, amelyet a || .||, vektornorma indukal a K"*" mdtrix-téren.
Ekkor:
n
1. Al = Joax <Z; ]a,ﬂ) , Maximum oszlop-0sszeg norma
1=
n
2. | Alloo := ax. Z laij] | ,  Maximum sor-Gsszeg norma
j=1
3. | All2 = p(ZTA> ) Spektralnorma
‘ Bizonyitas ‘
1.

| Ax |1 = max (Zam xi

n n
) < max <Z|aij| . :L',L|> < max (Z|aij|> - max |x]
1<j<n 1<j<n 1<j<n

i=1 i=1
AL <
— Al < max (Z \am)
Tegyiik fel, hogy a k - adik oszlop olyan, amelyre teljesiil, hogy:
n n
1A ==:£:|GMJ:= ﬁgﬁg;:£:|aw|
i=1 =1
Tekintsiik az e;, egységvektort. Ekkor:

n
I Aeill = 3l = mox: Z ay
1=

Mivel |lexl]l1 =1 = | A1 > max Z || = Tehét az egyenl6ség fenndll!

1<5<n
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2.
n n n
| AX || = max Zaij-mi < max Z|aij| x| € max Z|aij| - max |z
1<i<n \ |4 1<i<n | 4 1<i<n | 4 1<i<n
j=1 j=1 j=1
n
< o (Sl
= Al < max | > |ayl

Belatjuk, hogy itt egyenloség is fenndll. Tegyiik fel, hogy a k - adik sor olyan, amelyre teljesiil,
hogy:

n n
[ Alle = laiel = max " a|
7=1 7=1

1 ha ag; =0
Legyen X € K" , amelyre Tj = G
J egyébként
|axj|
n
Ekkor [|Xlleo =1,  apj-ar; = lagg|*? = 1 AR [loo =D laks| = | Alloo
j=1
3.
—T

|4l =1/p (4" 4)

A2 = [ A2 — 3 yeK" yla=1 & |[Ayll2 = [Al2

. 7T

dgy, hogy: || A3 =yTA Ay

T

A" A Hermitikus matrix = (ZTA> —A'A
Mivel A’ A Hermitikus == 3 az x',...,x" sajatvektoroknak teljes ortonormalt rend-
szere.

. ~\T .

Ixi s =1, (;) x/ =8,  M,...,\n a nekik megfelels sajatértékek.

Vizsgaljuk :

0< axf = A"ax = (¥) = (x)

—T <z . .
= A" A pozitiv szemidefinit
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Irjuk fel Y - t a sajdtvektorok linedris kombinacidjaként:

n
y=>) ax
i=1
n _\T n ' n )
= sl (T E) ) (e ) -3
j =1

Vizsgaljuk : (ZTAg‘ = \jx )
11 =y =5y = (o (@) ) (3700w | = (L (2) ) (Lo | -
j=1 Jj=1

n n
2 2 2 -7 )
— 140\ < . . < R
2l A (Z J“Z') = A< g4
1= 1=

Itt egyenl6ség is allhat, legyen ugyanis A\, = p (ZTA), azaz a legnagyobb sajatértéke AT A - nak.

A )\ - hoz tartozé sajatvektor legyen x¥, || xF|2 =1.

Vizsgaljuk :

JAIZ > | Ax 3 = (xF) A" Axt = vk = v () xb = xe = (A7)

—  AlB = p(4"4)
’ —T
ley = Al = p(A A)
|
Definici6 :
Az ||.]la és | .|l vektornormdkat ekvivalensnek nevezzikk, ha 3 m, M € RT &llandok,
hogy:

mllxlla < lxls <Mlxla ¥ xe€X-re

Nyllvan = 3 r, RER", hogy rlxlls < [|x[a <Rlxlg 7:=
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Adott végesdimenzids vektortéren tetszoleges két norma ekvivalens egyméssal.
Belatva azt, hogy egy tetszéleges norma ekvivalens a || .|| normaval:

lzlla <Mlz]o — 0

l
0

= A matrixoknak egy adott vektorterén az Gsszes természetes matrixnorma ekvivalens egymassal
(ekvivalenciarelacid).

3.2.1. Korlatok a normakra

Néha nehéz kiszamolni egy matrix természetes normajat, igy hasznos, ha a normara felsé korlatot

tudunk taldlni. J6 példa erre az || A|j» spektralnorma, mivel itt 4° A legnagyobb sajatértékét kellene
ismernunk.

Definici6 :

Az || A|| méatrixnorma illeszkedik az || x| vektornormdhoz, ha || Ax| < || 4] - ||x]| V x€ K"
Természetes matrixnormadkra lattuk, hogy illeszkednek az 6ket indukalé vektornormdakhoz:

| Ax[[1,2,00 < [[A]l1,2,00 |

1,2,00
Megjegyzés :

Az || A| természetes métrixnorma az egyenlétlenségben a legkisebb azon C' allanddék koziil, ame-
lyekre teljesiil, hogy | Ax| < C'| x| -

Definici6 :

Frobenius - matrixnorma :

[l o= 3 Ja?) = fire (A7) acxms

3,7=1

| A||F matrixnorma, és illeszkedik a ||.[|2 vektornormdahoz.
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Bizonyl'tés‘
1
n 2
. . —T 2 . . 2 . nxn
Valéban, ugyanis trace (A A) = Z || tigy tekinthetd, mint egy y € C
ij=1
vektor ||. |2 euklideszi norméja, ahol y komponensei a;; . Igy 1 - 3. axiémak teljesiilnek, tovabba:

2
TAB(E = > 1D aub| < > | D lail” |- [ Dol || =
p =1

ik=1|j=1 ik=1

n n
= | D lagl® || D Il | = 1A% - 1BIE

ij=1 jk=1

Mivel:

I Ax I3 Z

=1

Z Qif T

k=1

gzlzawmkr] JAIE - 1x3 =

i=1 Lk=1 =

= || A||F illeszkedik az || x |2 vektornorméhoz. Ez egy hasznos felsé korlatot ad a || A ||o matrixnormara.

A Frobenius - matrixnorma nem természetes (nem vektornorma éltal indukélt) matrixnorma.

Bizonyitas
Minden természetes matrixnormdra || /|| =1, ami nyilvanval6, ha az
Ax
|A| = HH |||| = o ﬁxx || Ax || definiciét az A = I - re alkalmazzuk.
X
DE :
I I]lFr =+vn — n>1 esetén ellentmond4s.
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4. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK PERTURBACIOJA

Az Ax =Db, Aec K™ be K" linedris egyenletrendszer megolddsakor a gyakorlatban
az A, b elemeit csak kozelitoleg ismerjiik. Ilyenkor az eddigi mddszerek is csak kozelité megoldast
adnak. Ha a bemend adatokat a szamitégépben pontosan is taroljuk, a numerikus médszer mégsem a
pontos megoldést fogja szolgédltatni, azaz a defektus (eltérés) # 0. Ezért sziikség van a megoldésbeli
hiba becslésére (korldtozéaséara).

Feladat :
Legyen A € K"™*" nem szingularis, b € K" .

Vizsgaljuk meg az Ax = b linedris egyenletrendszerbeli A, b bemend adatok hibajanak hatasét
a megoldésra.

4.1. A JOBB OLDAL HIBAJANAK (PERTURBACIOJANAK) HATASA

Ax+Ax)=b+Ab x,Ax,b,Ab K", AcK"™",

AAx=Ab =  Ax=A4"'Ab = [Ax[| < [[A7H] - | Ab]

_ 4]

Ax=b =  0<|bl < 4] |x] = b

Természetes matrixnormat véve:

[Ax ||

x|l

| Ab ||
Ib]

< JATHE- A

fgy a megoldas relativ hib4dja a jobb oldal relativ hibajaval becsiilheto.

Definici6 :
Legyen A e K™"™ nem szingularis.

Az ||A71] - |A|l szdmot az A métrix kondiciészdmanak nevezziik, és cond(A) - val jeldljiik.
cond(A) == A7 - [|A]

Ha cond(A) ~1 jél kondiciondlt,
ha cond(A4) > 1 rosszul kondicionélt.
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Természetes matrixnormak esetén:
L=|[I] =[JAT"A[ < [[A7'] - | A = cond(A)

Tehat a kondicidszam > 1. Persze értéke fiigg attdél, milyen norméat hasznalunk.

Példa :
10021 + 50022 = 1700 1o I
1521 + 75.01z0 = 255 =0 SR
100z 4 5002 = 1700 B B
deha: o 75012y = 255.03 } n=2, 12=3.
Lemma

Legyen A € K™*" | A nem szingularis, || A|| < 1 valamilyen természetes matrixnormara.

Ekkor (I + A)~! matrix 1étezik és érvényes a kivetkezd becslés:

1

1
Toyay <!
AT

T+A) < —

‘ Bizonyitas ‘

Az (I+ A)™' létezik, ugyanis tekintsiik:
I+ A)x] =[x+ A% > [Ix| = [| = Ax|[| > [Ix]| = [[Ax || = [Ix| = [[A] - [[x] =

=1 - [1A]) Ix[l >0
—_——
pozitiv, ha x # 0

Tehdt (I+A)x=0 — x =0, ami azt jelenti, hogy (I + A)_1 létezik.

Legyen C:=(I+A)"".

L= I+AT+A)7 | = T+AC| = [C+AC| > [[Cl - Al-lICl =0~ Al IC]

1
— — > || C] a fels6 becslés kész.
1— A
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1= [|(I+AI+A7 | = T+AC| = [C+AC| < |Cl+Al-ICl =0+ [AlDIC]
= b <|Cll = T+A)7" |, amiaz alsé becslés
> = ) Z :
1+ | A
|
Kovetkezmény

, J , —1 s, , .
Hasonl6 becslés érvényes az (I — A) matrix esetén is, azaz:

1

1
— < I—A)1 <

— - lAll

Perturbacios lemma

Legyen A, B€K™" A reguldris |[|[A71] ||B-A| <»<1;

veszink.

Ekkor B~! matrix létezik és érvényes a kovetkezd becslés:

A~ a
[AZH[ - [[B—Af ~ 1—5

1B~ <
1—

Bizonyitas

Mivel [[ATH(B-A) [ < A7 [B-A] <1
a lemmat alkalmazva = [A~1 (B - A)] ' Jétezik

L s 16tezik.

— B~
B 'A=Y, Bl=vA!l
B = [|BTPAAT| < | B7'A - A7

<

1

természetes matrixnormat

[A1B] ™" 1éterik

1

_ _ -1 1
IB=rAN = | [A='B] | I

= [I+A7 (B-A4)]

A~ _ o
AT |B-A] " 1-=

= 1B~ <

<
T [ATTB-A) | T 1= AT - 1B - Al
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4.2. AZ A MATRIX PERTURBACIOJANAK HATASA

Tekintsiik:

(*) (A+AA) (x+Ax)=b, A, AAcK"™ x, Ax, beK"

Tétel

Legyen || AL |- ||AA] <1.

Ekkor a (x) megolddsdnak hibéja a kovetkezé médon becsiilhetd:

[Ax] A - LA [AA]]
x| = AA] A
— AT LAY

[A]
Bizonyitas

Legyen B:= A+ AA.
foy A7'(A4)=A"1(B-4) = A=Y - 1B - Al <1

A perturbéciés lemmat alkalmazva = 3 Bl'=(A+A4)7"

A~

A+ AA
I S T A

Most (x) - ot rendezve (A+ AA)Ax=Db— (A+ AA)x=AAx

Ax = (A+ AA) T AAx

és igaz, hogy:

Iaxl WA AT AL A4
Ixll = 1= TA-T[ - [AA] Aty Ay JAAT CTAT
TA]
B cond (A) a4
|~ cond () JAAT AT

A
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Megjegyzés :

Ehhez a becsléshez kell || A~ || - ra fels6 korldt, ami dltaldban nem ismert vagy nehezen szamolhat.
Ezért hasznos a kovetkezd

ESZREVETEL :

Ha a kordbbiak alapjan mar van egy LU vagy QR felbontasunk A - ra, amelyekrea D := LU — A
vagy D := QR — A Altaldban kicsi: || D] < 1, mar kénnyen meghatdrozhatjuk az inverzeiket.
De akkor a perturbécids lemma szerint

«

A=Y <

1—2’

ésmég || (LU)' | <a, vagy | (QR) ' <a

ahol « olyan, hogy || D] < z
a

De :

Az LU felbontasban el6fordulhat, hogy mindkét méatrix rosszul kondiciondlt lesz, holott A jol
kondicionalt (cond (A) ~ 1). Ez azt jelenti, hogy a Gauss - eliminacié még j6l kondicionalt feladatra
is adhat gyenge eredményt (nagy hibaval).

A Householder - féle QR felbontdsnédl més a helyzet! Példaul a ||.||2 vektornorméval és a neki
megfelel§ matrixnorméaval dolgozva, a () matrix ortogonalitidsa miatt

lQxl2 = [Ixll2, vV xeC", ésigy [|Qf2=1

Hasonléan: 1QT |2 = [|Q |2 =1, ésezért cond(Q)=1
Mastésat [ Al2 = |QTQAls < |QAls < [All2, sesért [[Als = QA
Hasonléan: |A7Q 7 |a = ||A7 |2, amivel a kdvetkezét 1attuk be:

Allitas
Az A matrix kondicidszama véltozatlan marad, ha a QR algoritmust hasznaljuk, azaz:
conds (A) = conds (QA)

Ez is mutatja a QR algoritmus stabilitdsat!
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Megjegyzés :

A fenti tétel altaldnosithatd.
Az  Ax=Db (A+AA)(x+Ax) =b+ Ab

egyenletek megoldasaira igazolhato a kovetkez6 becslés:

[Ax] _ cond (4) (IIAAH N IIAb||>

= AA A b
x | — cond (A) IIHA”H | Al bl

Példa :

A Hilbert - métrix rosszul kondicionalt!

1

AZ(CLZ‘J’), CLij 1277;_’_],_1

(i,j=1,...,n)

n
1
Ha b; = Z Py akkor Ax=Db megolddsa x=1I1,..., 1]T .
k=1

n = 10 - re mar minden megoldas rossz eredményt ad.

5. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK ITERACIOS
MEGOLDASI MODSZEREI

Foleg akkor hasznosak, ha

(1) Ax=b, AcK™, x,6 bekr

egyenletrendszerben A ritka és nagy méret{i matrix.
Az (1) - et el6szor vele ekvivalens

(2) x=Cx+c

alakra hozzuk, ugynevezett ,.fixpont egyenlet”. Ez

(3) x=®(x) alakd, ahol @ (x) =Cx+c.
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AZ ITERACIO ELVE :

Kiindulva egy tetszdleges x, € K" kezddvektorbdl, képezziik az
X1 = Cxp +c ugynevezett ,,kozelité megoldasok” sorozatat.
Ha x;, sorozat konvergens és tart x* - hoz, akkor a (8) - nak, (2) - nek és igy (1) - nek is a megoldésa
lesz.
KERDESEK :
A)
Milyen feltételek biztositjik, hogy tetszéleges x - bl kiindulva az {x;} sorozat konvergens?

(KONVERGENCIA KERDESE)

B.)
Hogyan becsiilhetd a kozelitd (x,,) megolddsok hibsja? (HIBABECSLES)

C.)
Milyen gyors a konvergencia? (KONVERGENCIASEBESSEG)

5.1. KONVERGENCIA

Tekintsiik az  x;,1 = Cx;, + ¢ sorozatot tetszoleges x, esetén.
Legyen x* = Cx* 4+ ¢ pontos megoldas.

Vizsgéljuk meg:

2

Xpp1 — X =Cx,+c—Cx* —c=C(x, —x) =C? (x)_; —x*) =... =CF (xg—x*) = 0
= {x;,} sorozat konvergens = klim Ck =0
—00
Tétel Konvergenciakritérium

Legyen C € K™"_ lim C*¥=0 = p(C) <1, azaza C métrix spektrilsugara < 1.

k—o0

Bizonyitas

Tegyiik fel, hogy klim Ck =0 és bizonyitjuk, hogy p(C) <1, azaz, hogy a C métrix minden
—00

sajatértéke kisebb, mint 1 (abszolutértékben).
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Indirekt.
Tegyiik fel, hogy létezik olyan A sajatértéke a C' métrixnak, amelyre |\ >1 .

Mivel A a C' sajatértéke = 3 x# 0, hogy:

Cx = X
C’x = MN0x=\x
CFx = Mx

Mivel lLim \¥ # 0 = {C*} nem lehet nullsorozat, tehat p(C) <1 sziikséges feltétel.
Tegyiik fel, hogy p(C) <1 és bizonyitjuk, hogy klim ck=0.

Tudjuk, hogy létezik olyan T regularis matrix, hogy a C' matrix a T segitségével Jordan - alakra
transzformalhato:

Ji 0 0
0o . :
J=TCT '=|: J; , ahol
0
0 0 o]

[N, 1 0 0]
0
Ji = 0
1
0 0 A

Mivel:

Jk = (rerY)* =TCchTt —  J2=(TCTY) (TCT™') = TC2T!

= Ck =T17-1JkT

Ezért lim C* =0 — lim J¥ =0

k—o00 k—o0
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Viszont:
[Jf 0 0|
0
k _
J¥ = Jl.k ;
0
|0 0 JE]
ezért elég belatni, hogy klim Jz-k = 0, azaz az egyes Jordan - blokkok 0 - hoz vald tartasat
—0Q0
V i=1,...,m-re.

A J; (n; x n;) - es métrix a kovetkez8 alakban irhaté:

01 O 0

Ji=NI+S;, ahol 1I,5; (n;xn;)-es métrixok és S; = 0
1

0 .. 0]

Tudjuk (Gyapjas jegyzet 125. oldal), hogy S; méatrix n; - edrendben nilpotens matrix, azaz S;" = 0.

Igy JF alakja (Newton binomialis formuldja alapjén):

k n;—1
k o 4 k o
JE =\ + S)F = (.)Af‘”sg: (.)Af—fsg
( =20 2\

Jj=0 Jj=0

Fix j - re a Z n; darab tagbdl &ll, és fix ¢ - re az egyes tagokban Sg matrix nem valtozik k — oo
esetén.

Kérdés :  lim JF =0

k—oo

AN
Ha belatjuk, hogy klim ( > )\f 7' =0, akkor a E minden tagja tart 0 - hoz, és ekkor
—00 j

lim J* =0 - t is belattuk.

k—oo

Tovabba ' <]; ) AF=d

< \/cj\-‘)\f_j‘ — 0, Mn<1

k—o0

lim Mki=0, 0<A<1, fix \,j-re

k—o0
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Tétel Konvergencia - tétel

Legyen A e K"™*" .

Ekkor az x;, = Cx;,_; + ¢ alaku iterdciés sorozat tetszoleges x kezd6vektorbdl kiindulva kon-
vergal

a (2) (x=Cx+c) illetve (1) (Ax=Db) pontos x* megolddsdhoz = p(C)<1

Lemma

Legyen C € K™*™ .

Ekkor p(C) < |C] valamilyen természetes matrixnormara.

Bizonyitas

Legyen A a C maétrix tetszOleges sajatértéke és a \ - hoz tartozd sajatvektor x # 0 .
Ekkor Cx = Xx.
Természetes métrixnormat véve:

x| = [ Cx |

Al Ixl = [[Cx|| < [[C] - [1x]

x#0 = x| #0 = < |[C

TetszOleges A\ sajatértékre igaz, {gy — p(C) < ||C]

Tétel Elégséges feltétel

Az x;, = Cx;_ + ¢ iterdcios sorozat konvergenciajanak elégséges feltétele az, hogy valamilyen
természetes matrixnormadra teljesiiljon, hogy ||C'|| <1 tetsz6leges x, - bdl kiindulva.
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5.2. HIBABECSLES

Legyen
(1) Ax=Db
x* legyen a pontos megoldas
(2) x=Cx+c
Kicsit altalanosabban: Legyen C:=C1+ Oy és tekintsiik a kovetkezd iterdcids sorozatot:

(3) X, = —cXx, +Cox;, 1 +¢ (x* = C1x* + Cox™ + ¢)

Tegyiik fel, hogy tetszdleges x, - bdl kiindulva a (8) konvergens sorozat.

Tétel A - POSTERIORI HIBABECSLES

Ha ||C] <1 valamilyen természetes matrixnormara, akkor érvényes a kovetkez6 hibabecslés:
o |l
(4) Ixp —x*[| < ———=— % — x5 ||
1—|c|
Bizonyitas
Vizsgéljuk:

X, — X" = C1x;, + Coxp_q + € — (a1x* + Cox* + ¢) = C1 (x;, — x*) + O (x4, — X*)
(I—C—Cy)(x, —x*) =Cs (x5, — x*) — Co (x5, — x*) = C2 (x5, — X3

(I-0)(xy —x*) = Ca (%51 — %y

Mivel ||C|| <1 = 3 (I-0)"!
1
<Lemma és kovetkezménye a 60. oldalon. = | I-0)t < 1HCH>
X, —x"=(I-C)"'C (xp_1 — %) Normara térve:
-1 ICo |
Ixp =x"[| < [[(T=C) " |- [1Col - T = X | < [ = x7[] < WH&:—&H I
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Megjegyzés :

A (4) hibabecslés érvényes az x, =0x,_1+¢ alaku iterdcios eljarasokra is, ugyanis ez
kovetkezik (8) - bl Cp =0, Cy=C vilasztdsaval.

Ekkor (4) alakja:

(5) Ixp —x" | <

e 12— Xl
1-|C '

A (4) és (5) jol alkalmazhat6, azonban gyakorlati esetben figyelembe kell venniink a kerekitési
hibdkat is.

Kovetkezmény A - PRIORI HIBABECSLES

x = Cx+ ¢ alaku iterdciora, || C| < 1.
Ic*
I, = x*[| < %1 = %o |
1-|c|

Bizonyitasat lasd késobb, a nemlinearis egyenletek megoldasianal, a Banach - féle fixponttétel utan.

5.3. JACOBI ITERACIO

(1) Ax=b, AecR™™, A nem szingularis, b € R".

Bontsuk fel A - t a kovetkezd mddon:

A=—-L+D—R, ahol

0 0 a1 0 0 0 a2 ain
Li=— | ., D=|" , R:i=-—
: 0 An—1n
Anl Gpn—1 0 0 0 Gnn 0 0

(1) = (-L+D-R)x=Db
Dx=(L+R)x+b

Ha A reguldris matrix, akkor mindig elérhetd, hogy D nem szinguléris (sorcserékkel).
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(2) x=D'(L+Rx+D'b (x=9(x)alaki)

Igy tetszbleges X, - bdl kiindulva képezhetjiik a kozelité megoldasok sorozatat.

(3) x,=D'(L+R)x;,_,+D7'b Jacobi iteracié

Koordinatanként irva :

DL YR W -
x; _aT'Z' bl—Zlaljajj (i=1,...,n)

J._ .
JFi

,,SZIMULTAN VALTOZTATASOK MODSZERE”

Most C:=D'L+R), c:=D7'b

X, =0x,_1+¢C alakd.

5.3.1. Konvergencia kritérium

(3) Jacobi iteracio6 tetszOleges x, kezdGérték esetén konvergens = p(DH(L+R)) <1
Elégséges feltétel a mdédszer konvergencidjira : | DY(L+R)| <1 valamilyen
természetes matrixnormara

Definici6 :

Az A métrix .

erds sor-Osszeg tulajdonsagu, ha: Z laij| < |ail vV oi-re,
Jj=1
J#
n
erés-oszloposszeg tulajdonsagi, ha: Z laij| < |ajjl vV j-re.
i=1
i#]
Tétel Elégséges feltétel a Jacobi mdédszer konvergencidjdra :

Ha az A matrixra az erfs sor- , vagy oszlop-Osszeg tulajdonsag teljesiil, akkor (8) Jacobi iteracid
konvergdl tetszdleges x esetén.

Ugyanis ekkor a D~! (L + R) maétrix sor- vagy oszlopnorméja < 1 lesz!
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5.4. GAUSS - SEIDEL ITERACIO

A (3) formulét vizsgalva lathaté, hogy a k - adik iterdlt vektor i - edik koordinatajanak kiszamitdsahoz
mar felhasznalhatjuk az el6z6 1,...,7 —1 koordinatdit a k - adik iteraltnak. Igy kapjuk a Gauss -
Seidel iteraciot.

Ax=b
(-L+D—-R)x=b
Dx=(L+R)x+b

x=D"1(Lx+ Rx)+ D" 'b

(4) x,=D7'(Lx, + Rx;,_1) + D™'b Gauss - Seidel iteracié

Koordinatanként irva :

xgk] _ i b — Zaijl“g-k] _ Z aijxg'k_ﬂ

Qi

,FOKOZATOS VALTOZTATASOK MODSZERE”

5.4.1. Konvergencia kritérium

A Gauss - Seidel iteraci6 vizsgalatdhoz (4) - et atirjuk:
Dx) — Lx, = Rx;_1 +b
(D-L)x,=Rx;_;+b
x,=(D-L)'x 1 +(D—-L)"'b,

ahol C:=(D-LY'R, c¢:=(D-L)'b
A Gauss - Seidel iteracio tetszéleges x kezdéérték esetén konvergdl <= p ((D — L)t R) <1

Elégséges feltétel a Gauss - Seidel iteracié konvergencijjara :

| (D-L)'R| <1 valamilyen természetes matrixnormadra.
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Tétel

Ha az A maétrixra az erls sor- vagy oszlop-Osszeg tulajdonsag teljesiil, akkor a Gauss - Seidel
iteracié is konvergal tetszoleges x, - bdl kiindulva és a konvergencia legaldbb olyan gyors, mint a
Jacobi iteracional.

5.5. RELAXACIOS MODSZEREK

5.5.1. Jacobi relaxacié

A Jacobi iteracié:
x, =D (L+R)x;1 + D' /*(x4_1)
X, =Xp1 — X1 + DN (L+R)x,_1 + D7 'b
X, =X, + D (L-D+R)x;_1 +D'b

X, =X, — D7 [Ax; , — b]
—
ez a (k — 1) - edik 1épés defektus (eltérés) vektora

A Jacobi relaxacié interpretacidja: a k - adik iterdltat a (k—1) - edik iterdlt vektorbdl a defek-
tus vektor segitségével kapjuk. Természetes dolog egy dgynevezett w relaxicios paraméter bevezetése.

= X = X1 —wD ™! [Ax)_; — b]

x, =wD 'L+ R)x, 1 +(1-w)x,_; +wD b Jacobi relaxdcié

Koordinatas alak :

7 ..
Q5

L P _Zaijxgk—l} (1-w) xgk_l}
7=1

i

Tétel

Legyen a Jacobi iteracié konvergens.
Ekkor a Jacobi relaxacié is konvergens V 0<w<1-re.
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5.5.2. Gauss - Seidel relaxacio

Tekintsiik a kdvetkezd linedris egyenletrendszert:
(1) Ax=b [-w w paraméter (A=—L+D—R)

wAx = wb / + Dx
Dx = Dx — wAx +wb = Dx + w (b — Ax)

—  x=x+wD ! (b— Ax)

X, = Xp_1 +wD ! (b — Ax,) Jacobi - relaxacié

x=x+wD !(b-Ax)=x+wD ! (b+ Lx — Dx + Rx)

x=wD ' (b+Lx+Rx)+ (1 —w)x - ujra visszakapjuk a Jacobi relaxdciot -

x, =wD™H (b+ Lxp_ + Rxp_ 1) + (1 —w) Xy Jacobi relaxdcié

Koordinatas alak :

i—1 n
xgk] = % bi — Zaijxg-k_” - Z az‘jxg-k_l] + (1 —w) :cgk_” i=1,...,n
v j=1 j=i+1

Ha az els6 Z - ba a k - adik iteralt vektor mar kiszamolt koordinatait irjuk, megkapjuk az igynevezett
Gauss - Seidel relaxaciot:

(2) x, =wD ™! [b+ Lxy, + Rxp ] + (1 —w) X

Koordinatas alak :

n

i—1
A= 2= Yl 3 el @ —wal T =1
© j=1 j=i+1

A Gauss - Seidel relaxdcié konvergencia vizsgalatahoz (2) - t atalakitjuk x, = Cx;,_; +¢
formara. (2) -t rendezve:

(I —wD 'L)x;, =wD 'Rx;_; + (1 —w) Ix,_; +wD 'b

(I-wD 'L)x, =[1-w)I+wD'R|x,_; +wD'b
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— x=(I-wD'L) ' [1-w) I+wD 'R x_; + (I —wD'L) 'wD b

Ez most mar x;, = Cx;_; +c alaku.

Konvergencia kritérium :

A Gauss - Seidel relaxacié konvergens tetszéleges x, - bdl kiindulva —=

= p((I-wpD) T [1-w)I+wD'R]) <1

Tétel

Legyen A szimmetrikus (n x n) - es métrix.
V a; >0, 1=1,...,n

Ekkor a Gauss - Seidel relaxacié konvergens — A pozitiv definit matrix és 0 < w < 2

Elégséges feltétel :

Ha az A szimmetrikus, pozitiv definit matrix és 0 < w < 2 = a Gauss - Seidel re-
laxacié konvergens.

Ha 0O<w<1 ,alulrelaxdlas”,

ha 1<w<?2 tilrelaxalas”.

Tétel

Legyen A szimmetrikus pozitiv definit, tridiagondlis matrix. Ekkor a Gauss - Seidel relaxécié op-
timalis w paramétere a kovetkezo:

2
L+ 4/1=[p(C)P?

Wopt =

ahol p(Cj) az ,eredeti” Jacobi iterdcié C matrixdnak spektrélsugara.
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5.6. KETRETEGU ITERACIOS ELJARASOK

Tekintsiik az
(1) Ax=Db linedris egyenletrendszert.
Ebbél az

(2) X, =Cx;_1+¢ iterdcios eljardshoz a kovetkezd médon is eljuthatunk:

Legyen A=P—Q, ahol P reguldris méatrix.

(1) =  Px=Qx+b =  x=P'Qx+P'b, ami (2) alaku.
x, =P 'Qx,_,+P'b, C:=P'Q, c:=P'b
= Px,=Qx,_1+b /- Px;_,4

P(x,—%x,4)=—(P-Q)x;_1+b

(3) P(xp —x4_1) = —Ax;,_; +b & xp=(I—-P'4)x, ,+P'b

Az ilyen alaku iteracids médszereket kétrétegii iteraciés mddszereknek, P matrixot prekondicionaldsi
matrixnak nevezzik (C’ =1 P_lA).
A P miétrix megvalasztasandl két, gyakran ellentétes szempontot kell figyelembe venni:

i.) A P miétrix legyen kozel az A métrixhoz, mert ekkor a  C =1 — P™'A norméja kicsi,
a konvergencia pedig gyors lesz.

ii.) A P miétrix legyen konnyen invertalhaté, mert kiilonben minden iterdciés 1épés tul
nagy miveletigénnyel jarna.

Néhany példa P megvalasztasara :
1.

P =D, akkor visszakapjuk a Jacobi iteraciot.

D(x,—%x41)=—(-L+D—-R)x;_1 +b

X = D1 (bJr Lx;, |+ Rzk_1)
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2.
P=(D—- L), akkor a Gauss - Seidel iterdciét kapjuk.
3.
P = g vagy P = D; L , akkor pedig a Jacobi relaxaciot, illetve

a Gauss - Seidel relaxaciét kapjuk vissza.

5.6.1. Tompitott Jacobi mddszer

A (8) iteraciés mddszer altaldnositasaként kaphatd, ugyanis a médszer kapcsolatba hozhaté a kovet-
kez6 differencidlegyenlet-rendszerrel:

1

dy
(4) P ;=-Ay+b, AeR™, y,beR", y(0)=y,cR", y(t)=

Yn
Beldthato, hogy a (4) tgynevezett ,,staciondrius” megolddsa (amikor y méar nem fiigg a

t 1d6tol, azaz amikor % =0 (t— o0))az (1) linedris egyenletrendszer megoldasat adja.

A (4) -Dbélpedig (8) alaku iteraciés mddszert kaphatunk!

A (4) - ben a derivaltat kiilonbségi hanyadossal helyettesitve =

y (tr) — ¥ (te-1)

P= = =-A _

— Ar y(tk—1) +b

Legyen:
Y (tk) = %,
Y (tp—1) = X4 = P (zk - §k71) =-Ax,_,+b (3)
At:=1

Ha At =w = P (Xk - qu) = —wAx;, | +wb

iteraciés modszert kapjuk, amit tompitott Jacobi médszernek neveziink.

Ha P = I , akkor EXPLICIT TOMPITOTT JACOBI médszernek (RICHARDSON ITERACI())
nevezziik, egyébként IMPLICIT TOMPITOTT JACOBI mdédszernek.
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Tétel

Legyen A szimmetrikus pozitiv definit matrix, P = I, y(t) a (4) megolddsa y (0) =y,

kezdeti érték esetén.

Ekkor lt1i1rn ly (t) —x|| =0, ahol x az (1) lineéris egyenletrendszer megoldasa.
— 00 -
Bizonyitas

Legyen  z(t):=y(t)—x  ahiba, ahonnan y(t)=2z(t)+x

dz

E t —b i e
zt (4) - be irva &

+Az =0 t>0, z(0)=y(0)—-x

d
Majd z - vel skalarisan szorozva: <dj , z> +(Az,z) =0 (*)

d 1 d 1 d
Itt az elso tag: (dj,Z) 'E(Z, Z):g'aHZHQ,

T2
és mivel A pozitiv definit = (Az, z) > 5| z||*> ahol §>0,

d
(x)-bol = —|lz(®) > +25||z(t) |* <0

dt
26t d 26t 2
Ezt szorozva e=°" > 0 - val = ¢ lz(t) || <0,
ahonnan integrélva 0 - tél ¢ - ig = 20tz (t) |* < ||z (0) |

Most gyokot vonva és z =y — x - et visszairva, et - vel osztva

=y x| <e |y ©) x| ——0

Tétel

Legyen A szimmetrikus pozitiv definit, P = I.
Ekkor az egyszerii iterdcié (Richardson iteracid) konvergens, ha

O<w< ——+ tetszéleges x kezd6vektor esetén.

Az optimalis w paraméter megvélasztasara igaz a kovetkezd tétel.
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Tétel

Ha A szimmetrikus pozitiv definit métrix, akkor az egyszeri iterdciora egyértelmiien létezik wqpy
optimalis paraméter, amelynek értéke:

2 Lol m :=min A\ (A)
m+ M ano M :=max A (A)

Wopt =

5.6.2. A kerekitési hibak hatasa az iteraciés eljarasokra
Vizsgaljuk meg, hogyan befolyasoljdk a kerekitési hibak az
(1)  x,=0x,,+c

alaku iteracids eljardsok kozelité megoldasainak sorozatdt. Az iterdciés mddszerek gyakorlati alkal-
magzasa soran is kerekitjik a szamitott értékeket.

Tetszoleges x, - bdl kiindulva az  x; = Cxy + ¢ pontos érték helyett a kerekitési hiba mi-
att y, =x; +¢ értéket kapjuk, ahol g, az els6 1épésben elkovetett kerekitési hibavektor.
A masodik lépésben

v, = CX1 +c+¢ey, ahol g, a mésodik 1épésben elkovetett kerekités hibéja.

Igy az (1) kozelité megoldassorozat helyett a kdvetkezd sorozatot kapjuk:

(2) y,=Cy, ,+c+g,, aholg ak - adik lépésbeli hibavektor, Yy =Xo,

Legyen lewll <e és vezessiik be a

Zp =Yy, — X k=1,2,... jelolést. Itt z;, a hibavektor.

Ekkor y, =z, +x; -t (2)-befrva (1) =
== z, = Cz,_ + ¢ és innen ==
Iz | < NCH-Nzeal + el < CT(NICH - Nzp2ll + Texa 1) + lexll < NCT - lzp2 I+

HICl ete<...<CI* Mzl +e(ICIFE +ICI2 +...+ Ol +1)

1

= lzi | < ICIF - llzoll +e— 47
1=

1
= lzyl| < — 7|, ha|C| <1
=10
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Az £ értéke n? szorzéds és n? Ssszeadds utdni kerekitési hibét jelenti. Igy ennek értéke nagy is lehet.

Ezért, ha még || C || szdm is 1 - hez kozeli, a kerekitési hibak a megoldast nagymértékben torzithatjik.
A gyakorlati alkalmazdsokndl ezért arra kell torekedni, hogy az Ax = b linedris egyenletrendszer
x =Cx+c ekvivalens alakra valé dtalakitdsét tigy csindljuk, hogy || C'|| minél kisebb legyen.

6. NEMLINEARIS EGYENLETEK ITERACIOS
MEGOLDASI MODSZEREI

Az altalanos iteracid elvét most alkalmazzuk nemlinearis egyenletek és egyenletrenszerek megoldédsara.
FELADAT :

Keressiik az
(1) F(x)=0 egyenlet egy = megoldasat (gyokét), ahol z* az (1) megoldasa, ha F' (z*) = 0.

Itt az F operdtor egy F' : D — X D C X leképezés, (X, |.|) Banach - tér (linedris, normalt,
teljes).

Tehat (1) megolddsat D - ben (X - ben) keressiik. Véges sok 1épésben meghatdrozni (1) gyokét
azonban csak nagyon ritka esetben lehet, ezért van sziikség iteraciés mddszerekre.

Ehhez irjuk 4t (1) - et vele ekvivalens alakra:

(2) x=®(x) ,,fixpontegyenlet”

*

Ha z* a (2) megoldasa, ugynevezett fixpontja, z* = & (2*), akkor z* az (1) - nek is me-
goldasa.

A (2) megolddsdnak meghatarozasara képezziik a kovetkezd iterdcids sorozatot (kozelité megoldasok
sorozata):

(3) 1 = D (x) , ahol @ iterdcids fliggvény”

KERDESEK :

1. Hogyan valaszthaté alkalmas @ iteracids fliggvény?

2. Milyen feltételek esetén konvergdl az {z;} kozelité megolddsok sorozata?
3. Milyen gyors a konvergencia?

4. Az xg kezdGértéket hogyan kell megvalasztani?
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6.1. KONVERGENCIA

Definici6 :

Azt mondjuk, hogy az  {zp} iterdciés sorozat konvergens, ha:

lim zy = 2™, vagy lim ||z —2*] =0,
k—oo k—oo

ahol z* a (2) megoldasa, fixpontja, ami egyben megolddsa (1) - nek is.

Tétel Bolzano - tétel

feCla,d] . o
Ha f(a)<0<f(b)} == 3 z*€(a,b), hogy f@*)=0

Bizonyitas

Ezt intervallumfelezési eljarassal bizonyitjuk (Leindler - Schipp: Analizis I. jegyzet 151. oldal).
Legyen x9=a, yo=05b.
Tegytk fel, hogy =z, wyr-t k=1,...,n - re mar meghataroztuk.

o Tn4+1 = Tn, Yn+l = 2n ha f (Zn) >0,
Yn — Tn p
Ekkor legyen Zn = 5 és

Tl = Zn,  Yntl =Yn, ha f(z,) <O.

fgy egymasba skatulyazott intervallumok sorozatat kapjuk, amelyre:

. . . b—a
limz,, = limy, = x*, Yn — Tp = —0
on n—o00
Definicié :
Legyen (X, ||.]]) Banach-tér, & : X — X X - nek 6nmagaba valé leképezése.

A O leképezés kontrakcié (6sszehizédds), ha 3 0<a <1 szdm,hogy V x,y€ X -re

@) - | <allz-yl .
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Elégséges feltétel a (3) iteracié konvergencigjara :

Tétel Banach - féle fixponttétel

Legyen (X, ||.||) Banach-tér, @ : X — X leképezés kontrakcié X - en.

Ekkor az  x = ®(x) egyenletnek 3! z* € X megoldésa, ,fixpontja” (z* = @ (z*)) , tovabbd

az w1 = P (zg) iterdcids sorozat tetszOleges xg esetén konvergal x* - hoz, azaz klim T =% .
—00

SOT: A tétel bizonyitasabdl a kozelité megoldasra hibabecslést is kapunk!

Bizonyitas

1.)
{zr} Cauchy - sorozat, ugyanis:

loprs — ol = 1@ (o) = ® (ax-1) || < allap — gy | < aF [l —aoll
ahonnan s > k esetén:

||l‘s*l'k|| < Hxs*xsflersfl*---*xk+1+xk+17$k” <
< lws —zs—a || + ws—1 —zs—2 || +. oo+ [[2pp1 — 2 || <
(x) <ot Mz —ao|| 2|2y — o] +.. FF |2 — o =

= (@ tT+at 24 4ok a2 =of (Pl a4 1) a2 <

i 1
<(l
1

|21 — o ||
\ —

o
*x) = st—wk!\émllxl—woll

Tehat {xp} tényleg Cauchy - sorozat = 3 z* hogy klim =z, z¥eX
—00
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2.)

x* a (2) megoldésa (fixpontja), ugyanis:

3.)

x*  egyértelmli megoldas (fixpont), ugyanis:
ha n=®(n) is teljesil, akkor
[n—a*l| = @) — @) || <aln—z"|

(1—a)|ln—2%| <0 ésmivel a<1 == x*=n

Megjegyzés :

Ha xp41 = xp , akkor megdllitjuk az iterdcidt és x = zpy1 = @ () a keresett x* meg-
oldés (fixpont).
Altaldnositas :

Sok gyakorlati esetben a ® leképezés a D C X zart halmazon definialt.
Ha & : D —- D ¢és & kontrakcié D - n, a tétel tovabbra is érvényben marad.
Ha 29 € D (igy vélasztjuk), akkor x; = ®(z9) € D, és altaldban =z € D k > 2,
tehéat az iterdltak D - ben maradnak = 4! z*e D, limxp=a2a".

6.2. HIBABECSLES

A - PRIORI HIBABECSLES

k
«
() -l <15

|21 — o

Tudjuk, hogy  lim x, = a* .
S§—0Q

k

(*) - ban limeszre térve = |z* — x| < T a

21— o ||
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Specialis esetben ez kiadja a linearis egyenletrendszerekre vonatkozé a - priori hibabecslést:
x=Cx+c, &=Cx+c, |C]| <1 = ® linedris leképezés kontrakcid, és

a=|C| <1

A - POSTERIORI HIBABECSLES
Vizsgéljuk:
|2* —zp || = [[2" =21 + T — 2| S 2" =2 || + [ 2hg1 — 2 || <

< @ (@) =@ (@) | + 2 (2r) — @ (zp-1) | Sfla” —ap || +aflzp —zp—1 |

Rendezve = 1—a)||z* =z <allzp—zp-1] ,

a
ahol a<1 == H$*_5Ek||§m”$k_$k—1”

6.2.1. Az egyszeri iteraciéo konvergenciasebessége

® : fa, b — |a, b

eCla, b

Legyen ekkor @ kontrakcié [a, b] - n.

k := max ‘Cbl (x)‘ <1
z€la,b]

Vizsgéljuk a hibat:

Lagrange - féle kozépértéktétel
/
Tpp1 — 2" =@ () — 2 (2") = @ (n) (2 —27) )

ahol n=xp+0c,, 0<O<]1, ep:=x—a".
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Bevezetve:
(4) €k = x)p — X" = exr1 = (n)ex
Ha ® (x) <0 [a,b]-n, akkoraz {z;} sorozat alternild,
ha ® () >0 [a,b]-n, akkoraz {z;} sorozat monoton.
(4) == e — 0 k — oo esetén és
n — z* (k— oo0) igy = lim L = ' (z*)
k—oo £k
Definici6 :

Ha & (2*)#0, akkor azt mondjuk, hogy az {xj} sorozat linearisan konvergil az z* - hoz,

lert1] < K - |ex] vagy lek+1l = O (lex]) -

Ha @ (*) =0, akkor azt mondjuk, hogy az {x} sorozat szuperlinedrisan konvergal
az x* - hoz.

Ekkor a Lagrange - féle kozépértéktétel nem mond semmit, de a Taylor - formula alapjan:

Tpp1 — 2" = @ (vg) — @ (27)

® (z* o @

® () = D (z*) + (z), — *)?

¢ (77) ($k —1‘*)2

- €kl
== cpy1 =K -3 lek+1| = O (|5]2> vagy kli)m —JQF =-0 (z"),

ami azt jelenti, hogy a konvergencia legaldbb masodrendi, de ehhez kell, hogy @ € C?%a, b] .

Definicié :
Az {xp} sorozat konvergencidja p - edrendi, ha klim |z|€k+|11) =c¢ (&llandd)
—o0 |Ek
vagy lerrall =O(llell?) -

Kérdés : Alkalmas & fiiggvény valasztasaval a szuperlinedris konvergencia elérhetd - e?
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6.3. NEWTON - MODSZER (ITERACIO)

Legyen f & Clla,b] és keressiik

(1) fx)=0 egyenlet megoldasat [a, b] - n

Tegyiik fel, hogy 3 z* €[a, b, melyre f(z*)=0.

(1) - et atirjuk vele ekvivalens alakra, amelyre a

Legyen geCla, ], g#0 Ja,b]-n.

(3) z=z+f(x)g(z) (e=z+f9g)

P (z*)=0

lesz.

Hogy szuperlinedris legyen a konvergencia, kell, hogy @' (2*) =0

®(x) =2+ f(2)g(x)

/7

= P () =1+ (2)g@)+[(x)g

——
o O () =1+ f (x*) g @)+ f(2%)g (z¥)
— 14 f (2)g(x") =0
*) __ 1 lg;* X a
= g(SC)— f/(l‘)’ f( )7&07 €[7b]

Igy a szuperlinearis konvergencidju modszerunk a kovetkezo:

X
Thi1 = Tp — J{,(@"’;)) k=0,1,2,...
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Tétel Konvergencia - tétel

Legyen feC?a,b] f(z*)=0, z*€la,b], f (z%)#0 (x* egyszeres gyok)

0<m ::inf)f/ (z*)

és M :=sup|f” (x)’ az x* valamely kornyezetében.

Ekkor 3 U (z*) kornyezet, amelyre tetszbleges xg € U (z*) kezdGérték esetén a Newton -
modszer konvergens és ez a konvergencia (lokdlisan) masodrendii.

Bizonyitas

f(x)
fr@)

Legyen & (z):=z —
a.)

Belatjuk, hogy @ kontrakcio egy alkalmas kornyezetében z* - nak.

®(2) —@(y)|<alr—yl, a<l

!

O (x) =P (y) = (i) (z—y)

Vizsgaljuk:

Mivel f(xz*)=0, f folytonosés 3 m, M A&allanddk, azért I U (z*):=[2* -0, z* + ]
kornyezete x* - nak, amelyre ‘(1)" <1

= ® az U (2*) kornyezetében kontrakcio.

b.)
Belatjuk, hogy ¢ : U(z*) — U(z").
Legyen x €U (z*), azaz |z —a*| <.
Tekintsiik: | (z) —2¥| =P (z) — P (2¥)| <alxr—z*| <|z—2%| <7, a<l
= V zeU(z*) -taa @(z)cU(z") - nak.

A Banach - féle fixponttétel miatt a Newton - mddszer U (z*) - on konvergens tetszoleges
xo € U (z¥) - ra.
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c.)

Belatjuk, hogy a Newton - médszer konvergencidja U (z*) - on masodrendii (|€k+1| =0 (|5k|2)>

f ()
[ (zr)

(*) ¥ —xp =2 — o+

T1 = Tk —

Ek+1

frjuk fel f - re a Taylor - formulat az xj pontban.

F@) = f )+ ) @)+ T @y
pmat o f(0%) = F) + F ) (@ - o) + T @
— !
0

0=F@)+f @) -z + L @ m? e )

_ flm) . O e e
0=y T T T gy & )
Ezt (%) - ba irva == ¥ — Ty = —2‘;, ((:2) (z* —ka)z
= lekt1] = O (]€k|2> , azaz a konvergencia valéban masodrendi U (z*) - on.

Megjegyzés :

A Newton - mddszer masik neve érintémodszer.

A tobbszoros gyokok esete

Sokszor nem ismerjilkk az a* gyok multiplicitdsat. Ezekre hasznosak az olyan mddszerek, amelyek

/////

Otlet : ha f(2) =0 - nak z* valahdnyszoros gyoke, akkor

(1)

@
[ (@)

u(x): - nek az z* egyszeres gyoke lesz.
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Most w(xz) =0 - ra alkalmazzuk a Newton - mddszert:

£ ) [7 @)

A ) N o
T ) {1 @ - e 5 )

e e f (o) [ () k=0,1,2,...
T @ e £ @ o

Belathatd, hogy ha a jobb oldal kelléen sima, akkor e mdédszer konvergencidja masodrendii marad,
de ez a mddszer kisebb hatékonysagi altalaban, mint az ,eredeti” , mivel a méasodik derivaltat is

szamolni kell minden egyes lépésben.

Ha a gyok multiplicitasa ismert, mondjuk r, akkor igaz a kovetkezo:

Tétel

A tett feltevések mellett az

IR C7)
(2) Tetl = Tk T g @)

formula konvergencidja is méasodrendi, ha a gyok multiplicitasa r.

‘ Bizonyitas

® =  oema—e e L
(8) (" —mpp1) - f (xp) = (@ — ) f (x) +7- f (23)

Legyen  g(z):= (2" —x)- f (x) +r- f(x)

Tudjuk, hogy z* az f - nek r - szeres gyoke = g(x*)=0
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Vizsgaljuk:

g (z*)

, ) (z*
9@ =g @)+ @) o)+ T @t T @ty S @y
9"t (©) oy
— @@= F et W
Tovabba f Taylor - sora:
(") , ") B
ro=C ey = 0= ey | ()
() = @ en) fe)=gm) = @) = L0
f ()
Ide beirva (4) -et, (5) - ot:
(r+1)
g(r - 1()&;) ($k _ x*)'r’—‘rl
(1.* - karl) = ()
() (w5 — 2"
r— 1T
. _ 9" .
= Ty gy
¥ — xpyy = C - (2, — x*)? = lers1] < C - |exl? a derivaltak korlatossagat feltéve.
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6.4. SZELO MODSZER

A Newton - médszer egyik hatranya lehet, hogy derivéltat kell szamolni. Ezt kiiszoboli ki a szeld
moédszer. A derivaltat kiilonbségi hanyadossal helyettesitjiik.

Legyen [ (1) ~ fleg) = f(@r-1)

T — Tk—1
o f(z) o fag) (g — mp-1)
I 7% ey 7 SRR oWy J ey
T — Tk—1
_ wpaf () — apf (2g-1) _
= | T T ) Pl heh
Megjegyzés :

i.)

A szel6 médszer nem irhaté  xpy1; = @ (x;) alakban, mint a Newton - médszer,
most ugyanis két kezd6értékre van sziikség : g, 1

A szel6 modszer konvergenciasebessége kisebb, mint a Newton - mddszeré.

1+v5

~ 1.618
2

A konvergenciasebesség:

6.5. MODOSITOTT NEWTON - MODSZER

Most az érinté helyett mindig f’ (xo) meredekségii egyenes gyokét hatarozzuk meg.

[ (zk)
[ (xo)

— Tyl = Tk —
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6.6. KONVERGENCIAGYORSITAS : AITKEN TRANSZFORMACIO
(AITKEN A? MODSZERE)

Tekintsiink egy konvergens {xj} sorozatot klim xr = 2", amelyik linedrisan konvergdl z* - hoz:
—00

(1) Tpp1 — ¥ = a(ry—2*), ahol O0<a<l1

Az (1) segitségével a és x* kifejezhetd a kovetkezé mddon:

(1) = Tpyo — % = a (T — ) (2)
— o — Tp42 — Th41
Tr+1 — Tk

Ezt (1) - be irva =

2
Tk Th+2 — Lpiq
Tpio — 2xp11 + T

(3) | =

Viérhato, hogy az xy, Tpy1, Tpro segitségével z* jobb kozelitése kaphaté meg, mint az eredeti
{zx} sorozat.

2
/ T Th+2 — Tpyq
Ty = - (3)

Tpt2 — 2Tp41 + Tk

De (8) numerikusan instabil formula, ezért atirjuk:

3) = (Thya = 2mp 1 + @) @ = Ty wppo — 23 = (Thpo — 20p41 +21) T — (Thp1 — 2p)°

2
Tp41 — Tk . . .
== ¥ =x, — (@r s ) Ez mar numerikusan stabil formula.
Thyo — 2Tpq1 + Tp

Bevezetve a kovetkezd differenciaoperatorokat:
Ay i= Ty — Tg

2 o _
APy i= Azpyr — Azgp = Tpyo — 2T 41 + Tg

fgy (3) alakja: xt = — (A)” (4)
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A jobb oldal szdmoldsaval {x;c} transzformalt sorozatot kapjuk, ami gyorsabban konvergal z*

- hoz, mint az eredeti sorozat.

(5) Ty, =T —

Tétel

Legyen 0 < a <1 olyan szam, amellyel az {x}} sorozat a kévetkez6 mddon irhaté:
(6) ZTp+1 = (a+ ) x , ahol klim 0, =0.
—00

Ekkor az (5) transzformélt sorozat elég nagy k - ra jol definidlt és {x}C} gyorsabban konvergdl z*

- hoz, mint az {xp} sorozat abban az értelemben, hogy:

Bizonyitas

Legyen e i=axp — ¥ .

Ekkor (6) - ep+1 = (a+ 0k) g (7)

Vizsgaljuk (5) - 6t:

7
Thy1 — Tk = (Tp41 — 27) — (T — T7) = €41 — & D e, [(a — 1) + 6]

Tovabba:

Tpao — 2xp11 + o = (Tpyo — %) — 2xpgq — 22%) + (2 — %) = €po — 26541 + €k @

= eyt (4 0pp1) =2 (v + O) en+er = €x (a4 0p) (v + Opt1) — 26 (a0 + 0p) +e = €k [(04 —1)% + g,
ahol pi a tobbi tagot tartalmazza, amelyekben dy , 041 szerepel. g — 0 (k — o0)

ef [(a = 1) + &)

Ezeket figyelembe véve (5) = 95;4 —o* = (zp —a*) — 5
€k [(OJ - 1)+ /Lk]

o 2
(o = 1) + g
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e N R VR

6.7. AITKEN - STEFFENSEN TRANSZFORMA CIO

Tekintstiik az  xp11 = ® (rg) iterdcids sorozatot, amely az f (z) =0 egyenlet z* megoldasidhoz
tart. Képezziik a kovetkezd transzformalt sorozatot:

Zo T = o — (yo — 560)2 Lo =] — (y1 — 1‘1)2
20 — 2y0 + xo 21— 2y1 + 11
Yo = @ (z0) y1 =@ (z1) Y2 = @ (z2)
20 = @ (y0) 21 =® (1) 29 = ® (y2)
(Yr1 — 1)
8 Tp = Tho1 —
(8) F T e — 2Yk—1 + Tp—1

Allitas
Ha az xy1 = ®(xg) iterdciés sorozat linedrisan konvergdl x* - hoz, akkor a (8) sorozat
legalabb mésodrendben konvergél z* - hoz (<1>’ () # o).

6.8. BECSLES POLINOM GYOKEINEK ELHELYEZKEDESERE

Legyen

P,
P

(zn)
(zn)

3

f(z)=0 helyett most P, (x)=0 - Tptl = Tp —

X

a Newton - mddszer polinomokra.
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Tétel

Tekintsiik a Py (2) = apz™ + an_12" 1+ ...+ a1z + ag polinomot,
éslegyen a, #0, ag#0 és
A :=max {|ap_1| , |an—2| , ..., |aol},

B :=max{|ay| , lan-1] , ..., |a1|}.

Ekkor a P, () polinom gyokeinek elhelyezkedésére igaz a kovetkez6 becslés:

1 A
1+ — [an
|aol
Bizonyitas

Vizsgaljuk P, (z) - et |x| > 1 esetén. P, (z) - et rendezve:

1

P, (z) —ap—12" " — ... —a1x — ag = apx"

— [Pa(@)]+[an12" o aaal +aol > el -lal" > el 2" = A (Jo]" " 44 2] +1) =

n—1 n
-1 |z| 1
Can] o — AT e — A = |z A
o = AT > anl ol = AT = o (] — A

Legyen xj a polinom gyoke o | P (z1)] =0 — | — ——— <0 —
T

A
|an] - [xk] = lan] <A, fop] <1+ —

= lan| < ol
n

ok =17

A

Tehat a P, (z) = 0 egyenlet gyokei a komplex szamsik R = 1 + ﬁ sugaru nyilt korlemezén
an

helyezkednek el, specidlisan a valés gyokok a (—R, R) intervallumban.

Alsé6 becslés :

Mivel a9 # 0 = a 0 nem gyoke a P, (z) polinomnak. Ezért, ha z, a P, (x) poli-

nom gyoke, akkor — a P, (x) tugynevezett reciprok polinomjanak a gyoke lesz, ahol a reciprok
Tk
polinom:

P, (z) =apz" + a1z '+ ...+ ap_ 17 +a,
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Tekintsiik:

1

1 1 1
P, (x) = an} + an—12) " + ...+ a1z + ag = o} (an —i—an_lw— + ... +a +a0x) =0

k J?Zil k

~ 1 1 ~
— P, () =0 tehat — a P, reciprok polinom gydcke.
Tk T

Most alkalmazzuk a felsé becslést a reciprok polinom gyokeire.

1

Lk

B 1
<1+7 — TI:73<|xk|
’ao‘ 1+ —

|ao

A negativ valés gyokok a [—R, —r|, a pozitiv valés gyokok az [r, R] intervallumban helyezkednek
el.

6.9. NEWTON - MODSZER POLINOMOKRA

f (k)
f (zx)

Legyen f(xz)=0 Tyl = Tk —
P,(z)=0

Ha polinomokra alkalmazzuk a Newton - médszert, akkor a feladat P, (xo) és P, (z¢) helyettesitési
értékek meghatarozésa.

(*) P, (x) = (v —20) Qn-1(x) + by alakban ifrhat6, ugyanis P, (z) - re a Taylor - formulat
rg - ban felirva:

P™ ()

n! (2 — 20)"

P, (x) = P, (z0) + P, (z0) (x — x0) + ... +

P, (z) = (x — 29) Qn-1 () + Py (x0) , ahol

Qn-1 (33) = bnxn_l + bn_lxn_Q + ...+ box+ by és ’ P, (xg) = by ‘

Qn—1 - et (x) - bairva =
= P, (z) = (x — o) (bnfc”_l +b, " 24+ b1) + by =
= by + bn,1$n_1 + ...+ bz + by — bn$0$n_1 — bnfll'ol'n_Q — .= bixg =

= by + (bn,1 — anC()) ! + ...+ (b1 — bgl‘o) T+ (bo — blxo)



NUMERIKUS ANALIZIS 1.

Ezt P, (x) eredeti alakjdval 6sszehasonlitva =
b, = an,
ap—1 = bp—1 — bpxo - bn—1 = an—1+ bpxo

by, = ap + bry170 ‘

bo = ag + bixg = P, (1’0)

( Horner - algoritmus )

Derivalt kiszamolasa :

/ /

P, (x) = (& —20) Quy (2) + Qu-r (@) = Py (20) = Qn-1(z0)

Most a Horner - algoritmust a Q,—1 (zg) kiszdmitasara lehet alkalmazni:

cn = by,

’Ck:bk+ck+1x0‘ k=n-1,...,1

1 = Qn-1 (x0) = P, (o)

7. NEMLINEARIS EGYENLETRENDSZEREK ITERACIOS
MEGOLDASI MODSZEREI

Tekintsiik a kovetkez6 egyenletrendszert:

fi(@y, .. 20) =0

fg(l'l,...,fl'n)zo
(1) — F(x)=0, x€R*, F: D —-R" DCR"

Az (1) - et is megoldhatjuk iterdcival, illetve a Newton - médszerrel.
Igaz a Banach - féle fixponttétel kovetkezd specidlis esete:
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Tétel

Irjuk (1) - et vele ekvivalens alakba:

(2) x=0(x)

Tegytlik fel, hogy & fiiggvény folytonos és a parcialis derivéltjai is folytonosak.
® : D — D alakd, ahol D C R® zart halmaz.

Ekkor a x = ®(x) egyenletnek létezik x* fixpontja D - ben, tovabb4, ha

<2 ahol 0<a<1 &llands,
n

0,
81’j

akkor az x* megoldds egyértelmll és az x;, ; = ®(x;) iterdcié tetszlleges x3 € D esetén x*
- hoz tart.

k

%, —x"[| < % — |l

1l -«

Megjegyzés :

A & kontrakcidja elégséges, de nem sziikséges feltétele a megoldas létezésének.

Tétel Brouwer - féle fixponttétel

Legyen D CR™, & : D — D folytonos fliggvény.

D={xeR": |x|| <1}, D zart egységgomb = 1 x*eD, x*"=o(x")

7.1. NEWTON - MODSZER

Legyen F(x)=0
f (zx)

Tht1 = T — 7 (zr)

Az F(x) fiiggvényt linearizdljuk x, kornyezetében.

F(x) = F(x) + F (%) (x —x0) = 0, ahol F'(x,) az F fiiggvény tgynevezett Jacobi -
matrixa (derivalt matrix).
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Ohx)  9h(x
81‘1 8:Cn

0fa®  0falx)
oxy 0xy,

(1) - re a Newton - médszer:

F(x)+F (x)(x—x)=0

(3) F(x;)+F (x) (x —x,) =0 k=0,1,2,...

/

-1
A Newton - mddszer realizdlasahoz sziikséges feltétel, hogy létezzen az [F (gk)] inverz matrix,

ugyanis (3) - bél x;,; - re rendezve =

) -1
X1 = Xp — [F (Xk)} - F (%) k=0,1,2,...

A gyakorlatban sokszor minden egyes lépésben a (8) linedris egyenletrendszert oldjuk meg, majd az
igy kapott x, ; —x; kiilonbséget x; - hoz adva kapjuk a (k + 1) - edik kozelité megoldast.

Koordinatas alakja :

7.2. MODOSITOTT NEWTON - MODSZER

Alakja vagy

F(Xk)+F/(§0)(§k+1—§k):Q k=0,1,2,...

vagy pedig

, -1
Xp+1 = X — |:F (XO)i| F (Xk) k= 07 17 27 oo
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Igy nem kell minden egyes 1épésben a Jacobi - matrixot, illetve inverzét szdmolni, hanem csak
egyszer. Ezt altaldban akkor hasznéljuk, ha a Jacobi - méatrix kiszamitasa munkaigényes. Igy azonban
a konvergenciasebesség csokken, linearis lesz csak.

Megjegyzés :

A Newton - médszer egyenletrendszerre levezethetd abbdl az elvbdl is, mint egyvéltozds eset-
ben, hogy masodrendii konvergenciagyorsasdgot nyerjiink. Most a ¢ (z) fiiggvény helyett egy A (x)
matrixszal kell szorozni F (x) = 0 - t, majd levezethetd, hogy

A =-[F |

amivel az x =x+ A (x) F (x) (x =G (x)) iteraciés médszer a mésodrendli Newton - médszert
adja.

Tétel

Tegyiik fel, hogy x* az x = G (x) egy megoldasa, ahol G = (g1,...,9n) € R" — R™
Ha létezik 6 > 0 szam a koévetkezo tulajdonsagokkal:

i.)

9 a:

gZ(X)GC(N(;), ahol Ns:={x : [[x—x"|| <4}, i,j=1,....n
L

9% gi (x) 0 gi (%)

E)xjﬁxk OYONOs 65 (9.?%6.1‘]6 - ’

valamilyen M é&lland6val, x € N5 esetén (i, j,k=1,...,n).

0 g; (x*

99i) _o i j=1,....n

8xj

akkor az x, =G (gk_l) sorozat négyzetesen konvergdl x* - hoz tetszbleges x, € N5 esetén, és

n2M

5 ||§k_1—§*Hgo vV k>1-re.

| %), — X" [Joo <
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8. SAJATERTEKFELADATOK

Sajatértékek meghatdrozasanak feladata gyakran meriil fel a matematikaban és alkalmazasaiban.
Példaul fizikdban rezgési problémdk vizsgalataban, ahol a rendszer sajatfrekvencidi a matematikai
modell (linedris egyenletrendszer) matrixa sajatértékeinek felelnek meg.

FELADAT :

Legyen A € K™™  matrix.

Hatarozzuk meg azt a A € K szamot, és x € K", x # 0 vektort, amelyre teljesiil, hogy
(1) Ax = \x

Ha ez teljesiil, akkor A az A matrix sajatértéke és x a A - hoz tartozo sajatvektor.
Ha x;, x, sajatvektora A - nak ==

= A(x) +x9) = A (x; +X3) és Alc-x)=Xc x
Ha A €K az A matrix sajatértéke, akkor az

E\)={xeK" : Ax = \x} halmaz

linedris altere K™ - nek, amit a A sajatértékhez tartozd sajataltérnek neveziink.

Legyen FE (\) dimenzidja d(A).
d(X) =n —rang (A — \I)
Ha M\ az A sajatértéke, akkor d(A) >0 .

d(N) -ta A\ sajatérték geometriai multiplicitdsanak nevezziik.

d(A) >0 = (A — M) métrix szinguldris.
Ez azt jelenti, hogy a A az A matrix sajatértéke = ha A a
(2) P(\) :=det (A —XI)
karakterisztikus polinom gyoke.

PA)=A=2)" A= 2)" (A=)

A )\ sajatérték algebrai multiplicitdsa: v (\;) = ny
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0<dN) <v(\) <n

Ha d(\) =v(N) minden J\; - re, akkor az A maétrixot egyszerii struktiurdjinak nevezziik
és ekkor létezik K - ben sajatvektorokbdl all6 bazis. FEkkor azt mondjuk, hogy A - nak létezik
teljes sajatvektor - rendszere. Az ilyen A matrixok diagonalizalhatok, azaz 1étezik olyan T matrix,
amelyre teljesiil, hogy

T'AT =A, A diagonslis métrix

A elemei a féatloban az A matrix sajatértékei és a T matrix oszlopvektorai az A sajatvektorai.
Ez a numerikus médszerek szempontjabdl is fontos tulajdonsag, tekintve, hogy tetszoleges x € K"
vektor az A maétrix sajatvektorainak linedris kombindcidjaként kifejezhetd.

A karakterisztikus polinom gyokeinek meghatarozasdval numerikus szempontbdl nem ajanlatos egy
matrix sajatértékeit szamolni, ugyanis a karakterisztikus polinom egytitthatéi dltalaban kozelitoleg
adottak, és P (\) gyokei, féleg ha tobbszords gyokok, igen érzékenyek a polinom egyiitthatdinak
valtozédsara, igy pontatlan eredményt kaphatunk. Numerikus mdédszerre van sziikség!

Példa :

Az A miétrix és az Ap := T 'AT transzformdlt métrix sajatértékei megegyeznek, ugyanis:

det (T~YAT — AI) = det (T~} (A= M) T) = det (A — AI)

De a A - hoz tartozé sajatvektor megvaltozik, ugyanis:
Ax = Ax
TIATT 'x=T"1Xx
= T-YAT (Tflg) = (Tflg) ,

tehat a T—'AT maétrix \ sajatértékéhez tartozé sajatvektor T 'x , ahol x # 0 az A maétrix
A sajatértékéhez tartozé sajatvektor.

8.1. SAJATERTEKEK LOKALIZACIOJA

Tudjuk, hogy ~— Ax=Xx, AcK™", x#0 esetén [N <|[A]l, azaz p(A) < | A],

ahol || AJ| tetsz6leges vektornorma altal indukalt matrixnorma.
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Hermitikus (szimmetrikus) matrix sajatértékei valésak és kiilonbéz6 A;, A\; (i # j) sajatértékekhez
tartozo sajatvektorok merdlegesek egymasra (g il 33) .
Ferdén hermitikus matrix sajatértékei a képzetes tengelyen helyezkednek el: ReX; =0 V ¢ - re.

Tétel Gerschgorin - tétel

Legyen A e K>,

Ekkor az A matrix sajatértékei a |A —ay| < R; dgynevezett Gerschgorin kordk egyesitett hal-
magzaban helyezkednek el, ahol az a;; kozéppontu korok sugara:

n
Ri:=" |ai|
=1

j=1
J#i

Bizonyitas

Legyen az A maétrix A\ sajatértékéhez tartozo sajatvektor x # 0 .
Ekkor Ax = Ax (x#0) .
n
Koordindtanként irva: Z aij Tj = A\x; , t=1,...,n
j=1

n
Rendezve: E aijxj = (A —ay) x;, 1=1,...,n

Jj=1

i

Legyen |z;|_ lrgjagn]xj] ,azaz x; az X sajatvektor legnagyobb abszolitértékli koordindtéja

n

T

- )\_@ii: E aij—]
1 Li

J
i#i
= P-al=) |aij|—‘ 1S > laijl = Ri
j=1 Li j=1
i#i i#i
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Megjegyzés :

n
Legyen AT métrixra R; = Z|aij| .

=1
JFi

Ekkor az A maétrix sajatértékei az
n n
Kpg, /
<U Rl) ﬂ U KRj
i=1 7j=1

halmazban talalhatok, ami dltalaban sziikebb halmaz.

Lemma

Ha az A métrix erds - sorosszeg tulajdonsigu — A nem szingularis.

Bizonyitas

Indirekt.
Tegyiik fel, hogy A szinguldris métrix, azaz 3 x#0, amelyre Ax=0
S Ax=0-x

Ez azt jelenti, hogy a 0 az A matrix sajatértéke.

Ekkor a Gerschgorin - tétel megismétlésével azt kapjuk, hogy
n
Jaii| < lag]
j=1
J#i
Ez pedig ellentmondés, ugyanis az A matrix erds - sorosszeg tulajdonsagu, azaz

n
> laij| < lail
i=1

J=1
J#

Tétel

Ha a Gerschgorin korok koziil j darab (1 < j <n) diszjunkt a tobbi kortél, akkor ezen j - kor
uniéjaban pontosan j darab sajatérték van.
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8.2. HAT’VA)NY - MODSZER LEGNAGYOBB ABSZOLUTERTEKU
SAJATERTEK MEGHATAROZASARA

Sok gyakorlati esetben nincs sziikségiink egy matrix Osszes sajatértékére, hanem csak néhédnyra,
példaul a legnagyobb és legkisebb abszolutértékiire. Erre alkalmas a hatvany - moédszer.

Tegyiik fel, hogy az A € K™*" métrix diagonalizdlhatd, azaz A - nak létezik sajatvektorokbdl

all6 bazisa K" - ben: x;,...,Xx,

(*) Ax; = Aix;
Ekkor tetszOleges x, € K" vektor a kovetkez6 alakban irhaté:
n
Vo = Z 0729
i=1

Tegyiik fel, hogy az A maétrix sajatértékei csokkend sorrendben vannak rendezve:

[A1] > |A2] > ... > |\, ahol \; az x; sajdtvektorhoz tartozé sajatérték.

Képezziikk x; - bél kiindulva a kdvetkezd sorozatot:
(1) vi=Avg=A4 (Z aiXi) = Z o Ax; = Zai)\i&
i=1 i=1 i=1

(2) vo=Av; = A (i ai)\ixi> = zn:ai)\iAgi = 2”: ozi)\%gi
i=1 i=1 i=1

(3)  vip=Avi =) alx
=1

(4) Vi =Avy = Z AT
=1

I. ESET :

Legyen aj #0 és |A1] > |Aq]

n
(3) e V= Oﬂ)\lle + Zm)\f&
=2



NUMERIKUS ANALIZIS I. 106

vy = )\’f a1Xqy + ZO@' ()\i) Xi] E
=2
— lim —— = a1x 5
(6)  lim ot
m —————— = X
k—oo /\If+12k+1 1

(5),(6) - ot szorozzuk skaldrisan y tetszéleges vektorral, amely nem meréleges x; - re.

1

(7) N

(v, vi) =ai(y.x)

1
(8) (¥ ) = a1 (v, x)
1

. . (Za Xk+1)
Majd (8) - at osztva (7) - tel = lim =\ (9)
koo (¥, vy)
Megjegyzés :
1.
Ha A e R"™"™ | akkor |[\|> |\g = A1 € R, ugyanis ha A € C sajatérték  —

A is az. fgy, ha v; € R", akkor az iteraciés folyamat is valds értéket ad.

Célszerti v;, - t minden iterdciés lépésben normalizalni, igy elkeriilheték az iteraltak méreteinek
nagy valtozasai.

Az y vektort célszerti ugy valasztani, hogy v, legnagyobb abszolutértékii helyén 1 , masutt
pedig 0 4&lljon. Ez csokkenti a szilkséges szamitdsokat és csokkenti az osztds kozben fellépd ke-
rekitési hibakat. A gyakorlati szamitasndl igy egymas utdni v, vektorok maximum abszolutértéki
komponenseinek hanyadosaval kozelitjik A; - et.
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Az a1 # 0 feltétel gyakorlatban felesleges, ugyanis ha a3 = 0 eleinte, a kerekitési hibak miatt
késébb tgyis a1 # 0 lesz. Ez az iteracidt végiilis a Ay értékre allitja be.

A )\ sajatértékhez tartozo sajatvektor is szamolhaté.

Tekintsiik:
Avy, Vit al)\]fﬂll AL (al)‘lle) Vi
— ~ et ~ 1
[vell (vl [ v || [ v | [ v |

4 (Vk) ~ A (vg) v |

v

lim Yk =X
n—oo || vy ||

Megjegyzés :

A (9) konvergenciasebessége a

A
AQ‘ hényados nagysigatél fiige.
1

II. ESET :
Legyen |[M|=...= | \|> [Ap1] > ...
2 u . . (Xa!k+1)
Az el6z6ekhez hasonld gondolatmenettel - A= lim —FF+
k= (y, Vi)

A konvergencia sebessége a

A
;—H ‘ hényadostdl fiigg.
1

Vi
[ vy |l

egyikéhez fog tartozni. Ha azonban rendre kiilonb6z6 v, vektorbdl indulunk ki, akkor megkaphatjuk

Ekkor azonban a vektorsorozat a A1 - hez tartozé r darab linedrisan fliggetlen sajatvektorok

a tobbi A1 - hez tartozoé sajatvektort is.



NUMERIKUS ANALIZIS I. 108

IIT. ESET :

Legyen Mi=...=X A =—Xj1=...= —Arts

T r+s n
Ekkor Vv = (Z a;X; + (—1)k Z ozixi) pLI. Z ai)\fgi )
i=1

i=r+1 i=r+s+1

Legyen k =2m .

— )\% = lim 7(X7 X2m+2)
m=cc (¥, Vap,)

Bel4thato, hogy

Vom+1 T A1Vay, es Vom+1 — MV,

vektorok normaéltjai rendre a A; illetve a —\; sajatértékeknek megfelel6 sajatvektorokhoz tartanak.

IV. ESET :
Legyen \j =7-€'¥, Ag=1-e% == A1l = A2 > |Ag] - ..

Ekkor fennéllnak a kdvetkezo kozelitd egyenléségek:

2 2
1. Vinpe = 1A% + aaAy P xy

1 1
2. Voi+1 = 011)\71n+ Xq + OéQ)\EnJr X9
3. V,, = @1 A'X) + aa\)'Xo

A 2. egyenletet — (A1 4+ X\2) - vel, a 3 -at A2 - vel szorozva:
Vintz = AR 4 ap A
—(MFA) V== (A4 A2) A N x ) — (A 4 A) a ) x,

Al)\ggm = )\1/\20[1/\717151 + )\1)\2012)\%”52

Vo= (A1 + A2) ¥ 1 F A A0, = an APy (AT — (A1 4 A2) A+ Ade] +aadi'xo [A3 — (A1 + A2) A2 + Ai o]
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Bevezetve:

A::—()\l—i-)\g) , B = X\ —

(*) Voo + AV + By, = alAPx; (AT 4+ AN 4 B] + agA\ix, (A3 4+ ANy + B] =0

A M,X a 224+ Az+4+ B =0 alaki méasodfoki polinom gyoke.

Ha a szamitasok soran v, .o + Av,, .y + Bv,, =0 egyenléséget tapasztalunk, akkor a

A1, Ay sajatértékeket a (%) - bdl kiszamolhatjuk.

Feladat : A és B egyiitthatk meghatdrozdsa.

A v,.o+Av, .1+ Bv, =0 egyenletet felirva r, s koordindtakon =

Ur m+2 + Avr,erl + Bvr,m =0
Innen A és B meghatarozhato.
Vs, m+2 + Avs,m—i-l + Bvs,m =0

A= _ Ur,mUs, m42 — Vs, m+1Vr,m+42
Ur mUs, m+1 — Us, mUr m+1

B— Ur m+1Us, m+2 — Us, mUr , m+2

Ur mVUs, m+1 — Us, mUr m+1

A és B ismeretében (%) - bél A1, Ao szdmolhato.

A sajatvektorok meghatarozasa :

Vg1 — AV, & @2Ay" (A2 — A1) Xy,
Vi1 — A2V, & i AT (A — A2) X;
vektorok normaltjai rendre az x; és x, sajatvektorok kozelitései lesznek, ugyanis a bal oldali vek-

torok az x; és x, sajatvektorokkal megegyez6 iranytak, igy normalds utan felhasznalhatok azok
kozelitésére.
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8.3. JACOBI MODSZERE SZIMMETRIKUS (VALOS) MATRIX
SAJATERTEKEINEK, SAJATVEKTORAINAK MEGHATAROZASARA

E mddszer kozvetleniil szamolja egy A szimmetrikus matrix Osszes sajatértékét (sajatvektorat)
végtelen sok iteracios lépésben.

Legyen A € R™™ - es szimmetrikus matrix = A minden sajatértéke valds, tovabba
l1étezik olyan ) ortogonalis matrix, amellyel A diagondlis alakra transzformalhatd.

QT-A-Q=D a D diagonalis elemei az A sajatértékei, a @ pedig megadja a sajatvektorokat.

Alapgondolat :
Olyan { €} ortogondlis métrixokbol 4ll6 sorozatot konstrudlunk, amelyre teljesiil, hogy:

klim Q- =0 Legyen:

A =0T Ay Q=0T ..0F A4 Q...
Q

Itt Qi ortogondlis méatrix. Beldthatd, hogy ha A szimmetrikus méatrix, akkor A is szim-
metrikus matrix lesz.

Definici6 :

Jacobi - forgatdsnak (rotaciénak) nevezzik a kovetkez6é (n x n) - es matrixot:

1 0 . 07
0
1 0
Ccos T —singp «—— 1 - edik sor
1
Qij (p) =
1
sin ¢ . Ccos @ «— j - edik sor
0 1
S
0 : 0 1]

ahol lp| < .
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Ez a matrix ortogondlis és az &altala meghatarozott linearis transzformécié az ¢ - edik és j -

edik koordindta tengely ¢ szogl elforgatasat jelenti. Hasonldsagi transzformaciok sorozataval | ki-
nulldzzuk” az A métrix f6atlén kiviili elemeit.

Feladat :

Hatarozzuk meg azt a ¢ szoget, amelyikkel az Q;; (p) Jacobi - forgatast alkalmazva az A
matrix legnagyobb abszolutértéki f6atlon kiviili eleme ,,kinullazodik”.

Legyen a;yj0) @& maximalis elem A - ban.
Q;fr(o)j(o) “A-Qio)j0) = A1 ésaz A; maétrix a;)j) eleme nulla legyen!

Mivel az €);0) mdtrixszal szorozva az A matrix ¢ - edik és j - edik sora illetve oszlopa
valtozik meg, azért elég a kovetkezot vizsgalnunk:

. . 1 1
CoSy S Qi(0)i(0)  @i(0)5(0) COS¢  —sIe Qi(0)i(0)  @i(0)5(0)

—sin @ Cos@ ai(O)j(O) a](O)j(O) sin 2 COos @ L L

ai(0)5(0)  @;(0)5(0)

Innen e
1 . . .
@i(0)§(0)= —Gi(0)i(0) SIL ¢ COS ¢ + @i(0)5(0) cos? © — @i(0)§(0) sin? @+ @j(0)5(0) SN P COS P =
o 2 ) _
= sinp cos ¢ [a;(0)50) — @i(0)i0)| + i(0)j(0) [cos” i — sin” ] =

1 .
= 5 [930) — @iy - sin2¢ + aig)(0) - cos 2¢

Hogy ai(ol)j(o): 0 legyen, kell, hogy:

2ai(0);(0)

@;(0)i(0) — @3(0)5(0)

(*) tg2p =

T "
lp| < 1 ha a nevez& nem nulla.

Ha a nevezd nulla, akkor cos2p = 0 == P = :I:% és az eldjelet az a;(;0) el6jelének
megfelelen vélasztjuk.

. , P . Iy .. , , . k
Ez a lépés ismételhetd, k - adik lépésben a ¢ szoget ugy vélasztjuk, hogy az a;;_1)jk—1)= 0 legyen.

20;(k-1)j(k-1)
Ai(k—1)i(k—1) — Cj(k—1)j(k—1)

*) = tg2p =

™
<i
|<P|_4




NUMERIKUS ANALIZIS 1. 112

A forgatds végrehajtasahoz a ¢ sz0g kiszamitdsa helyett elég cosp, sinp értékét ismerntink,
ugyanis csak ezekre van sziikség.

Legyen c:=cosp, s:=sinyp és 7T:=cos2p.

Figyelembe véve, hogy
1 1

CoSp = —F—— = oS = —F—
V1+tg?e V14 tg?2p

1
(*) == r = Cos2p = =

4 (ai(k—kﬁg’l(k—l)) ’

k—1 2
(ai(lc—l)i(k:—l)_ aj(k:—l)j(kr—l))

1+

Qi(k—1)i(k—1) — @j(k—1)j(k—1)

k-1 k—1 ’

k—1 E—1 2 k—1 2
\/(az‘(k:—l)i(k:—l) - aj(k—l)j(k—l)) +4 (ai(k—l)j(k—l))

Ha ezt ismerjiik, akkor - r=2c—-1

r+1 , 1—r
ahonnan — c= > és s=o0 5

. k-1 k-1 k-1
ahol o =sign [(ai(k—l)i(k—l) - aj(k—l)j(k—l)) ' ai(k—l)j(k—l)]

A (x) képlet levezetésében és c, s kiszdmitdsdban nem tettiik fel, hogy a;—1)jk—1) az Ag—1
oo g /s s e cs e e k—
matrix legnagyobb abszolatértékl fédiagonalison kiviili eleme. Az eljaras miikodik, ha ai(k_l)jl(k_l);é 0.

Az iteracié elérehaladtaval dltaldban tg2¢p — 0, r=cos2p — 1, c=cosp — 1 és
s =singp — 0.

Amikor tg2p <1 akkor cos2p~1, cosp~1 és sinp=0.
. . VRN k k-1 , k
Ekkor megdll az iterdcio, hiszen ekkor a;j=a;; és nem a;;=0 .

Ezért indokoltabb mas képletek haszndlata:
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Legyen © :=ctg2p, amit (%) - bdl szamolhatunk:

k—1 k—1
I Gik—1)i(k—1) — @j(k—1)5(k—1)

O — _
—1
tg2¢ 2 ai(k-1)j(k—1)

)

2tg ¢

——=-— alapjan, ha
1—tg2<p pjan

majd tg2p =

t:=tgy , akkor =
ahonnan t - re masodfoku egyenletet kapunk: 2 4+20t-1=0

Innen a kisebbik abszolutértékii gyokot meghatarozva:

1

 O+signOV1+02

Ezzel szamolva nem akad el az iteracio.

t

Tétel

Legyen A € R™" szimmetrikus matrix.
Ekkor az

Qik—l)j(kﬂ) cAp—1 - Qi) (k-1) kE=1,2,...

sorozat elemenként olyan diagonalis matrixhoz konvergdl, amelynek foatldjaban az A maétrix sajatértékei
allnak.

Bizonyitas

Mivel A szimmetrikus, azért létezik olyan C' ortogondlis és D diagondlis matrix, hogy A =
CT.D-C alakban irhaté, ahol D diagondlis matrix az A sajatértékeivel.

Definici6 :

n
Az A métrix nyoma: trace (A) = Za”
i=1
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Allités
trace (o - A) = a - trace (A) (v e R)
trace (A + B) = trace (A) + trace (B)

trace (A - B) = trace (B - A)

Most tekintsiik az A matrix elemeinek négyzetosszegét:

ZZa?j:trace (AT-A) = trace (CT-D-C-CT‘D-C') =

i=1 j=1

= trace (C’T .D?. C) = trace (C- cT. D2) = trace (DQ) = Z A2

Vezessiik be: N (4) = z”: z": a?j .

i=1 j=1

Most tekintsiik az Aj_1 - rél az Aj - ra valé atmenetet.

ZAZ > [t

s
N (Ap-1) ZV i:[ . 1)}2

Vizsgljuk:

I IRINRES ol TN o oy A

= [az(k it 1)}2 + [%(k—kl_)}(k—l)r - [% B 1)}2 - [%(k—l’?y‘(k—nr

Felirva az atmenetet:

k k , k-1 k—1 .
Aj(k—1)i(k—1)  Qi(k—1)j(k—1) cosy Sme Qj(k—1)i(k—1) @i(k—1)j(k—1) CoOSp —singy
k k —sinp cosp k-1 k—1 sinp  cosyp

Ti(k—1)j(k—1)  j(k—1)j(k—1) Qi(k—1)j(k=1)  @j(k—1)j(k—1)

Tudjuk, hogy a hasonlésagi transzformécié nem valtoztatja meg a matrix nyomat és a determinansanak
értékét, ezért tekintsiik:

(trace (Ap))? — 2det (Az) = (trace (Az_1))* — 2det (Ap_y)
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k k 2 k k k 2
<ai(k:fl)i(k71) + aj(kfl)j(kfl)) = 2{ Gi(k—1)i(k—1) " Cj(k—1)j(k—1) — [ai(kfl)j(kfl)} =

k—1 k—1 2 k—1 k—1 k—1 2
= (ai(kfl)i(kfl) + aj(kfl)j(k71)> -2 Qi(k—1)i(k—1) " j(k—1)j(k—1) — [ai(kfl)j(kfl)}

2 k—1 k—1

[aukfll;i(kfl)}Z[%(H@j(m)} +2 [ai(k,&(k,l)r = [ai(kfk13z'l<kfl>}2+[%’(H)a(kfl)r” [ai(H)j(k*l)r

k 2 k—1 2
) = N (Ag) = N (A1) = 2[ai(k—1)j(k—1)] -2 [ai(k—l)j(k—l)}

—_——
0

k-1 2
= N(4p) =N (Ap-1) -2 [ai(kq)j(kq)}

Igaz a kovetkezo becslés :

n(n—1 k—1 2
<(2) : 2) <ai(k—1)j(k—1)> > N (Ap-1)

_ 2 N (A
— (s ie) = n((nill))
— N(Ak)SN(Akl)_Q'm:N(Akl) (1_n(n2—1)> B

= N (o) (1_ n(n2— 1)>Ic v
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8.4. SZIMMETRIKUS TRIDIAGONALIS MATRIX SAJATERTEKENEK
MEGHATAROZASA

Tekintsiik a kovetkez& (n x n) - es métrixot:

aq

Ba
T:= 19

65

a2

0

Qp—1

Bn

Qn

T sajatértékei meghatiarozhatok a Newton - mddszer segitségével. Tudjuk ugyanis, hogy a T
sajatértékei a P (A) :=det (T'— AI) A - ban n - edfokd polinom gyokei.

Mivel T szimmetrikus

kiszamolnank.
Legyen:

[a1 fo

B2 o
Ti= 1o

| 0

-1

Bi

=

és

T sajatértékei valosak. A P (\) polinom gyokeinek meg-
hatarozasara pedig felhasznalhatjuk a Newton - médszert anélkiil, hogy a P (A) polinom egyiitthatdit

P; () :=det (T, — M) = det

P
Newton - mdédszerrel P (\) gyoke: Ant1 = Ap — ,( n) .

P (An)
Ez utobbi determindnst az utolsd oszlopa szerint kifejtve —

Legyen: Py(A\) =1,

(%) - b6l P (A) értéke szamolhaté tetszéleges A € R -re a P (A) polinom egytitthatéi nélkiil.

— NP1 (\)— B2 P2 (N i=2,...,n

tetszoleges A € R - re

Pr(A) = (a1 —A),

A Newton - médszerhez még kell P’ ()\) értéke is.

041—)\

fa

2

042—)\

Q-1

Bi

ugyanis P, (\) - ra ekkor lesz j6 a képlet.

Bi

Ozi—/\
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(x) - ot derivalva ==

/

Pi(A) ==Pici(N) + (@i = A) Py (A) = B2 P, (V)

A Newton - médszer alkalmazdsdhoz jo kezd6értékre van sziikség. Ehhez dltaldban valaszthatdk a
kovetkezo tridiagondlis matrix sajatértékei:

(@ 8 0 - 0]
B8 a
T:= o 0
a g
0 0 g aj
hol @ 1Zn: ¢ B ! Zn:ﬁ
aho o= — Q; és = 5
L n_li:Q

A T matrix sajatértékeit pedig ismerjiik, st a sajatvektorokat is, igaz ugyanis a kdvetkezd tétel:

Tétel

Legyen D (nxmn) - es tridiagonalis matrix a kovetkezé alaku:

a c 0 0

b a . :
T

a c

_0 0 b |

Ekkor a D maétrix sajatértékei a kovetkezé médon szdmolhatdk:

Ai:a—ksign(b)-va-c-cos( o >, i1=1,...,n

n—+1

és a megfelels x' sajatvektor j - edik koordindtaja:

j—1
: b\ 2 i)
L= - i b, g =1,...
()T (). himin
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Bizonyitas

Belatjuk, hogy Dx' = \;x' .

A j - edik koordinatara felirva az egyenlGséget :

J - J

Dz =b by sin M +a by ? sin [ +e b 251n w —
! c n+1 c n+1 ¢ n+1
i e ..
in (DY 4 an (U 20)]

n+1 n+1
: ) it i
- 2sin cos =

(n—i—l) <n+1>

ol o
~_ ~_ ~_ ~_
5
&.
B
N 7 N\ 7N 7 N\
. S| . )
e
=
~__
+
o
N
ol o
~ " ~—
Nl

b = . 17 ] b 3 b = . 1) i
=al - sin +c| - - - 2sin cos =
c n+1 c c n+1 n+1
i~ . . ) o 5
2 2
=al - sin | + sign (b) Vb c-2sin Y cos [ 8 - =
C n+1 n+1 n+1 C
b j—1
2
= [a+51gn (b)-2-vVb-c-cos <nlj:1>} . <) sin< Zi‘ﬁ) i
A xt

Megjegyzés :

Gyakori eset differencidlegyenletek numerikus megoldasanal, hogy

T = tridiag (—1, 2, —1), tehdt b=c=—1 sign (b) = —1

és ekkor a matrix sajatértékei:

A¢:2—2cos< o ) 1=1,...,n
n+1

és a megfelels x' sajatvektor j - edik koordinatéja:

x' = sin i 1,7=1 n
]'_ 7’L+1 ) a]_ 9ty
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8.5. RANGSZAMCSOKKENTES

Egy sajatérték és sajatvektor ismeretében egy (n x n) - es matrix tobbi sajatértékének és sajatvektordnak
meghatdrozasa (n —1) - edrendil (és igy tovabb) matrix sajatértékeinek és sajitvektorainak a meg-
hatarozasara vezethetd vissza.

Legyen A (nxmn) - es matrix és Ap,..., A\, a sajatértékei és a nekik megfelel6 sajatvektorok

313'--7571-

Tudjuk, hogy hasonlésagi transzformacié nem véltoztatja meg a sajatértékeket.

Legyen:
(1) Ax) = Axy = HAH™' (Hx,) = M\ (Hxy)

H reguléris = Hx, #0

Ha a H transzformaécio olyan, hogy:

Hx, =o0e; , (példaul H Householder - matrix esetén)

akkor ezt (1) - be irva =
HAH™' (0e;) = i (0ey)

lgy HAH™! a kovetkezd alakban irhaté:

A b7

(2) ahol B (n—1)x (n—1) - es méatrix.
0 B

Most legyen Axs = AoXy . Ekkor:

(3) HAH ! (Hxy) = Ao (HX) — Ao a HAH™! - nek is sajatértéke.

Irjuk a H Xy - t a kovetkezd alakban:

o
Hx, = = [oz 3,2

!
X9

]T 3/2 (n—1) dimenzids.
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(2) (%) Moo b fa “
Igy ES
0 B X9 X9
a4+ b 'xy = Ao
a(Ad1—A2) = —b'x,
Bx, = M\oX,

Innen = A B )\ sajatértéke egyuttal A - nak is sajatértéke. Tehat A mdsodik Ao
sajatértékének meghatarozasahoz elég B sajatértékét keresni.



