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A linedris algebra a vektoralgebra fogalomkorét (vektorok 6sszege, nytjtasa, abszolut értéke,
skalaris szorzata stb.) altalanositja és kiilonb6zé problémakra (pl. egyenletrendszerek iterativ
megoldasa) alkalmazza. Igy teszi szemléletessé a geometriatol eredetileg tavol esd
problémakat.

A legegyszerlibb altalanositas a linedris tér, masképpen vektortér, amelyben két miivelet az
osszeadas és a skalarral valo szorzas — nyujtas - van értelmezve. Skalar alatt itt valds, vagy
komplex szamot értiink, ezek 0sszességét d-vel, és ennek elemeit pedig tobbnyire gorog kis-
bettikkel (pl. a, B) jeldljiik.

Def. : Linearis tér

Az X halmazt lineéris térnek mondjuk, ha minden x, y € X-hez hozz4 van rendelve egy
x+tyeX elem, amelyet x, y 0sszegének neveziink, és minden o € @, x € X parhoz hozza van
rendelve egy ox € X, amelyet x-nek az o skalarral vald szorzatanak neveziink, és amely
hozzarendelések (mi mondjuk meg hogyan kell értelmezni ill. kiszamolni ezeket!) a
kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkeznek:

I. 6sszeadas tulajdonsagai

a./ kommutativitas:
X+ty=y+x

b./ asszociativitas:
(x+y)+z=x+(y+2)

c./ van J-val jelolt zéruselem, mellyel minden x € X-re:
X + J=x

I1. ny0jtas tulajdonsagai
minden x,y €X és a,3 € ®-re
a./ disztributivitas:
oa(x+y)=ax+ay
(o + B)x =ax + Bx
b./ asszociativitas:
(ap)x = a(Px)
c./ spec. nyljtasok:
Ox=0 ¢és Ix=x

A linearis tér elemeit vektoroknak nevezziik.

A (-1)x vektorra a -x jel6lést hasznaljuk, és az x+(-y) 0sszeget roviden x-y alakban irjuk.



1. példa:

A valds szam n-esek linearis teret alkotnak a kovetkez6 muveletekkel:

X M X+ Ax,

X X, + Ax
x=|"" és y= * akkor x+y=| "’ 2 és Ax=| "

xn yl’l xl‘l + yll ﬂ‘xn
2. példa:

Valamely [a,b] véges zart intervallumon folytonos fliggvények linearis teret alkotnak az

(Frg) =f(O+e(t) te [ab]
(af)(t) = aflt)

szokasos Osszeadassal és szammal valo szorzassal.

Egy X linearis tér olyan Y részhalmazat, melyre a lineéris tér axiomai teljestilnek (a linearis
miuveletek nem vezetnek ki az ¥ részhalmazbol) altér-nek nevezziik.
Tajékozodas a linearis térben
Def.: Linearis kombinacio6
A linedris tér két miivelete gyakran kombinacidban jelenik meg:
ox + By X,y €X o,p ed
ezt x és y linearis kombinacidjanak nevezziik. Tobb elem esetén:

o1X;+ 00Xy + X3t .. T opXp =2 oXy  ahol o €ed, xc €X,k=1,2,..n

Def.: Linearis fiiggetlenség/fiiggoség

Az x¢ k=1,2,..,n elemek linearisan fiiggetlenek, ha egyikiik sem fejezhetd ki a tobbi elem
linearis kombinacidjaként (ilyenek példaul a geometriai térben az i, j, k vektorok). Mas
megfogalmazasban a tér J eleme csak trividlis modon allithato el6 beldliik, azaz a

o1X] + 00Xy + 03Xz + ...+ OXy = D

egyenldség csak a trividlis o = 0 ; k=1,2,..,n médon teljesiilhet.



A lineédrisan nem fiiggetlen elemeket linearisan OsszefiiggOknek nevezziik. Erre egyszeri
példat taldlunk a geometriai vektorok terében, amikor harom egy sikba es¢ nem parhuzamos
vektort vizsgalunk. Barmelyikiik eléallithatd a masik kettd linedris kombinaciojaként (Id. a
vektorfelbontds "paralelogramma szabélya").

Def.: Bazis

Az X linedris tér véges sok ey, es,..., e, linearisan fliggetlen vektoraibol allo B={ ey, e»...., e, }
részhalmazt X egy bazisdnak nevezziik, ha B eldallitja (kifesziti) az X linedris teret, azaz X
minden vektora B elemeinek linearis kombinécioja. Ekkor az

X =01€e;+ one;+ oszes+ ...+ oge,

eldallitasaban szerepeld oy egyiitthatokat az x vektor B bazisra vonatkozd koordinatainak
nevezziik. A B bazis vektorainak szama pedig az X linearis tér dimenziészama.

A példaink koziil az 1. példaban szerepeld szdm n-esek n-dimenzids teret alkotnak, a 2.
példabeli C[a,b] halmaz pedig végtelen dimenzidsat. A masodik esetben elég csak arra
gondolni, hogy az akarhanyszor differencialhat6 fliggvények Taylor sor szerinti eldallitdisaban
szerepeld x" fliggvények képezik a tér bazisat.

Mi itt nem fogunk foglalkozni végtelen dimenzios terekkel, igy a specidlis konvergencia-
problémak (pl. térbeli elemek konvergens sorozatanak hatarértéke térbeli-e?) fel sem fognak
merilni.

A tavolsagfogalom altalanositasa: norma

Def.: Norma

Az X linedris teret normalt térnek nevezziik, ha minden eleméhez (vektordhoz) pontosan egy
[|x|| valos szam tartozik a kdvetkezd tulajdonsagokkal:

L. [|x]] >0, és ||x]] =0 pontosan akkor, ha x =& ( a tavolsag nem lehet negativ!)
II. X+ ¥ IXI| + |lyll; X,y €X (hdromszog egyenldtlenség)
L. || Ax|| =|A)-||x]]; x €X, AeD

3. példa: A szdm n-esek linearis terében az
1

n P
1x1,= ( Zy X, |p} - val definialt mennyiség
k=1

normanak tekinthetd, mert mind a harom axiomat kielégiti. Az 1. és III. axioma teljesiilése
minden nehézség nélkiil, a haromszog-egyenldtlenség teljesiilése pedig az un. Minkowski
egyenldtlenség segitségével bizonyithato.

Itt p specialis értékei mellett kiilonb6z6 normakhoz jutunk:



al || x|, = Z|Xi | 1=1,2,..n  (oktaéder norma)
i=1

b/ || x|, = max | x; | 1=1,2,..n (kocka norma)

n 2
c/ || x|,= (I(Z“l Xy |2J (euklideszi ill. gdmb norma)
=1

Ezen kiviil még mas tavolsagfogalmakkal is talalkozhatunk.
A tavolsagfogalom altalanositasa utdn mar konnyt a linearis térbeli konvergenciat definialni.
Def.: Konvergencia

Az X linearis tér {x,} sorozata konvergens, ha van olyan x € X, hogy az [|x—X,||
szamsorozat nulldhoz konvergal.

Egy {x,} sorozatot onmagaban konvergensnek, ill. Cauchy sorozatnak neveziink, ha minden
€>0 -hoz létezik N=N(€), hogy n,m>N(€) esetén:

Ix=x,|[ <<

Minden konvergens sorozat dnmagéaban is konvergens, de megforditds nem minden linearis
térben lesz igaz. Viszont a szamunkra fontos szam n-esek linedris terében igaz!

A linedris teret zartnak mondjuk, ha minden Cauchy sorozatanak létezik e térbeli hatareleme,
a linedris zart tereket Banach tér-nek is hivjuk.

A skalaris szorzat altalanositasa
A geometriai vektortérben a skalaris szorzat a legjellegzetesebb fogalom, hiszen ezzel
fejezheto ki a vektorok merdlegessége, vetiilete, tavolsadga, st maga a vektor hossza, a norma
i1s. Az itt tapasztalt geometriai tulajdonsagokat koveteljik meg barmelyik, linearis térben
bevezetett skalaris szorzattol.

Def.: Skalaris szorzat

Ha az X lineéris tér minden x,y €X elemparjdhoz (x | y) -al jelolt valos(komplex) szam van
hozza rendelve gy, hogy:

L. x|y)=(y|x) (konjugalt kommutativitas)
II. (x+yl|z)=(x|z)+(y|z) (disztributivitas)

.  (ex|y)=a (x]y)



IV.  (x]|x)2>0, és(x]|x)=0 pontosan akkor, ha x =&
Néhany kovetkezmény:
L xly+2)=x|y+x|2

Biz:

x|ly+z)=(y+z|x) = (y[0)+z]|x)= (y[x) + z]x) = X]y) + (x]2)

2. x|a-y)=a (x]y)

Biz.:

x|ay)= (@-y|[0)=a Fl0=ax =a(x]|y)

3. x|y <x|x)(y]y) (Cauchy-Bunyakovszkij-Schwartz egyenl6tlenség)

Ez az optimalis kozelitések elméletében fontos egyenldtlenség a geometriai vektorok terében
a cos(x,y) | <1 egyenl6tlenség miatt trividlisan teljesiil.

A bizonyitashoz elébb egy vektorgeometriabol ismert segédtételt altalanositunk.
Adott két linearisan fiiggetlen vektor: X, y .

Az x - ay vektor akkor lesz merdleges az y vektorra (Id. dbra), ha az ay vektor éppen az x
vektornak az y vektorra vonatkozo6 vetiilete, azaz ha

o= &1y
¥y

e




Mi most ezen Otlet alapjan eldszor az y és (x - ay) vektorok skaldris szorzatat nézziik meg a
fenti a érték mellett (barmely skalaris szorzattal rendelkezd linearis térben!):

(x-ay|y)=(x y; I1V=&ly)-x]y)=0

y) (x]y
y)yly) (x|y)- o

(x|
(@l

Itt csak az elobbi axidomakat hasznaltuk fel, tehat ez barmilyen skaléris szorzattal ellatott
linearis térben igaz.

Ezek utan mar csak a trivialis 0 < (x - ay | x - ay ) egyenldtlenség jobb oldalat kell meg-
vizsgalnunk a fenti a értéke mellett:

(x-ay|x-ay)=(x-oy|x)-(x-ay|ay)=(x-oay|x) - a(x-ay|y)=(x-oy|x)=

_. &y x|y _ Gyy) -Gy Ix) _
oV TE Gy V1Y
_ 0@y -y Ely) - & 0@Iy-lxiy )

yly) ¥y

Mivel az egyenlOségsorozat bal oldala nem negativ, ezért a jobb oldala sem az, igy a nem
negativ jobboldali nevezd miatt a jobboldali tort szamlaloja sem lehet negativ szam, amibdl a
nevezetes egyenldtlenségilink fennallasa barmely skaléris szorzattal ellatott linearis térben mar
kovetkezik.

1
4. Minden skalaris szorzattal ellatott tér egyben normalt tér is a |[|x||= (x|x)? normaval, azaz

el0szor minden linearis térben ha jol akarunk t4jékozodni, akkor el0szor a skalaris szorzat
szamitasi modjat definialjuk, majd a fenti formuléval vezetjiik be a norma fogalmat.

A norma axidmainak teljesiilése konnyen ellendrizhetd, mi csak a legnehezebben
belathatoval, az in. haromszog egyenldtlenséggel foglalkozunk. Itt fel fogjuk hasznalni az
elébb bizonyitott Cauchy-Bunyakovszkij-Schwartz egyenldtlenséget.

Ix+y[P=x+y|x+Y) =)+ |0+ &Y+ )=+ [0+ [+ ]y =
= x||* +2-Re(x | )+ |y [P < x| +2- | [+ y PP 2 x- [y [+ ]y [P =
=(Ix||+]lyID*

4. példa: Legyen x(t),y(t) € C[a,b] ( azaz x(t) és y(t) az [a,b] véges zart intervallumon foly-
tonos fiiggvények korébe tartozik, melyek linearis teret alkotnak), ekkor a

(x|y) = [x() - y(0)at



definicioval szamitott érték konnyen ellendrizhetd modon teljesiti a skalaris szorzat axiomait,
1

1 b )2
ésallx|=(x]x)? = ( I x(2)- x(t)dtj moédon szamitott érték pedig igy normanak tekintheto.

a

Def.: Euklideszi tér

1
A skalaris szorzatbdl szarmaztatott normaval - ||x||= (x|x)? - ellatott linearis teret Euklideszi

térnek nevezzik.
5. Minden Euklideszi térben:
Ix+y > +lIx=y|*=2-]Ix|* +2- ||y |I”

A bizonyités a baloldali skaldris szorzatok szétejtésével torténhet.

A skalaris szorzat a vektorok merdlegességének altalanositasara is alkalmas:
Def.: Ortogonalitas
Az X Euklideszi tér x,y vektorat ortogonalisnak ("merdlegesnek") nevezziik, ha (x | y) =0
Ortogonalis vektorparra érvényes a Pithagorasz-tétel:
[1x -+ yII* =[[xI]* +[yl”
Bizonyitasa (x +y | x +y) felbontasaval és az ortogonalitas felhaszndlasaval torténhet.
Def.: Ortonormalt rendszer, ortonormalt bazis
Az {eq; k=1,2,..,n} vektorrendszert ortonormalt rendszernek nevezziik, ha:

(eilej) =0ij, ahol 0;; a Kronecker féle szimbolum, ami csak akkor 1, ha i=j, kiilonben 0:

L ha i=j
Oij= o
0, ha i+#]j

Az ortonormalt rendszer elemei linearisan fiiggetlenek.

Az ortonormalt rendszer teljes (bazist alkot), ha az x = & vektoron kiviil nincs olyan masik
vektor, amely a rendszer e; k=1,2,..,n vektorainak mindegyikére ortogonalis lenne.

Ortonormalt rendszer képzése (a Gram-Schmidt eljaras)

Legyenek {a ; k=1, 2, ..,n } linedrisan fliggetlen vektorok. Mivel az ortonormalt rendszer
minden elemének normaja 1, ezért



a,

layll
A masodik vektornak ortogonalisnak kell lenni e; -re, ezért az a, vektor figyelembe vételével
e; -re ortogonalis vektort gyartunk:

¢

br=ajz-Ase;
ésitt(ar-Aqzeje;)=(az|e)-Az(e|e;)=(az|e;)-Ar =0 miatt

A 21 = (a 2| € 1) adodik.

Ezutén e, = valasztassal {e;, e; } mar kéttaglh ortonormalt rendszer.

b2
ILA
Ha az a3 vektor figyelembe vételével készitjiik el az e; vektort, hasonloan jarunk el, csak most
bs=a3- (A1 €1+ A e)

segédvektornak kell ortogonalisnak lenni az e; -re, és az e, -re is:

(a3 - (Az1e1+ Az er) | e = (33| e) - Az1 (e | er)-An (ez| e )= (a3| e)-A3 =0
(a3- (Az1e1t Aney) | €)= (a3 e) - Az (e1| e2) - Azx(ez]| e2) = (as| e2) - Az, =0

ahonnan

A3 = (a3| e)) A3 = (a3 e2)

adodik, majd ezutdn e, =

||b3|| valasztassal {e;, e, 3 } mar haromtagi ortonormalt
3

rendszer lesz, és igy tovabb...

5. példa: Szam n-esek Euklideszi tere

Egy x vektor elemeit az xy szamokat a trividlis bazisra vonatkozo6 koordinatdknak nevezziik:

1 0 0 0

Xx=xe +x,e, +xe; +..+xe, =x|0[+x,]0+x;{1|+...+x,]0

Két vektor skalaris szorzatat a geometriai vektortérhez hasonléan a koordinatak paronkénti
szorzatainak Osszegeként definidljuk:

(xX|y)=x1y1+xX2y2+ X33+ ... T Xn¥Yn



Az axidmak teljesiilése konnyen ellendrizhetd.
Ezzel a definicidval a trivialis {e;,e,es, ... ,e,} bazis ortonormalt lesz.

Ha az |(x | y)! < (x| x)(y | y) Cauchy-Bunyakovszkij-Schwartz egyenlétlenséget most
konkrétan kifejtjiik, akkor a

QxS xi) - ()

egyenldtlenséghez jutunk. Ezt az egyenldtlenséget elemi eszkozokkel bizony elég nehéz lett
volna igazolni.

6. példa: Ha a Gram-Schmidt eljarast a [-1,1] intervallumban folytonos (és igy négyzetesen is

integralhatd) Py (t) = t¢ , k=0,1,2,3, ... polinomokra alkalmazzuk, akkor az igy kapott
ortonormalt rendszer a Legendre polinomok:

Lo(t) = \E~1 mert (Lo(t)[Lo(t)) = jl (El} dt=1
Li(t) = \E -t mert (Li(H)|Li(t) = j [\E ~tj2dt=1 és (Lo(t)Li(t)) = j (\ﬁ \E ~tj2dt=0
2 S\V2 SN2 V2

hasonldan kapjuk meg a kovetkezdket is.:

Ly(t) = \E : (%tz —%) mert (La(t)[La(t) =1 (La()|L1(1)) =0 (La(t)[Lo(t)) =0
Li(t) = \/g (gt3 — %t) ¢s igy tovabb...

Az ortonormaltsagot a megfeleld integralok kiszamitasaval ellendriztiik €s ellendrizhet;jiik.
Altérbeli legjobb kozelités (projekciotétel)

Vektorgeometriabdl jol ismert tény, hogy egy origon atmend M sikbeli my vektor akkor

kozeliti meg legjobban a térbeli x vektort, ha az x - my eltérésvektor merdleges az M sikra,

azaz merdleges annak barmelyik m vektorara:

(x-my| m)=0, meS

Ez minden X Euklideszi-térben is hasonloképp van, st M-r6l csak annyit kell mondanunk,
hogy altere az X-nek, hiszen ha m¢ olyan, hogy x - m ortogonalis az M altérre, akkor

(x - mgp| m - mp) = 0 miatt

10



lIx - m||* = ||(x - mg) + (m - m)||* = |x - mg||* + ||mo - m||* (Id. Pithagorasz tétel altalanositas)

tehat ||x - mo|| < ||x - m|], minden m € M vektorra.

Ennek folyomanyaként a kovetkezok is belathatok:

Hamy € M az x € X minimalizal6 vektoraés K= {x+tm; m € M }, akkor x-m a K
minimalis norm%ﬁ vektora, ilyen csak egyetlen egy van, és ez egyben ortogonalis minden
m € M vektorra.

Ezt gy is kifejezhetjiik, hogy ha M~ = {x; (x|m)=0; me M }, akkor M N K
halmazban pontosan csak egy vektor van, €s ez éppen a K minimalis normdjt vektora.

Legyen adott az n-dimenziés M c X altér egy bazisa {yy, ..., yn}. Felmeriil a kérdés, hogyan
lehet konkrétan meghatarozni egy adott x € X elem M altérbeli legjobb kozelitését? Jelolje a
legjobb kozelités altérbeli koordinatait a.y,..., o:

Yy=0o1¥1 t ... T 0y¥n

Mivel a legjobban kozelitd y vektorra igaz, hogy az x — y vektor ortogonalis az M altérre €s
ezzel egyiitt annak minden vektorara és igy az y, ..., yn bazisvektorokra is, ezért

(x—(onyr + ... T onyn) [ y) =0

minden k = 1, ..., n-re. Atrendezve az egyenleteket a kdvetkezd un. normalegyenletekhez
jutunk:

(ilyD) or+(y20y) a2+ ... +(ya| y1) 0 = (x| y1)
(Y1ly2) o+ (y2[y2) o2 + ... + (Y| ¥2) 0 = (X | ¥2)

(Y1l yn) o1 +(y2|¥n) 02+ ...+ (¥n| ¥n) 0n = (X | ¥n)

11



Ez a linearis egyenletrendszer — mint a késébbiekben latni fogjuk — egyértelmiien megoldhato.
Ha az {yi, ..., ya} bazis még ortonormalt is, akkor a baloldali skaldris szorzatok koziil csak a
(yx | yx) alakiak nem nullak, sot

(yklyw) =1 k=1,...,n
miatt

ak:(x|)’k) kzla"'an
Es ezzel az x-et legjobban kozelit altérbeli y vektorra:

y=&lyoyi+(x|y2)y2+ ... + (X| ¥n) ¥n
Transzformaciok a linearis térben

A transzformadcio a fiiggvényfogalom altalanositasa.
Def.: Transzformacio
A T: X->Y transzformaci6 az X linedris tér D részhalmazanak (értelmezési tartomany) egy x

eleméhez az Y linearis tér T(x)-el jelolt egy elemét rendeli.

Egy transzformacio linearis, ha sorrendben felcserélhetd a linearis tér miiveleteivel:
T(ox + By) = aT(x) + BT(y) o, p €D X,y €Dr

A transzformaciok osszegét (T + S)(x) = T(x) + S(x)

¢s skalarral vett szorzatat (aT)(x) = o(T(x)) X €X modon értelmezziik.

A T transzformacio6 inverze T" , ha T'(T(x)) =x minden x eDr -re.

Linearis transzformaciok normaja

Konvergencia-vizsgalatoknal sziikséglink lesz a T linedris transzformacid normédjara. Itt
szlikitlink a folytonos linedris transzformacidkra, amelyek X-beli konvergens sorozathoz
konvergens képsorozatot rendelnek.

Def.: Folytonos transzformacio

A T lineéris transzformacié folytonos az xo € X-ben, ha minden €> 0-hoz létezik 6=5(€) > 0
ugy, hogy ||x - Xo|| < d(€) esetén ||T(x) - T(xo)|| < €. Ez ekvivalens azzal, hogy barmely x, €X
pontsorozatra, amely konvergél xo € X-hez, T(x,) — T(xp), han — .

Ha egy T linearis transzformacio a & pontban folytonos, akkor mindeniitt folytonos. Ez
konnyen belathatd, mivel a T transzformaciora T = T(O+ Q) = TO + T azaz TO= &
Legyen x, — Xo ha n — oo. Ekkor Tx, - Txo = T(x, - Xo) — & akkor és csak akkor, ha T
folytonos a & pontban

12



Def.: Korlatos transzformacio

A T lineéris transzformacio korlatos, ha van olyan pozitiv M szam, amelyre:
ITX)|| < M-||x|] minden x € X esetén.

Az analizisb6l kozismert tételhez hasonloan itt is kimondhatjuk, hogy a T linearis
transzformacio pontosan akkor folytonos, ha korlatos. A bizonyitas az analizisbelivel analog
modon torténik, ezért mellozziik.

Def.: Folytonos linearis transzformaciéo normaja

A folytonos lineéris transzformacio legkisebb korlatjat a transzformacié normajanak
nevezzik.

I Tl|= sup{ TC)I]

Ixli=1
azaz az egységgomb T(x) képhalmazéaban a leghosszabb vektor hossza. Szemléletesen a ||T]|
annak a mértéke, hogy a T: x—>T(x) linearis transzformacié mennyire nyujtja meg a
vektorokat.
A definici6 alapjan az alabbi tulajdonsagok nyilvanvaldak:
L/ [JAT] = (AT
2./ |IT+ S| <|[T]|+ IS
3./ TS ITIHISI
4./ IITX)|| < |IT]||Ix]| , ezt a késdbbiekben becslésekre fogjuk hasznalni.

Linearis transzformaciok a szam n-esek linearis terében, matrixok

Mivel a linearis transzformacio egyetlen vektort sem visz ki a térbol, ezért az ex vektort a

T(e, )=t e +t, e, +..+t e = Z t e = vektorba transzformalja.
i=1

tnk

Végezziik el ezt a T transzforméciot mindegyik bazisvektorra! A kapott t;x koordinatdkat a
sorban kovetkezd szamoszlopok egymds mellé irasaval egy tablazatba foglalhatjuk, és ezt a T
transzformécié matrixanak nevezziik, amit T-vel jeloliink.
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t1,1 tl,z . tl,n tl,k
ty, ty, . t,. t , ,

T= > * 2= [ti’k] ahol Ty = T(ex) = | >* | a T matrix k-adik oszlopa
t n,1 t n,2 t n,n 1:n,k

(oszlopvektora) az ey bazisvektor transzformaltjanak koordinatait tartalmazza.

Matrixok nem csak négyzetes fazontak (ugyanannyi sor, ahdny oszlop) hanem téglalap
alakuak is lehetnek.

Itt bevezetjiik a transzponalt matrix fogalmat.
Def.: Matrix transzponaltja
Egy n sorral és m oszloppal rendelkezé T matrix transzponaltja T, ha t*i7k = t;; minden 1,k

parra (i=1,2,..,m ; k=1,2,.. ,n), azaz T" nem mas, mint a T matrix foatléra (azonos indexii
elemek altal kijelolt atlora) valo tikrozottje.

Ebben az értelemben T'; a T matrix transzponaltjanak i-edik oszlopvektora, azaz az eredeti T
matrix i-edik sorabol képezett (oszlop)vektor.

Megjegyezziik, hogy a T jelolést a szakirodalomban a transzponalt konjugéltjara (az

adjungalt transzformacido matrixara ld. késébb) hasznaljadk, de mi itt most csak valds
komponensii matrixokkal foglalkozunk, ezért itt T egyben a transzponaltat is jelenti.

Hogyan kell szdmolni matrixokkal? Erre a kérdésre a linearis tér eddig megismert szabalyai
adjék meg a valaszt.

1. (AT)(eW) = AT(e) = A Yt e, = D A 1€,
i=1 i=1

tehat egy transzformacid "nyUjtasakor" a matrixdnak minden elemét meg kell szorozni a
nyujtasi tényezoével, azaz egy skalarral ugy szorzunk egy matrixot, hogy minden elemét
megszorozzuk.

2.(T+S) (ex) = T(ex) + S(ex) = zti,kei + Z Six€ = Z(ti,k +8;,)€;
i=1 i=1 i=1
azaz két matrix dsszegének elemei az elemek paronkénti 6sszege.

3.(ST) (e = S(T(e) = S(Y €)= D t,8(e)= X1, Y s = 2(s e,

i=1 =
itt a zargjelen belill az U = S-T szorzatmatrix i-edik sordnak k-adik elemét latjuk, amit az S

szorzatok Osszege) kapunk. Ezt "skaléris szorzatként" is felirhatjuk.

14



n

Uiy = Z S itk = (S{IT)

j=1
A matrixok szorzata asszociativ mivelet, azaz
A-B-C=(A-B)-C=A-(B-C)

Itt jegyezziik meg, hogy két matrix szorzasa altalaban nem kommutativ miivelet!

Mivel T(x) = T(D x,e,)= > x,T(e,) = D x>t e, = > Ot x,)e,
k=1 k=1 j=1

k=1 j=1 k=1

ezért a transzformalt vektort a T matrix és az x vektor (mint 1 oszlopos matrix) szorzataként
kapjuk, amit az eddig megismert szabalyok segitségével tobb alakban is felirhatunk:

(T)[x) |

(T;1x)

T(X) =Tx = = T1X1 + T2X2 + ...+ Tan

(T, %)

ahol az utolso alak szerint a transzformalt vektor a transzformacids matrix oszlopvektorainak
linearis kombinécidjaként is felirhato.

Az E(x) = x egységtranszformacié (helybenhagyas) matrixa az egységmatrix:

S O O =
S O = O
- o O O

Az egységmatrix féatlojaban minden elem 1, azon kiviil pedig 0

Nyilvan AE=A ¢s EA=A
A négyzetes matrixok szorzatanak transzponaltjat a kovetkezoképp szamitjuk:

ha  U=ST,akkor U =(ST) =T"-8

Ez egyszeriien belathatd, hiszen

U, =08t = STy miatt  uwige=u= (S |Ti)=(Ti S )= (T )
i=1

A transzponalt matrixokra vonatkozd tovabbi szabalyok trivialisak:

(TY'=T; (S+T)'=S"+T; GD) =T E =E;
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A négyzetes matrixokkal kapcsolatban sziikségiink lesz még a matrix nyoma fogalomra

Def.: A négyzetes matrix féatlobeli elemeinek szorzatdt a matrix nyomanak nevezziik, és
tr(A)-val (trace — nyom) jeldljiik. (Német eredetli szdval a matrix spur-jardl is beszélhetiink)

tr(A) = ﬁai,i
i1

Ezutan néhany megjegyzés kovetkezik.

a/ Az (x |y) = Z:xkyk skalaris szorzatot szokasos médon y X matrixszorzasos alakba is
k=1

irhatjuk.

b./ Felmeriil a kérdés, hogy az A matrixszal valo szorzds hogyan vihetd at a skalaris szorzat

masodik tényezdjébe? Ehhez tekintsiik a kovetkezd (Ax | y) skalaris szorzatot, ahol A valds,
amit az a./ pont szerint matrixszorzasos alakba is irhatunk:

(Ax |y) =y (Ax),
majd a jobboldali szorzat asszociativitdsa miatt
¥ (Ax) =y Ax
alakra, illetve a szorzat transzponaltjara vonatkozé y*A = (A*y)* szabaly miatt
y Ax=(A'y)'x
alakra hozhatunk. Ez utébbit a (x | A*y) skalaris szorzat fazonra visszairva kapjuk az
(Ax|y) = (x| A'Y)

Osszefliggést.

Matrix normaja

Def.: Egy linearis transzformacié matrixanak normajat a transzformacié normadjaval
azonositjuk.

Nézziik meg ezt példaul Euklideszi-norma esetén:

A transzformalt vektor normaja a koordinatdinak négyzetdsszegébdl vont négyzetgyok:

ITE) =T x e =D x Tl = 1 2%, Xty | = 12 tuxy e || =
k=1 k=1 =1 inl ]

i=l k=
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n

: 13
= Z(zti,kxkj
i1 \k=1

A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwartz egyenl6tlenség - lasd a szam-nesekre felirt alakjat -
felhasznalasaval pedig:

. 1
n n n 2 n n 2
ITx)|| < {Z[ tikJ(in)} ={ tik} ]|
i=1 Nk=1 k=1 i=1 k=1

Tehat ekkor

1
n n 5 o
IT||r = tix
i=l k=1

a matrix elemeinek négyzetdsszegébdl vont négyzetgyok értékét tekinthetnénk a T matrix 2-
es normajanak. Ez valoban norma tulajdonsagu, de nem tekinthetjiik a 2-es vektornormabol
szarmaztatottnak, mert

|E[le=n

a vart 1 helyett, hiszen az ||Ex||=x miatt ||E||[=1 —nek kellene teljesiilnie.

Megjegyezziik, hogy a 2-es normaként a T*T szorzatmatrix legnagyobb sajatértékébdl vont
négyzetgyok a megfeleld norma. (14sd késdbb a sajatérték fejezetnél)

A korabban megismert masik vektornormakhoz pedig az aldbbi matrixnormak tartoznak:

n
[ITleo = mﬁleti,jl (max. sorosszeg)
i1

IIT||; = mjax;hiﬁ (max. oszlopdsszeg)

A matrixnormak altalanos tulajdonsagait a linearis transzformaciok normadja c. részben leirt
norma-tulajdonsagok matrixokra valé kimondasaval kapjuk meg (I1d. ott)

Itt jegyezziik meg azt a fontos tételt, mely szerint ha egy normalt térben egy sorozat
konvergens, akkor més norméat hasznalva is az lesz. Ezt a tényt a konvergencia-vizsgalatoknal
tudjuk jol hasznositani.

Bazistranszformacio, matrix inverze
Azt lattuk, hogy egy T transzformacié matrixat ugy irjuk fel, hogy az oszlopaiba rendre a

bazisvektorok transzformaltjainak koordinatai irjuk, azaz az els6 oszlopba T(e;) koordinatait
¢s igy tovabb...

17



Most arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy ha a bazisvektorok mindegyikét
transzformaljuk, az igy kapott vektorrendszer bazis lesz-e, ¢és ha igen, akkor ebben az yj
bazisban egy régiben koordinatdival ismert vektor 0j bazisbeli koordinatait hogyan kell
kiszdmolni.

Def : A T transzformécié nem szingularis (mas szdval reguldris), ha a linedris tér minden
bazisat bazisba transzformalja.

Ez azt jelenti, hogy a transzforméaci6 nem csokkenti a dimenzidoszdmot. Ekkor a
transzforméacid matrixanak oszlopvektorai linearisan fiiggetlenek. Természetesen vannak
olyan transzformaciok, amelyek csokkentik. Ilyen példaul a 3 dimenzidés geometriai
vektortérben egy adott § sikra (2 dimenzids altér) vetités, vagy egy sik pontjainak vetitése
annak egy egyenesére.

7. példa:
2 1 1]
3 3 3
A P= —% % —% matrixszal leirt transzformacié a haromdimenzidos vektortérben
1 1 2
3 3 3]

barmely pontot az

origdn atmend n* = (1,1,1) normalvektort sikra vetit mer6legesen, hiszen az ri = (X1,¥1,Z1 g
sly ) ay D)
vektort r, = (Xz,yz,Zz)l -be ViSZi, ahol:

X =(2x1-y1-21)/3; y2=(-x1+2y;1-21)/3; zp=(-x1-y1+22))/3

fgy x, + y» + 2z, = 0 adddik barmely pontra, azaz a transzformalt valoban a n* = (1,1,1)
normalvektort sikra vetit. A vetités merdleges voltat az (r, — r; | n) = 0 ortogonalitasi feltétel
teljestilésével ellendrizhetjiik.

Az is lathato, hogy P oszlopvektorai nem fiiggetlenek, hiszen 6sszegiik a 0 vektort adja. Az is
ellendrizhetd, hogy P barmelyik hatvanya P, ami nyilvanvald, hiszen ha a sikra mar
ravetitettiink, akkor a tovabbi ugyanilyen vetités a pont helyzetén mar nem fog valtoztatni.

A bazistranszformacids problémankat egy konkrét példaval vilagitjuk meg.

Legyen X 2-dimenzios euklideszi tér és T, az a transzformdcid, mely minden elemet o
szoggel elforgat. A B = {e|, e;} bazis legyen a trividlis bazis. Ekkor az 4bra alapjan

' cosa ' -sin . ' L
e'=T,(e)=| e)'=T,(e,)= és igy B' = {er', &'}
sina cosa

is bazis lesz. (sot a forgatds miatt az ortonormalt tulajdonsag is megmarad)

a

, L cosa —sina
Tehat a T, transzformacidé matrixa: T =

sina cosa
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Az r vektor zarjon be az e irdnyaval 8 szoget, ekkor B-beli koordinatai: r-sinf, r-cosf3
Ha a B' bazisra tériink at, ott az r vektor az e;' irannyal mar csak (B - o) szoget fog bezarni.

L L=
\ e’

&

fgy a B'-beli koordinatak: ri'=r-cos(B - o) és 1’ =r-sin(p - a) lesznek.

Ezeket kifejtve :

1" =r-cos(P - o) = r-[cos(B)cos(a) + sin(P)sin(a)] = r-[cos(B)cos(-a) - sin(P)sin(-o)]
' =rsin(P - ) =r[sin(B)cos(a) - cos(P)sin(a)] = r:[sin(B)cos(-a) + cos(P)sin(-a)]

cos(—a) —sin(—a)

Mivel T , :{ } ezért az r' a T., matrix és az r vektor szorzataként is

sin(—a) cos(—a)
felirhato:

Az pedig nyilvanval6, hogy a -a szogi forgatds (a T, transzformacio) az o szoggel
elforgatott barmely vektort visszaviszi a kiindulési helyzetébe, ezért a T, transzformaciod
inverze: T, ™' = T., és ez a transzformaciok matrixaira is igaz lesz, tehat most irhatjuk, hogy
ha egy bazistranszformacio T matrixat (un. datmeneti matrix) ismerjiik, akkor a transzformalt
Uj bazisban egy régiben adott vektor ujbeli koordinatait

moédon szdmithatjuk.

A bizonyitashoz csak azt kell meggondolnunk, hogy a T matrix oszlopvektorai a
bazisvektorok transzformaltjai: T:[T () T(e,) . . T (en)], ¢s ezért az r' (az Uj
bazisban felirt r vektor) az 0j bazisvektorok linearis kombinéacidjaként adodik:

r="T(e)r'| +T(ex)r'r+ ... +T(ey) r'y=T-r'
ahonnét T™'-el szorozva kapjuk a bizonyitando allitast.
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Mivel a T matrix oszlopvektorai az eredeti bazisvektorok transzformaltjai, ezért ezen
oszlopvektorokra a T transzforméciot alkalmazva e;, e,..., e, vektorokat kapjuk vissza,
amelyeket ha matrixba foglalunk, akkor az egységmatrix adddik:

E=[e e..e]=T"[T(e) I(e)) ... T(e))]=T"T

Azt is kimondhatjuk, hogy ha egy transzformécié nem szingularis, azaz bazist bazisba visz,
akkor barmely vektor ebben az uj bdzisban is felirhatd lesz a bazisvektorok lineéris
kombinacidjaként, és mivel a T"'-T transzformaci6 az egységtranszformacio, ezért matrixaik
szorzata is az egységmatrix lesz. Ez azt is jelenti, hogy ha a

B={T(e,) T(e,) . . T(e,)}

bazisban rendre felirjuk az e, e,, ... e, vektorok koordinatait, akkor éppen a T™' matrix
oszlopvektoraihoz jutunk.

Tehat egy matrix inverzét a transzformacio inverzének (ha 1étezik) matrixaval azonositjuk, és
tobbek kozott egy vektornak a transzformalt 0j bazisbeli koordindtdinak kiszamitésara is
hasznalhatjuk.

A matrix inverzét elemi bazistranszforméacios 1épésekkel a T matrixbol kiindulva szdmithat-
juk ki. Ugyanis ha a T matrixot a T(ex) k=1,2, ...,n oszlopvektorokbdl egymas mellé irott
alaknak tekintjiik, melyek koordinatait a {e;, e, ....e,} bdazisban latjuk, akkor ha rendre
kicseréljiik az e, bazisvektorokat a T(ey) vektorokra, az elébb elmondottak szerint éppen a T™'
matrix oszlopvektoraihoz jutunk.

Egy elemi bazistranszformacional pedig - a korabbi tanulmanyaikbol ismert modon - ha a
generalo elem ti .

1. a general6 elem sorat osztjuk a generalo elemmel:
tkj = tk,j/ tkk j=12,...n j;tk

2. a generald elem oszlopat osztjuk a generald elem -1 —szeresével:
tix =-tin/ tex 1=1,2,...,n 1zk

3. minden tovabbi 1j ti,j' elemet a
ti; =t - (ti,k'th) / [ i=1,2,..,n izk éSj =1,2,...n J#k

képlettel szamolunk ki,

4. Végezetiil a generald elem helyére a reciprokat irjuk:
tix = 1/ tek

Ha a generdld elemet (elemeket) nem a féatlobol valasztjuk, akkor amikor mar minden
vektorcserét végrehajtottunk, a matrixunk sorainak sorrendjét a

B={T(e) T(e,) . . T(e,)}
bazisnak megfeleldre valtoztatjuk, €s az oszlopok sorrendjét is az eredeti {ej, e, ...,e,} bazis-
nak megfeleldre valtoztatjuk annak érdekében, hogy a matrix inverzét megkapjuk.
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A két nem szingularis matrix szorzatanak inverzét ugy szamitjuk ki, hogy a tényezok inverzét
forditott sorrendben szorozzuk Gssze:

ha  U=ST,akkor U'=(S-T)' =T"8"

Valoban, hiszen: UU'=STT!S'=SES!'=SS'=E
és vlu=T'S'ST=T'ET=T'T=E

Itt kihasznaltuk azt a tényt, hogy a nem szingularis matrixok inverze egyértelmiien 1étezik.
Felmeriil a kérdés: mit tehetiink akkor, ha a matrixunk szingularis, s6t nem is négyzetes
alaka?

Erre a kérdésre a pszeudéinverz (kvdziinverz) fogalmanak a bevezetése adja meg a valaszt.

Alapproblémaként tekintsilk azt az n ismeretlenes linearis egyenletrendszert, melyben az
egylitthatomatrix sorainak szdma kevesebb, mint az ismeretlenek szdma:

Legyenck a1, a5, .., a, linearisan fiiggetlen sorvektorok (m<n) , az egyiitthatomatrix
sorvektorai és b az egyenletrendszer jobboldali vektora. Ekkor az Ax = b egyenletrendszer

(x|a'j)=b i=12,..,m
alakba irhat6. Azt tudjuk, hogy ilyenkor végtelen sok megoldasa 1étezik, de mi valasszuk ki
ezek koziil azt, melynek a normdja minimalis. A projekciotétel alapjan bizonyithatd, hogy a
minimalizal6 megoldas
X = z £.a, = AX alaki lesz, azaz benne van az A sorvektorainak linearis alterében.
k=1

Itta & értékek meghatarozasahoz helyettesitsiink be az eredeti egyenletbe:

25 ((a]al) =b, Ennek az egyenletrendszernek a matrixat Gram-matrixnak
k=1
hivjuk.
S

Az A-A" Gram matrix-szal felirt A-A’x'=b egyenletrendszer x' = 52 megoldéasaval

é:m

x=A'X' az eredeti egyenlet megoldasa lesz, ami a projekcio tétel miatt minimalis normaju.
Igy a keresett megoldas:

x=A(AA")'Db
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Ebbdl leolvashatjuk, hogy az A matrix - melynek tdbb oszlopa van, mint sora - kvaziinverze:
A'(AA")!
Hasonlo6an a tobb sorral, mint oszloppal (m >n) rendelkezd A matrixnak a kvaziinverze:
(A"A)'A’
Ez abbol kovetkezik, hogy ekkor - ha a b vektor nincs az A matrix oszlopvektorainak
alterében, és ez tobbnyire igy is van - az Ax = b egyenletrendszernek nincs is megoldasa, de
mégis olyan x' vektort keresilink, melyre ||[Ax' - b|| minimalis. A projekcidtétel miatt erre az
x' vektorra igaz az, hogy ortogondlis az A oszlopvektorainak alterére, azaz annak minden
egyes vektorara is:
(Ax'-b|ax)=0 k=1,2,..,n
Matrixos irasmodddal ez pedig a kdvetkezo egyenletrendszert jelenti:
(A'A)x'=A"D

. . o oo I3 * r . .
Mivel linedrisan fiiggetlen ay oszlopvektorok esetén az A A Gram matrixnak van inverze,
ezert:

x'=(A"A)'A"Db
Jeloljiik az A matrix kvaziinverzét X-el. Konnyen ellendrizhetok a kovetkezd tulajdonsagok:

AXA =A, XAX =X, és
AX matrix és XA matrix is szimmetrikus.

Specialis matrixok

1. Az E egységmatrix sorainak, ill. oszlopainak felcserélésével kapott matrixot permutalo
matrixnak hivjuk:

pl.:

S O = O
S O O =
S = O O
—_ O O O

a P-A szorzat eredményében az A matrix sorai mas sorrendben szerepelnek (itt az 1. és 2. sor
fel fog cserélddni), az A+ P szorzat eredményében az oszlopok cserélddnek fel (itt szintén az
1. és a 2. oszlop cserélodik)

Azokat a matrixokat, amelyek egy matrix sorait, illetve oszlopait eggyel tovabb toljak,
ciklikus permutalé matrixoknak hivjuk.
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- o O O
S O O =
oS O = O
S = O O

A ciklikus permutalé matrixok n-edik hatvanya E.
2. Idempotens matrixok, projektorok

A 7. példaban kozolt P matrix sikba vetitést irt le:

1
|

w
I
|

|
W NW | =L | —

W =W =W

Kiemeltiik azt a tulajdonsagat, hogy P* = P, azaz akarhanyadik hatvanya sajat maga. Az ilyen
tulajdonsagu matrixokat projektoroknak nevezziik.

Az egységmatrix kivételével minden projektor alacsonyabb dimenzids térbe transzformal.
3. Haromszogmatrixok:

Ha egy matrix foatlo alatti elemei mind zérusok, akkor felsd haromszogmatrixnak, ha pedig a
f6atlo feletti elemei zérusok, akkor als6 haromszogmatrixnak nevezziik.

Nézziik meg, az alabbi als6é haromszdgmatrix milyen transzformaciot valosit meg?

S NN O -
oS O = O
S = O O
w o o O

A szorzas végrehajtasaval ellendrizhetd, hogy a L-A szorzatban, annyi a valtozds az A
matrixhoz képest, hogy a harmadik sorhoz az elsd sor 2-szerese adodott, a negyedik sor pedig
megharomszorozddott. Ilyen transzformacidkat hajtunk végre egy linedris egyenletrendszer
matrixan a korabbi tanulméanyainkbol ismert un. ismeretlenek kikiiszobolési eljarasa kdzben.

Nem nehéz belatni, hogy als6 haromszdgmatrixok szorzata is alsd haromszdgmatrix. Hasonlot
mondhatunk a felsé hdromszégmatrixok szorzatara.

Ha egy haromszogmatrix nyoma nem 0, akkor invertalhato, €s az inverze is haromszogmatrix.
A példankbeli L matrix inverze:
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0
-2
0 0 0 ¢

3

L' =

S = O

0
0
1

S O O

Ez nyilvanvald, hiszen a harmadik sorbol az elsd kétszeresét kell elvenni és a negyedik sort
harmadolni kell, hogy az eredeti matrixhoz jussunk vissza.

P¢éldankbol is latszik, €s altalanosan is igaz, hogy egy als6 haromszogmatrix inverze is also
haromszogmatrix.

Egy nem szingularis négyzetes matrix mindig felbonthatd egy alséo és egy felsd
haromszdgmatrix szorzatara (LU felbontdas)

Ezt a kdvetkez6 példankon illusztraljuk.

8. példa:
Megfeleld transzformaciok segitségével allitsuk elé az A matrix LU felbontasat!
2 6 4
A= 4 15 2
-1 -1 -5

Az eljaras soran az un. Gauss kikiiszobolés 1épéseit matrixszorzasok segitségével valositjuk
meg, és ezen matrixok inverzeit is felhasznaljuk.

El6szor az elso sort a; ) = 2 —vel elosztjuk, az ezt végrehajtd T; transzformacidé matrixa és az
inverze:

100 200 1 3 2
T =0 1 0/ é T '=|0 1 0| igy TA=| 4 15 2
00 1 00 1 -1 -1 -5

Ezutan az elsd sor a,; = -4 —szeresét adjuk a masodik sorhoz, és az els6 sor a;; = 1 —szeresét
adjuk a harmadik sorhoz, az ezt megvaldsitd T, transzformdacid €s inverzének matrixa:

100 100 13 2
T,=(-4 1 0|¢é T, = 4 1 0| igy T,TA=|0 3 -6
10 1 -1 0 1 02 -3

A kovetkezd 1épésben a masodik sort a, ' = 3 —al elosztjuk, a megteleld transzformacio:
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1 0 0 1 00 13 2
T,={0 L 0] é T,"=|0 3 0 igy TT,TLA=[0 1 -2
00 1 00 1 02 -3

Végezetiil a harmadik sorbdl a masodik a;,' = 2 —szeresét elvessziik:

1 00 100 13 2
T,={0 1 0|¢é T, ={0 1 0| igy T,T,T,TA={0 1 -2
0 -2 1 02 1 00 1

Mivel T 1'1T2'1T3'1T4'1T4T3T2T 1A = A ezért a keresett felbontdst mar meg is kaptuk:

L=T,'T,'T;'T,! és U=T,T:T.T;A

Valoban:
2 0 0|1 3 2 2 6 4
LU= 4 3 0|0 1 =-2|=| 4 15 2
-1 2 1]/0 O 1 -1 -1 -5

rrrrrr

egység-haromszogmatrixnak nevezzik.

Egy A matrix LU felbontdsa tobbféleképp is lehetséges, az el6z6 példankban a fdatlobeli
elemekkel a sajat soruk végigosztisa eredményezte azt, hogy a felsd haromszogmatrix
foatlojaba csupa 1-es kertilt, ha ezeket a 1épéseket kihagyjuk, akkor az als6 haromszdgmatrix
foatlojaban lesz minden elem 1-es (alsé egység-haromszogmatrix). Természetesen ekkor a
generdld elemek soranak a megfeleld szamszorosat kell az alatta 1évd sorokbol kivonni a

kikiiszobolés érdekében:

10 100 2 6 4
T,=(-2 1 0|é T, =| 2 1 0] igy TTA=|0 3 -6
101 -1 0 1 02 -3
1 0 1 00 2 6 4
T,=/0 1 0|¢é T, =0 1 0| igy ,TA={0 3 -6
0 -2 0 21 00 1
és ezzel T,'T, ' T,T,A = A miatt
10 6 4 2 6 4
LU=| 2 1 3 —6|=| 4 15 2
-1 2 0 1| [-1 -1 -5
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egy masik lehetséges felbontas adodik.

Az T;, T, matrixok mindegyike egy Un. elimindciés matrix. Ezeket az jellemzi, hogy az
egységmatrixtol csak annyiban térnek el, hogy valamelyik, pl. k-adik oszlopukban szerepeld
nullak helyett mas érték is szerepelhetnek:

T, =E+t%e, ahol t =0

A példainkbol latszik és egyszertien ellendrizhetd, hogy egy eliminaciés matrix inverze a
foatlon kiviili elemek el6jelforditasaval megkaphato:

T,' =E-t"e,

Az elimindcios (kikiiszobdléses) technika egy masik alkalmazasat nézziik meg ezutan.

4. Matrixok diadikus felbontasa

Az A matrix LU felbontasabdl a matrixnak egy Un. diadikus felbontésa is kiolvashatd. A
diadikus felbontés azt jelenti, hogy a matrix diddok (oszlopvektor-sorvektor szorzatok, mas
szoval diadikus szorzatok) 0sszegére bonthato. Egy ilyen trividlis felbontés, ha a matrixot ugy
tekintjiik, mint az oszlopvektorainak sorvektorat, és megszorozzuk az egységmatrix
sorvektorainak oszlopvektoraval:

*

A=AE=[a a,..a,]| 7= ac,
k=1

*

e

n

Eliminécios technikaval is eldallithatunk (egy masik) diadikus felbontast. Vonjuk le az A
matrixbodl az elsd oszlop 1/a; 1-szeresének és az elsd sornak diadikus szorzatat!

(Y]

Legyen A=A
2 o 1 M L D @ 1 &) L, D
A=A-—7—(Ae) (e, A)=A———-(Ae ) (e, A) eczzel
* a
e Ae, Ll
o | 26 4] 2 2 6 4 1
A=| 4 15 2—% 42 6 4]=| 4 15 2|-| 2|2 6 4]=
-1 -1 =5 -1 -1 -1 -5| |-1

2 6 4] [ 2 6 4] [0 0 o0
=l 4 15 2|-| 4 12 8|=l0 3 -6
-1 -1 =5| |-1 =3 =2 |0 2 -3
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Ezt is tovabb bonthato:

3 @ 1 (2) L@ (2) 1 (2) L @
A=A-—F7G—(Aey)) (e;A)=A———(Ae,) (e, A)
* a
e, Ae, 2.2
0 0 O] 0 0 o] o
©) 1
A=0 3 —6—53[0 3 —6]=|0 3 —-6|-|1]0 3 —6]=
0 2 -3|] 7|2 02 -3| |2
0 0 o]foo o] [oo o] o
=10 3 -6|/-|0 3 —6|=/0 0 0|=|0]0 0 1]
0 2 -3/ 102 4] [0 0 1] [I

Mindezek alapjan az A matrix diadikus felbontésa:

1 0 0
A=| 2|2 6 4]+|10 3 —6]+[0[[0 0 1] amibéla diddok 3sszevonasaval éppen
—1 2 1
2 3

a hozzatartoz6 és megfelelé LU felbontast kapjuk:

1 0 0 6 4] [2 6 4
LU=| 2 1 0 3 —6|=| 4 15 2
-1 2 o 1| |-1 -1 -5

Egy u egységvektor sajatmagaval vett diadikus szorzata a sajat iranyara vetités matrixat
eredményezi, ugyanis ha

T=uu matrixot megvizsgaljuk, ahol uu=1

akkor y=Tx= uu'x. Vizsgaljuk meg az y képvektor i-edik koordinatajat!

Yi= Zuiukxk = [zukxk Jui = (u*X)ui
k=1 k=1
Emiatt uu'x = (u'x)u = (u|x)u, ahol mint tudjuk (u|x)u az x vektornak az u irdnyara vald
vetiilete.

5. Szalagmatrixok, savmatrixok, Hessenberg-alaku matrixok
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Egy A matrixot akkor neveziink m savszélességli szalagmatrixnak, ha 1étezik 1 < m <n-1 ugy,
hogy a f64atlotol m-nél ,,messzebb” 1€év6 elemek mind zérusok, azaz

a;j=0,haji—j|>m
Ha a savszélesség 1, akkor tridiagonalis matrixrol beszéliink. A tridiagonalis matrixok
kontinuans matrix néven is el6fordulnak. A foéatlo melletti atlokat also (i=j+1) és felsd

(1+1=7) mellékatlonak nevezziik.

Egy matrixot fels6 Hessenberg-matrixnak vagy felsé Hessenberg-alakiinak neveziink, ha az
als6 mellékatlo alatti elemei csupa 0-ak, azaz

a;j=0, hai>j+1

6. Pozitiv szemidefinit matrix: ha a komplex szdm-nesek minden térbeli x vektordra eleget
tesz a

(Ax |x)=0

egyenldtlenségnek Ha a szigoribb egyenldtlenség is teljesiil minden x # 0 vektorra, akkor a
matrix pozitiv definit.

7. Unitér matrix, ortogonalis matrix

Azokat a komplex elemli matrixokat, amelyekre a matrix inverze a transzponalt konjugaltja,
azaz U™ = U* teljesiil, unitér matrixoknak hivjuk, valés matrixok esetében pedig

u'=U azaz U U=E fennallasa esetén
ortogonalis (ortonormalt) matrixrél beszEéliink. Az ortonormalt matrixok oszlopvektorai
paronként ortogonalisak egymadsra és normajuk egységnyi, hiszen az U U = E 0sszefiiggés azt

jelenti, hogy u*j'Ui =(ui|uj) =6

Ha az U'U = E $sszefliggést balrdl megszorozzuk az U matrixszal és bal oldalra rendezziik,
majd felhasznaljuk az UE = EU nyilvanval6 6sszefliggést:

(UU -E)U=0

Emiatt (UU" - E ) sorvektorai mind ortogonalisak az u; vektorokra, igy ezek a sorvektorok
mind 0 vektorok, tehat:

UU =E
Ezek szerint, ha U oszlopvektorai ortonormaltak, akkor a sorvektorai is azok.
Ortonormalt matrix esetén

U]’ = (Ux | Ux) = (x| UUx ) = (x| Ex) = (x | x ) = ||x||
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lathatd, hogy az U matrixhoz tartoz6 U leképezés nem valtoztatja meg a tavolsagot (normat),
emiatt az U matrixhoz tartozé U leképezéseket forgatasoknak (ill. tiikkrozéseknek) nevezziik.

Ortogonalis matrixok szorzata is ortogonalis matrix lesz.
A bazistranszformacidt ismertetd részben emlitett T, forgatomatrix is ortogonalis.
Barmely ortogonalis matrix determindnsanak négyzete egységnyi, mert
-1 * 2

I1=[E[=]QQ|=/QQ [=IQ|
Azokat az ortogonalis transzformdaciokat, melyek matrixanak determinansa +1, valddi
ortogonalis transzformacionak (forgatas), azokat melyeké —1, pedig nemvalddi ortogonalis
transzformacionak nevezziik.
Van egy bizonyos tipusu ortogonalis matrix, amihez tartoz6 transzformaciot nem forgatasnak,

hanem elemi tlikr6zésnek (Householder transzformacid) hivunk. Ez minden vektort az origon
atmend q normalvektoru sikra (hipersikra) tiikkr6z, ahol

llqll>= 1, azaz q*q =1.
Matrixa:

Q=E-2qq’
alaku, ami nyilvan szimmetrikus:

Q =(E-2qq) =E -2(q)'q =E-2qq" =Q (emiatt Q inverze sajat maga!)
¢s ortogonalis:
QQ=QQ=(E-2qq')(E-2qq") =E-2qq 2qq +4qq’qq =E - 4qq" +4q(q’'a)q =E
Azt, hogy a tiikr6zés matrixa a fenti alaku, konnyen belathatjuk. Legyen adott az u normalt
vektor és legyen x tetszOleges vektor. Ha az x-et egy u normalvektort sikra tiikrozziik, akkor

x végpontjabdl az u iranyaban valamennyit el kell mozdulni.

Legyen tehat a tiikkrozott vektor x — Au alaku. Ennek a tiikrozés miatt a normaja nem
valtozik:

x|[x)=(x—Au|x—Au)

A skalaris szorzatot felbontva és felhasznalva u normalt voltat A =2(u | x ) = 2u'x adodik.
Tehat a tikorkép:

X — 2(u*x)u =x—2uu'x=Ex-2uu’x= (E - 2uu*)x =Qx

Itt kihasznaltuk az uu’ diadikus szorzat (u irdnyvektora egyenesre vetitési transzformacio)
uu X = (u x)u tulajdonsagat.
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Példaként tekintsik a @ =[ 1/3 2/3 2/3 ] normalt vektort. A segitségével felirt

©Ol— ol |~

matrix elemi tiikkrozést valosit meg.

Il
|
N=1ESERN-TENgRVCT ]

Olo ©O— o~

Ahogy a példankbdl is kiszamithato, az elemi tiikrozést végrehajtd ortogonalis transzformaciod
matrixanak determinénsa: -1

8. Regularis matrixok QR felbontasa

Az ortogonalis matrixok fontos szerepet kapnak a késdbb targyalando sajatérték-feladatokban.
Itt most azt vizsgéaljuk meg, hogyan lehet egy A matrixot ugy felbontani, hogy az egyik
tényezdje ortogonalis matrix legyen.

Egy reguléris A matrixnak mindig 1étezik QR alaku felbontasa, ahol Q ortogonalis matrix és
az R (right) matrix pedig fels6 haromszogmatrix. A Iétezést az alabb ismertetendd eljaras
egyben bizonyitja is. Otletként a Gram-Schmidt ortogonalizacios eljaras jut esziinkbe, ahol

egy fiiggetlen vektorrendszerbdl (itt az A matrix oszlopvektoraibdl) egy ortonormalt rendszert
konstrualunk.

frjuk fel a QR felbontast kovetkezoképp:

hy ha - Ny
[ ] B [ 0 r, ... n,
al aZ an - ql q2 qn .
0 O

rn,n

ami szerint az ayx vektorok a {qi,qa,...qn} ortonormalt vektorok linearis kombinacioi:
a, =n,q,
a, =1,q, t1,q,
an = rl,nql + r2,w1q2 +...+ rn,nqn

Az els6 egyenletbol

‘4 =rld'a. =2 ah [ , 1
aa =n,q,q,=nr, ahonnan r,=+a,a, e (, =—a
L1

Itt volt egy valasztasi lehetdségiink, éspedig r;; eldjele. Hasonld valasztasi lehetdségeink
lesznek a tovabbi Iépéseink soran is, ami azt mutatja, hogy a QR felbontas nem egyértelmdi,
pontosabban sz6lva, ha az rx elemek eldjelét mindig pozitivnak valasztjuk, akkor a felbontas
egyértelmi lesz.
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Legyen most b, =a, —7,q, ortogonalis vektor q; - re.
0=q,b, =q,a,-1,9,9, =q,a, -7, ahonnan r,=q,a, adodik.

Ha ezutéan a b, vektort normaljuk, megkapjuk q; - t:

: , 1
Vo= b,b, ¢ q,=—1D>,

oY)
Ezutan a; figyelembe vételével felirhatd bs vektor legyen ortogonalis q; és q; - re:
b, =a; —(r;q, +7,59,)
Az ortogonalitasi feltételek:

* * * * * * r1: I4
0=q,b;=q,a, -7;q,q, -1,,4,4, = 9,3, —7;; ahonnan 7 ;=q,a; adodik, ¢s

0=q,b; =q,a; —7,;,9,9, — 1,539,949, =q,8; — 7,4 ahonnan 73 =53,
Normalés utan kapjuk a Q matrix kdvetkezo oszlopat qs - at:

P , 1
13 =4/bsb; és q;=—Dh,

33
Az eljaras nagyobb méretli matrixokon hasonl6an folytathato.
Megjegyezziik, hogy a QR felbontas konstrudlasdra méas modszerek is 1éteznek, példaul elemi
ortogondlis transzforméciok sorozataval az A matrix felsd haromszogmatrix alakuva

transzformalhato.

9. Példa: Készitsiik el a kovetkez6 matrix QR felbontasat:

1
A=|-2 0 3
2 =2

Megoldas:

ro=aa =1 +(-2"+(2)°=9 azaz nr,=3 é q, :%

Ko
Il
|
W W W=
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Il
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S
=
Il
|
| \\® T > RN
+
|
WY W =
Il
|
Wl W wle

2
3
r22’2:(§)2+(—%)2+(—§)2=4 ahonnan r,,=2 és q,=|-3%
=
1 1
ns=lx —3% %] 3|=-1 ¢és ”23_[% -3 _%] 31=-1
1 1
1 1 21 |2
b, =a,—(r,q, +1,,q,) =| 3 |+| -3 |+| —5|=| 2
1 20 |-2 1
2
3
ry=2"+2"+1>=9 ahonnan r,=3 é q,=|%
1
3

Tehat a felbontas:

111 o2 203 -1 -1
-2 0 3|=|-2 -1 2|0 2 -1
2 -2 1 2 -2 {0 0 3

Mint emlitettik a QR felbontdst elemi ortogondlis transzformacidk (tiikrozések ill.
forgatasok) segitségével is eldallithatjuk.

Most a példabeli matrix Householder transzformacidokon (elemi tiikrozések) keresztiili QR
felbontasat mutatjuk meg. Szamitasi 1épéseink alapétlete az, hogy minden egyes 1épésben az
A matrixnak (ill. transzformaltjainak) foatl6 alatti elemeit oszloponként sorban kinullazzuk.
Jelolje a; az A matrix elsé oszlopvektorat. Keressiik meg azt az u; normalt vektort, mely egy
az origbn atmend sik (hipersik) normalvektora, és erre a sikra az a; vektor végpontjat
tiikkrozve (Q; transzformacid), a tiikdrpont éppen a legelsé koordinatatengely pozitiv felére
esik (azaz csak az elsO koordinatdja lehet 0-tol kiillonb6z0).

A feladat elemi vektorgeometriai ismeretekkel megoldhato.

Az a, vektor normaja: ||a1 || =+1+4+4 =3 ezért
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(O8]

€8
a,=Qa =0

0

Az a; és Qia; vektorok ,,atlaga” a végpontjaikat 6sszekotd szakasz felez6pontjaba mutat:

NIRRINE 2
f=—4-2|+0|t=|-1] ,
2
2] |0 1

az innen az a; végpontjaba mutaté vektor mar parhuzamos u;-el:

1 20 -1 -1
v,=a,—f =|-2|-|-1|=|-1| ahonnannormalassal ulzL —1| tehat
V3
2 1 1 1
2 2 =2 1 -2 2
leE_zuluT:E_% 2 2 -2 Z% -2 12
-2 -2 2 2 21
és ezzel:
" . 1 -2 2 111 3 -1 -1
A:QIA:E -2 1 2-|-2 0 3|=/0 -2 1
2 21 2 -2 1 0 0 3

ahol az els6 oszlop mar megfeleld alaku.

A kovetkezd 1épésben olyan elemi tiikrozést kell végrehajtani, ami az oszlopvektorok elsd
koordinatajat nem bantja, csak a masodik oszlopban a féatlo alatti elemeket nulldzza ki. Ez

azt jelenti, hogy valdjaban az el6zé Iépéssorozatot kell megismételni eggyel kisebb
(1)

dimenzidban, azaz az A matrix helyett annak elsé sora és elsé oszlopa elhagyasaval kapott

M

A1 minormatrixon. Ezt pedig Ggy érjiik el, hogy a tiikr6z6 sik normélvektoranak elsé ( a

kovetkezd menetben elsd és masodik stb.) koordinatajat 0-nak valasztjuk.

Mivel a mintapéldankban a masodik oszlopban a foatlo alatti elem mar 0, ezért csak arra kell
&) 0

ligyelni, hogy az a. masodik koordinatdja pozitiv legyen, amit az u, =| 1 | normalvektort
0

sikra valo tikkrozéssel érunk el.
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1 0 0

Q,=E-2u,u;={0 -1 0 és ezzel
0 0 1
3 -1 -1
(2) (1
R=A=Q,A=|0 2 -1
0 0 3

A kivant R alakot el is értiik, mar csak az van hatra, hogy az R=Q,Q;A 0sszefliggés ¢s az
A=QR 06sszevetésébol adodo

Q=Q/'Q,'=Q,Q;=Q,Q,

Osszefiiggés alapjan az ortogonalis Q matrixot felirjuk:

1 2 2
Q:%—Z -1 2
2 -2 1

A Q ¢és R matrix segitségével most is ugyanazt a felbontést kaptuk, mint korabban:

111 L2 23 -1 -1
-2 0 3|=|-2 -1 2|40 2 -1
2 -2 1 2 -2 {0 0 3

Megjegyezziik, hogy mindkét (Gram-Schmidt, Householder) felbontasi eljaras kivaldan
alkalmas az algoritmizalasra.

Hasonlosagi transzformaciok
Az n dimenzios linearis tér egy 0j bazisdnak vektorait foglaljuk 6ssze a T matrixban (amely

igy nyilvan regularis matrix). Az eredeti bazisban felirt x vektor 1) bazisbeli koordinatait —
mint korabban lattuk -

-1
x=TXx

modon kaphatjuk meg ( azaz x = Tx' ). Most vizsgaljuk meg azt az A transzformaciot, mely
az eredeti bazisban az x vektort y-ba viszi:

y = Ax
Az y vektor uj bazisbeli koordinatait

y=T'y szolgaltatja. Emiatt
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y=T'y=T'Ax=T'ATx' = AX'

tehat ugyanazt az A transzformaciét, melynek az eredeti bazisbeli matrixa A, a {t,to, ... t,}
bazisban mar a

A=T'AT

matrix irja le. Emiatt a T reguldris matrix segitségével felirt és az A méatrixon végrehajtott
T AT

transzforméciot hasonlésagi transzformacié-nak nevezziik.

A hasonlosagi transzformacio

a./ reflexiv (minden matrix hasonlé 6nmagahoz), azaz van olyan regularis T matrix (pl. T=E ),
mellyel

A=T'AT
b./ szimmetrikus, azaz ha A és B hasonlo, akkor B és A is az, hiszen
A=T'BTesetén B=(T")'A(T")
c./ tranzitiv, azaz ha A hasonl6 B-hez, és B hasonlo C-hez, akkor A hasonlo C-hez, mivel ha
A=P'BP ¢ B=Q'CQ,
akkor A=P' Q'CQP=(QP)'C(QP)=T'BT,ahol T=QP
d./ két tovabbi nevezetes tulajdonsaggal bir:
T'AT+...+T'AT=T"(A, +... + A)T
(T"'AT)*=T'A*T ahol k pozitiv egész.

A hasonlosagi transzformaciok kozott fontos szerepet kapnak azok, melyeknél a T matrix
specialis tulajdonsaga (haromszog-alaku, ortogonalis, stb.).

Amikor a T matrix ortogonalis, akkor az j bazis is ortonormalt. Az ortogonalis matrixokat
tobbnyire U=[u, uy, .. uy] -el ill. Q=[q1,q2, .. qu]-€l jeldlik, melynek vektorai ortonormaltak.
Az alkalmazasokban az ortogondlis hasonlosagi transzformacidok kovetkezd tulajdonségait
hasznaljak ki:

a./ ortogonalis matrixok szorzata is ortogonalis, azaz ha egymas utan ortogonalis matrixok
segitségével hajtunk végre hasonldsagi transzformaciot, akkor az egész transzformacids

sorozat egyetlen ortogonalis matrixszal végrehajtott hasonlosagi transzformacioval
helyettesithetd. Tehat

Q=Q:0Q:...Q., esetén
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Qu Qi -.Qi'AQiQ:...Q,= Q' AQ

b./ ortogonalis matrix segitségével végrehajtott hasonldsagi transzformécio az A szimmetrikus
matrix szimmetriajat megorzi, mert

A=Q'AQesetén A= (Q'AQ) =Q'A'Q"=QAQ=A

c./ ha A tetsz6leges négyzetes matrix, akkor talalhat6 olyan Q ortogonalis matrix, hogy a
Q AQ matrix felsd Hessenberg-alaku, azaz

tetszéleges négyzetes matrix hasonl6 egy felsd Hessenberg matrixhoz.

A Q ortogonalis matrix megkonstrualasahoz a QR felbontashoz hasonléan a Householder-
transzformdciokat (elemi tiikkr6zések) hasznalhatjuk fel.

Valasszuk meg a v\” = (0, v2'", ..., va")" normalt vektort ugy, hogy a
Qi =E - 2viV’

Householder-matrix segitségével felirt Q;A szorzatban az elsé oszlopban a 3. elemtdl kezve
minden elem 0 legyen (n-1 ismeretlen az n-1 egyenlethez). Ezutan képezziik az

A® = QlA(l)Ql matrixot, ahol AV =A .

Ez hasonl6 A-hoz, és a Q;-el valo jobbrol szorzas az elsé oszlopot nem valtoztatja meg, mert
Q, clsé oszlopa az e, egységvektor. [gy A® elsd oszlopa méar megfeleld alaku lesz.

Ezutan a v® = (0, 0, vs?, ..., Vn(z))* vektor koordinatait valasztjuk meg ugy, hogy a
A® = Q,A?PQ, matrix masodik oszlopa legyen megfeleld alaku.

Ez a transzformacio az elsé oszlopot nem rontja el! Az eljarast hasonléan folytatva n-2
1épésben a megfeleld felsd Hessenberg-alaku matrixhoz jutunk.

Ha als6 Hessenberg matrixsz4 akarjuk a négyzetes matrixunkat transzformalni, akkor
ugyanezt az algoritmust kell végrehajtani azzal a kiilonbséggel, hogy most az utolsé oszloppal

kezdjiik a fels6 mellékatlo feletti elemek kinulldzasat.

d./ Ortogonalis hasonlosagi transzformacidval egy szimmetrikus négyzetes matrix tridiago-
nalis alakra hozhato.

Ez ab./ és c./ egyenes kovetkezményeként adodik.

Példaként tekintsiik az
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2 -0,28 -0,96 0
A=[-028 0232 27224 szimmetrikus matrixot és a v =| 0,8 | normalt vektort.

-096 2,224 -0,232 0,6
Ekkor a
1 0 0
Q=E-2w =(0 -0,28 -096 ortogonalis tlikr6zé matrixszal végrehajtott

0 -096 0,28

hasonldségi transzformacioval az

2 1 0
A =QAQ=|1 1 2| matrix mar tridiagonélis lesz
0 2 -1

Linearis egyenletrendszerek, matrix kondicioszama
Sajatérték, sajatvektor

jon ..
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