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1. ALGORITMUSOK MUVELETIGENYE

Az eldadason ismertetésre keriilé adatszerkezeteket és algoritmusokat mindig jellemezni
fogjuk a hatékonysag szempontjabol. Az adatszerkezetek egyes dbrazoldsairdl megallapitjuk a
helyfoglalasukat, az algoritmusokndl pedig a miiveletigényt becsiiljiik. Altalaban
megelégsziink mindkét adat nagysagrendben kozelito értékével. A miiveletigény szdmitasakor
eleve azzal a kozelitéssel éliink, hogy csak az algoritmus meghataroz6 miiveleteit vessziik
szamitasba. Egy miiveletet meghatarozonak (dominansnak) mondunk, ha a tobbihez képest
jelentds a végrehajtasi ideje valamint a végrehajtasainak szama. (Altalaban kijelolhetd
egyetlen meghataroz6 miivelet, amelyre a szamitast elvégezziik.) A miiveletigényt végso
soron jol jellemzi a kiszemelt miivelet végrehajtasainak szama, hiszen az egyes miveletek
végrehajtasi ideje géprél-gépre valtozhat. Igy az ilyen modon, tobb kozelitéssel kiszamolt
miveletigény (1épésszam) nagysagrendben jol jellemzi az algoritmus tényleges futasi idejét.

1.1. A buborékrendezés miiveletigénye

Eloszor is fogalmazzuk meg a rendezés altalanos feladatat! Egy adott A[1..n] tdmb
elemeit kell (novekvden) rendezniink, ahol az elemek tipusa olyan, hogy kozottiik teljes
rendezés értelmezhetd, pl. egész vagy valds szamok, tobb byte-os szavak, vagy olyan
rekordok, amelyeket egy (vagy esetleg tobb) meghatarozott mezo6jiikk alapjan kell sorba
rendezni. Tehat nem csak a tomb mérete lehet nagy, hanem maguk az elemei is.

A feladat egyik — kozismert és kis hatékonysagi — megoldasa a buborékrendezés. Az
eljaras miikodésének alapja a szomszédos elemek cseréje, amennyiben az eldl alld6 nagyobb,
mint az utana kovetkez6. Az els6 menetben a szomszédos elemek cseréjével
"felbuborékoltatjuk" a legnagyobb elemet a tomb végére. A kovetkezO menetben ugyanezt
tessziik az eggyel rovidebb tombbel, és igy tovabb. Utoljara még a tomb elsé két elemét is
megcseréljiik, ha sziikséges. Az (n—1). menet végére elérjiik, hogy az elemek nagysag szerint
novekvo sorban kdvetik egymast. A rendezés struktogramja az 1.1. abran lathato.

(BuborékRendezés (A1 ..n]))

j=n

j=>2
=1
i<j-1
Ali] < Afi+1]
SKIP | Csere (A[i], A[i+1])
=i+l

j=j1

1. 1. abra. A buborék rendezés algoritmusa



Az egyszerliség kedvéért itt a Csere miivelet (nyilvanvald) megvaldsitasat nem
részletezziik.

Az algoritmus miiveleteit két kategoriaba sorolhatjuk. Az egyikbe tartoznak a két
ciklusvaltozéra vonatkozd miiveletek, a masikba pedig az A tdmb szomszédos elemeinek
Osszehasonlitdsa és cseréje. Nyilvanvald, hogy az utobbiak a meghataroz6 miiveletek.
Egyrészt végrehajtasuk 1ényegesen nagyobb id6t vesz igénybe, mint a ciklust adminisztralo
utasitasoké (kiilonosen, ha a tomb elemeinek mérete jelentds), masrészt mindkét utasitas a
bels6é ciklusban van (még ha a csere feltételhez kotott is), igy végrehajtasukra minden
iteracios lépésben sor keriil(het). Ezért az 6sszehasonlitasok, illetve a cserék szamat fogjuk
szamolni. Ha ezt a dontést meghoztuk, érdemes az algoritmusban szerepld ciklusokat
tomorebb, attekinthet6bb formaban (For-ciklusként) Gjra felirni. Ez a valtozat lathato a 1.2.
abran.

(BuborékRendezeés (A[1..n)))

forj=nto 2 by -1

fori=1toj-1
Ali] <A[i+1]
SKIP | Csere (A[i], A[i+1])

1.2. abra: A buborék-rendezés (For-ciklusokkal)

A szamolast az egyszeriiség kedvéért kiilon-kiilon végezziik. Nézziik el0szor az
dsszehasonlitasok — O(n)-nel jeldlt — szamat. A kiilsd ciklus magja (n—1)-szer hajtodik végre,
a belsé ciklus ennek megfelelden rendre n—1, n-2, ..., 1 iteracidt eredményez. Mivel a két
szomszédos elem Osszehasonlitisa a belsd ciklusnak egy olyan utasitasa, amely mindig
végrehajtodik, ezért

OM)=(n-D+(-=2)+...+1=n(n-1)/2=n?/2-n/2.

Az 1.3. pontban precizen bevezetjik majd azokat az aszimptotikus fogalmakat ¢&s
jeloléseket, amelyekkel a miiveletigény nagysagrendjét jellemezziik. Az Osszehasonlitasok
szamara ennek megfeleléen azt mondjuk majd, hogy értéke nagysagrendben n” és ezt igy
jeloljiik:

O(n) =O(n%).

Megjegyezzilk, hogy az 0Osszehasonlitisok szdma a bemend adatok barmely
valtozo az adatok fliggvényében. Ilyenkor els6sorban a végrehajtasok maximalis €s atlagos
szamara vagyunk kivancsiak, de a minimalis végrehajtasi szamot is gyakran meghatarozzuk,
bar ennek altalaban nincs jelentdsége. Ha T(n)-nel jeloljik a miiveletigényt, akkor annak
minimalis, maximalis €s atlagos értékét rendre mT(n), MT(n) és AT(n) jeloli.

Vizsgaljuk meg most a cserék — Cs(n)-nel jelolt — szamat! Ez a szam mar nem allando,
hanem a bemend adatok fiiggvénye. Nevezetesen igaz az, hogy a cserék szama megegyezik az
A tomb elemei kozott fennallo inverzidk szdmaval:

Cs(n) =inv(A).



Valoban, minden csere pontosan egy inverziot sziintet meg a két szomszédos elem kozott, Gijat
viszont nem hoz létre. A rendezett tombben pedig nincs inverzio.

Ha a tomb eleve rendezett, akkor egyetlen cserét sem kell végrehajtani, igy a cserék
szdma a legkedvezdbb esetben nulla, azaz

mCs(n) = 0.

A legtobb cserét akkor kell végrehajtani, ha minden szomszédos elempar inverzidban all,
azaz akkor, ha a tomb éppen forditva, nagysag szerint csokkend mdédon rendezett. Ekkor

MCs(n) = n(n—1)/2 = ®(n*).

A cserék atlagos szamanak meghatarozasahoz eldszor is feltessziik, hogy a rendezend6
szamok minden permutécidja egyforman valdszini. (Az atlagos miiveletigény szamitasdhoz
mindig ismerni kell a bemend adatok valdsziniiségi eloszlasat.) Az éaltalanossag megszoritasa
nélkiil vehetjiik ugy, hogy az 1, 2, ..., n szdmokat kell rendezniink, ha elfogadjuk azt a
szokasos egyszertlsitést, hogy a rendezendo érté¢kek mind kiilonbozok.

A cserék szamanak atlagat nyilvanvaloan ugy kapjuk, hogy az 1, 2, ..., n elemek minden

V4

ACs(n) = 1 > inv(p),
! pePerm(n)

ahol Perm(n) az n elem &sszes permutacioit jeldli. Az dsszeg meghatarozasanal nehézségbe
iitkozlink, ha megprobaljuk azt megmondani, hogy adott n-re hany olyan permutacié van,
amelyben i szdmu inverzio talalhato (0 <i<n(n-1)/2). Ehelyett célszerli péarositani a
permutaciokat ugy, hogy mindegyikkel parba allitjuk az inverzét, pl. az p=1423 és a
pT= 13241 alkot egy ilyen part. Egy ilyen parban az inverziok szama egyiitt éppen a lehetséges
(;)—t teszi ki, pl. inv(1423)+inv(3241)=4+2 =6. Az allitds igazolasara gondoljuk meg,
hogy egy permutacioban két elem pontosan akkor all inverzidoban, hogy ha az inverz

permutacioban nincs kozottiik inverzio. frjuk le gondolatban mind az n! permutaciot kétszer
egymas mellé egy-egy oszlopba, a mondott ﬁ)érositésnak megfeleléen. Ekkor minden sorban a

két permutacid inverzidinak szama egyiitt (; , gy

n n
ACS(n):ZmV(p)+ZmV(p )_\2) 2 :n(n—l):®(n2)_
2n! ol 2 4

A cserék szaménak atlaga tehat a legnagyobb érték fele, de nagysagrendben ez igy is n*-es.

Az elemzés eredménye az, hogy a buborék-rendezés a legrosszabb ¢€s az atlagos esetben is
— mindkét meghatérozé miivelete szerint — nagysagrendben n’-es algoritmus.

Megjegyzés: A rendezés egy fontos és a gyakorlatban nagyon gyakran felmeriil6 feladat, ezért
a késobbi fejezetek soran még visszatériink ra, tobb kiilonbdzd megoldasi modszert,
algoritmust mutatunk be.

1.2. A Hanoi tornyai probléma megoldasanak miiveletigénye

A kovetkezd algoritmus, amelyet elemziink, a Hanoi tornyai probléma megoldéasa. A
probléma régrol ismert. Adott harom rud és az elsén n darab, felfelé¢ egyre csokkend méretii
korong, gy, ahogyan a 1.3. abran lathato n = 4 esetére.



1.3. abra: A Hanoi tornyai probléma kiindul6 allapota

A feladat az, hogy a korongokat at kell helyezni az 1-es rudrol a 2-esre a 3-as rad
felhasznalasaval, oly modon, hogy egyszerre csak egy korongot szabad mozgatni €s csak nala
nagyobb korongra, vagy iires ridra lehet athelyezni.

A feladatnak tobb kiilonbdz6 megoldasa van, koztik olyan (iterativ) heurisztikus
algoritmusok, amelyek a mesterséges intelligencia teriiletére tartoznak. Itt a szokdsos rekurziv
algoritmust ismertetjiik.

Szamitdgépes programok, algoritmusok esetén akkor beszéliink rekurziorol, hogyha az
adott eljaras vagy fliggvény (algoritmus) a miikddése soran ,,meghivja dnmagat”, vagyis a
szamitas egyik 1épéseként onmagat hajtja végre mas bemeneti adatokkal, paraméterekkel.

Sok hasznos algoritmus rekurziv szerkezetli, és tobbnyire az Un. ,,0szd meg és uralkod;j”
elv alapjan mikodnek. Ennek a lényege az, hogy a feladatot tobb részfeladatra bontjuk,
amelyek egyenként az eredetihez nagyon hasonléak, de kisebb méretiick, kdnnyebben
megoldhatok. Ezeket ezutan hasonld modon (rekurzivan) tovabbi — egyre kisebb ¢€s kisebb —
részekre osztjuk, majd végiil csak a mar kellden kicsi részfeladatokat oldjuk meg kozvetlen
modon. (Ez a Iépés gyakran egészen trividlis.) Ezutan a rekurziv hivési rendszer alapjan
,visszafel¢” haladva minden I€pésben Osszegezziik, Osszevonjuk az eredményeket, a
részfeladatok megoldasat. Igy az utolso 1épésben megkapjuk az eredeti feladat megoldésat.

A mddszer elnevezése onnan ered, hogy a rekurzié minden szintjén harom alapvetd 1épést
hajt végre:

— felosztja a feladatot tobb részfeladatra,

— uralkodik” a részfeladatokon rekurziv modon valé megoldasukkal (amennyiben a
feladat mérete kellden kicsi, kozvetleniil megoldja),

— Osszevonja a részfeladatok megoldasat az eredeti feladat megoldasava.

Ennek az altalanos elvnek megfeleloen a Hanoi tornyai probléma rekurziv megoldasi
modszerének 1ényege a kdvetkezo:

1. A fels6 n — 1 korongot helyezziik at az 1-es rudrol a 3-asra a megengedett 1épésekkel ugy,
hogy a 2-es rudat vessziik segitségiil.

2. Az egyediil maradt als6 korongot tegyiik at az 1-es rudrdl az iires 2-esre.

Vigyiik at a 3-as rudon talalhatdo n— 1 korongot a 2-esre az 1-es rad igénybe vételével,
hasonl6an ahhoz, ahogyan az 1. pontban eljartunk.

Az 1. és 3. lépésben szerepld n—1 korongot hasonld szemlélettel n—2 és 1 korong
mozgatasara bontjuk, és igy tovabb.



A rekurziobol vald "kijarat" megfogalmazasa természetes modon egyetlen korongra
adodna: ha n =1, akkor egyszeriien tegyiik at a korongot a rendeltetési helyére. Egyszeriibb
formaju algoritmust kapunk, és szamolni is kdnnyebb, ha "még lejjebb" adjuk meg a kijaratot
a rekurziobol : ha n = 0, akkor nem kell semmit sem tenniink. Erre az ad lehetSséget, hogy igy
az n=1 eset is kezelhet6 a fenti harom 1épéssel: az 1. és a 3. 1épés liressé¢ valik, a 2. 1épés
pedig tartalmazza az elemi athelyezés miveletét.

frjuk meg ezutan az eljarast! A Hanoi (n,i,j,K) rekurziv eljaras n szamu korongot atvisz az
i-edik rudrél a j-edikre, a k-adik rad felhasznalasaval. Az eljarast "kivilr6l" a konkrét
feladatnak megfeleld6 paraméterekkel kell meghivni, pl. az abran lathaté esetben igy:
Hanoi (4,1,2,3). Az eljaras struktogramja a 1.4. abran lathatd. Vegyiik észre, hogy a rekurziv
eljaras dnmagat hivja egészen addig, amig n nagyobb nullandl. Amikor n =1, akkor is ez
torténik, de a rekurziv hivasok végrehajtasa az n=0 4agon mar egy-egy iires utasitast
eredményez. Az Atrak (i,j) utasitas jeloli azt az elemi miiveletet, amellyel egyetlen korongot
attesziink az i-edik radrol a j-edikre.

( Hanoi (n,i,j,k) )

n=20
S Hanoi (n — 1,i,k,j)
II< Atrak (ij)
P Hanoi (n — 1,k,j,i)

1.4.abra A Hanoi tornyai probléma megoldasa

Most kiszamitjuk az n korong atpakoldsdhoz sziikséges 1épésszamot. Az algoritmus
rekurziv megfogalmazésa szinte kindlja az atrakésok szamdara vonatkozo rekurziv egyenletet:

)= 2T(n—-1)+1, han>1,
B 0 , han=0.

Ha kiszamitjuk T(n) értékét néhany n-re, akkor azt sejthetjiik, hogy T(n)=2" —1. Ezt teljes
indukcioval kénnyen bebizonyithatjuk.

Azt kaptuk, hogy a Hanoi tornyai egy exponencialis miiveletigényli probléma:
T(n)=0(2"). A legenda szerint Indidban, egy 6si varos temploméban a szerzetesek ezt a
feladatot 64 korongra kezdték el valamikor megoldani azzal, hogy amikor a rakosgatas végére
érnek, elkovetkezik a vilag vége. Ha minden korongot 1 mp alatt helyeznek at, akkor a 64
korong teljes atpakolasa nagysigrendben 600 millidrd évet venne igénybe. Ha 10~° mp-cel
szamolunk (ami mar a szamitogépek sebessége), akkor is nem egészen 600 ezer évre lenne
szlikség a korongok atrendezéséhez.

" Altaldnos szabalyként jegyezziik meg azt, hogy a rekurziobol valé kijaratot ,.engedjiik minél lejjebb”, azaz a
szoban forgd valtozo minél kisebb értékére probaljuk azt megvalositani (pl. fent a kinalkozo n=1 helyett n=0-ra).
Arra toreksziink tehat, hogy minél kisebb legyen az a részfeladat, amelyet mar kozvetleniil oldunk meg.



1.3. Fiiggvények aszimptotikus viselkedése

Kiszamitottuk két algoritmus miiveletigényét a bemend adatok szamanak fiiggvényében.
Szeretnénk a jovében pontos matematikai fogalmakra tdmaszkodva beszélni az algoritmusok
hatékonysagarol. Ebben a pontban ennek megalapozasa torténik. Elészor is alkalmasan
megvalasztjuk az algoritmusok végrehajtasi koltségét, miiveletigényét, ill. 1épésszamat jelentd
fliggvények értelmezési tartomanyat és értékkészletét.

A tovabbiakban legyen f (g, h stb.) olyan fiiggvény, amely a természetes szamok halmazan
van értelmezve és nem-negativ valos értékeket vesz fel:

f:N>R,,
ahol N=1{0,1,2,...}.

Most definialjuk egy adott g fiiggvény esetén azon fiiggvények osztalyat (= halmazat),
amelyek nagysagrendben nem nagyobbak, ill. nem kisebbek, mint g, tovabba g-vel azonos
nagysagrenduiek.

1.3.1. Definiciok
1. Egy adott g fiiggvény esetén O(g)-vel jeloljiik fiiggvényeknek azt a halmazat, amelyre
O(g) ={f :Iétezik ¢ > 0 és n, = 0Ggy,hogy minden n > n, esetén f (n) < cg(n)}
teljesiil. Ha f €O(g), akkor azt mondjuk, hogy g aszimptotikus fels6 korlatja f-nek.

Ebben az esetben szokasos modon inkabb az f =0O(g) jelolést alkalmazzuk. Valamint
hasznaljuk a kovetkezo fiiggvényhalmazt is:

o(g) = {f : minden ¢ > 0 esetén 1étezik n, > 0,hogy minden n > n, esetén f(n) <cg(n)}
2. Hasonloan, jeldlje €2(Qg) azon fiiggvények halmazat, amelyekre
Q(Qg) ={f :1étezik c > 0 ésn, > 0 ugy,hogy minden n > n, esetén f(n)>cg(n)}

all fenn. Ha f € Q(g) — szokasos jeloléssel f =Q(g) —, akkor azt mondjuk, hogy ¢
aszimptotikus also korlatja f-nek. Az itt megjelené masik fliggvényhalmaz pedig:

®(9) ={f : minden ¢ > 0 esetén létezik n, > 0, hogy minden n > n, esetén f(n) >cg(n)}
3. Végil, ©(g)jeloli azt a fiiggvény-osztalyt, amelyet a
0(g) ={f :1étezikc ,c, > 0ésn, > 0,hogy minden n > n, eseténc,g(n) < f(n) <c,g(n)}
Osszefiiggés ir le. Ha f € ®(g) — szokasos jeloléssel f =®(g) —, akkor azt mondjuk,
hogy g aszimptotikusan éles korlatja f-nek.

A definiciok alapjan teljesiil a kovetkezd egyenldség:

©(9) = 0(9) N €A9).

Ha egy tetszOleges, rogzitett g fliggvényt tekintlink, akkor a tobbi fiiggvény altalaban
besorolhatd a most definialt osztdlyok némelyikébe. Azonban fontos megjegyezniink, hogy
vannak nem 6sszehasonlithato fliggvények is, pl. g(n) =1 és f(n)=n(l+sinn),ill. g(n)=n
és f(n)=n
pedig f =Q(g) nem teljesiil. A nagysagrendi viszonyokrol szemléletes képet ad az 1.5. abra.

1+sinn

minden n-re. Ezekre ugyanis konnyen belathato, hogy sem f =0(g), sem



o(9)
Q@) —

0(9)

o(g)—
o(9)

1.5. abra: A fiiggvényhalmazok egymashoz vald viszonya

Megjegyzés: A fiiggvények aszimptotikus viszonyainak jelen vizsgélatadhoz az szolgal alapul,
hogy kelléen nagy méretli bemenet esetén egy algoritmus futdsi idejének (ill. az azt leird
fliggvénynek) csak a nagysagrendje lényeges. Viszonylag kis méretli bemeneteket leszamitva
tehat az aszimptotikusan leghatékonyabb algoritmus lesz a ténylegesen leggyorsabb!

1.3.2. Visszavezetés hatarértékekre

Valamely adott f és g fliggvény aszimptotikus viszonyat a lim% hatarérték —
n—oo g n
amennyiben létezik — a kdvetkezOképpen hatarozza meg:
0,va .
1. Ha limw:{ d , akkor f =0(Qg). hmmzo esetén f =o0(Q).
Nn—o0 g(n) c>0 n—o0 g(n)
,va .
2. Ha limmz{Oo o , akkor f =Q(g). hmw =0 esetén f =w(Q).
n—w g(n) c>0 n—>o0 g(n)

3. Ha limm=0>0,akkor f=0(9).
"> g(n)

I,ha n=1(mod?2)
2,ha n=0(mod2)’

és g(n) =1 minden n-re, akkor nem létezik a hatarérték, de a két fiiggvény aszimptotikus
viszonya mégis megallapithato, ebben az esetben f =©(Q).

Megjegyzés: A lim% hatarérték altalaban létezik, de pl. ha f(n) ={
n

nN—o0

1.3.3. L’Hospital szabaly alkalmazasa
Mikor adott f és g fliggvényekre lim f(n) = és limg(n) =, és mindkét fiiggvény valds

f(n)

kiterjesztése differencialhatd, akkor gyakran alkalmazzuk a L’Hospital szabalyt a limm
hatarérték meghatarozasara:

fim ) _ fiy £

n—o g(n) n—o0 g (n)




1.3.4. Tulajdonsagok

A 0,0,0,0,Q jeloléseket fiiggvények kozotti binaris relacioként is felfoghatjuk (pl.
O={(f,g): f =0(g)}). igy a relaciokra vonatkozé ismert definiciok értelmezheték rajuk,
¢s belathatok a kovetkezd allitasok:

L.
. 0,0,Q reflexivek: pl. f =Q(f).

2
3
4
5

0,0,0,,Q tranzitivak: f, g, h fiiggvényekre pl.: f =w(g)A g=w(h)= f =w(h).

. ® szimmetrikus: f =0(g) < g =0(f).
. O ¢és Q, valamint o és @ ,felcserélten szimmetrikusak: pl. f =0(g) < g=Q(f).

. Rogzitett h fiiggvény mellett O(h), o(h),®(h), @(h),Q(h) halmazok zartak az Gsszeadasra

és a (pozitiv) szammal val6 szorzasra nézve: pl. f =w(h)rg=w(h)= f +g=w(h); és
f =w(h)rc>0=cf =w(h).

Osszegben a nagyobb fliggvény hatirozza meg az aszimptotikat: max{f,g} =0O(f +g).
(Itt a max jelolés az aszimptotikusan nagyobb fiiggvényt jelenti.) Ha ezt a szokasos alakot
atirjuk az f + g = ®(max{f,g}) formaba, akkor kdnnyen kiolvashato bel6le az, hogy egy
szekvencia miiveletigényének nagysagrendjét a nagyobb miiveletigényli tag hatirozza
meg.

1.3.5. Fiiggvényosztalyok

A fenti 1., 2. és 3. tulajdonsagok miatt ® — mint bindris relacié — ekvivalenciarelacio a

fliggvények halmazan, tehat osztalyokra bontja azt. Az egyes osztalyok reprezentalhatok a
legegyszertibb fiiggvényiikkel, pl.: ©(1),®(n),O(n*), @(\/ﬁ ) I

Megjegyzés: A gyakorlatban — amennyiben nem okoz félreértést — az egyszertiség kedvéért a
9, 0(9), 0(9), ©(9), @(9), £(g) jeldlések helyett gyakran a g(n), O(g(n)), o(g(n)),

O(g(n)), m(g(n)), Q(g(n)) jeloléseket hasznaljuk. igy pl. a 3n? +7n=0O(n*) jelentése:
f =®(h), ahol f(n)=3n>+7n és h(n)=n’ minden n-re.

Néhany tovabbi — kdnnyen belathato — tulajdonsag:

— Polinom esetén a legnagyobb foku tag a meghatarozo (lasd: fenti 6. tulajdonsag):
an“+a_n“'+---+an+a, =0(n").

— Barmely két (1-nél nagyobb) alapszamu logaritmikus fliggvény aszimptotikusan
egyenértéki: log, n=0(log, n) (a>1 ¢és b>1). Ezért az alap feltiintetése nem
sziikséges: log, n = ©(logn)

— Hatvanyfliggvények esetén kiilonb6zo kitevok kiilonbozo fiiggvényosztalyokat jeldlnek
ki: a>0 és £>0 esetén n® =0(n**) és n® = O(N*"*), vagyis n* =o(n*"*).

1.3.6. Nagysagrendek

Néhany jellegzetes, és a gyakorlatban gyakran el6forduld fiiggvény menetét és egymashoz

viszonyitott aszimptotikus nagysagrendjét szemlélteti az 1.6. dbra (nem mérethiien, féleg nem
az origd kozelében). Ezek aszimptotikusan mind kiilonbozoek.



A hatvanyfiiggvények egyik — az 4abran is lathaté — fontos tulajdonsaga, hogy
barmely a > 1 kitevd esetén n” az n-logn ésaz a" (a>1) kozé, mig ha 0 <a <1, akkor n”
a logn és az n kozé esik aszimptotikusan.

N3 2
n n
n! nlogn n
n 12
log n
1.6. abra. A gyakran eléfordul6 nagysagrendek
1.3.7. Példék algoritmusok aszimptotikus futasi idejére
— Verem vagy sor barmely miivelete )
— Logaritmikus keresés O(logn) (= \_log2 nj +1)
— Linearis keresés ®(n)
— Kupacrendezés O(n logn)
— Buborékrendezés o(n*)
— Matrixszorzés o(n?)
— Hanoi tornyai 02"

1.3.8. Az aszimptotikus jelolések hasznalata

1. Gyakori hiba, hogy algoritmusok miiveletigényének jellemzésekorO-t hasznalnak, de
® -t értenek alatta. Az igy leirt egyenlOség altalaban igaz, de mast (kevesebbet) fejez ki,
mint amit a kozI6 ért alatta. Pl. a buborék rendezésre igaz, hogy MT(n)=0(n?), de

tobbet mond az, hogy MT(n) =O(n?).

10



2. A T(n) jelolés hasznalata is hibat rejthet. T(n) az Osszes lehetséges futasi idét magaban

3.

foglalja, amelyek nagysagrendben kiilonbozéek lehetnek. Pl. ahogy korabban lattuk, a
buborék rendezésre igaz (Cs helyett most T-vel), hogy: MT(n)=0O(n*) és
AT(n)=0(n%). A legkedvezsbb esetben azonban nincs csere, vagyis mT(n) = 0. Ekkor
a T(nN)=0(n’) (feliiletes) kijelentés nem igaz, helyette a T(n)=0(n’) kijelentést
kellene hasznalni, mely az 0Osszes esetre helyes lesz. De ez kevesebb informaciot
tartalmaz, mint a fenti két egyenldség, ezért ajanlatos MT (n) -t és AT (n) -t hasznalni.

Néhany tipikus hasznalat:

a) 2n*+3n+1=0(n%), 3n+1=0(n%), de 3n+1=0(n%)

b) 2n* +3n+1=2n>+0O(n)=O(n%)

¢) A logaritmikus keresés futasi idejére fennall a kdvetkezo (kozelitd) rekurziv egyenlet:

T(n) =T(g] +0(1).
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