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1. Fiiggvények hatarértéke >

F1.

F2.

F3.

F4.

F5.

Fé6.

1. Fliiggvények hatarértéke

1.1. Szamhalmaz torlédasi pontja

Adjon meg olyan A C R halmazt, amelyre
(a) A" ={-2,3}; (b) A’ =N.

Van-e olyan A C R halmaz, amelyre A’ = {1 | n € N}?
Legyen () # A C R. Igazolja, hogy ha sup A € A, akkor sup A € A’.

1.2. Fiiggvény hatarértékének az értelmezése

Legyen f valds-valos fiiggvény. Mit jelent az, hogy

(a) lim f =7, (b) lim f # 7;
() lim f(z)=—1; (d) lim fz)=—1L
(e) lim f(z) = —oo; (F) lim f = 400
(g) lim f(z)=-1; (h) lim f=—1.
(i) lim f(z) = +oo; (j) lim f=—oc
(k) lim f(z) = +o0; (1) lim f=

Kornyezetekkel és abszolut értékkel is fogalmazza meg ezeket az allitasokat!
Adjon meg olyan fliiggvényeket, amelyekre a fenti relaciok teljesiilnek.

Pozitiv allitas formajaban fogalmazza meg azt, hogy az f € K — K fiiggvénynek
az a € D; pontban

(a) nincs hatérértéke; (b) A € K nem hatarértéke.

A definicié alapjan lassa be, hogy
(a) minden a € R esetén lim 2" = o™, ahol n = 1,2,3,... ;

r—a

(b) lim 2" =400, han=1,2,3,...;

T—+00

(¢) lim z"=

r——00

+00, han=24,6,...
—o0o han=1,3,5,..;

(d) minden a € R\ {0} esetén lim = = =, ahol n =1,2,3,... ;



6 1. Fiiggvények hatarértéke
(e) hr+n +—=0= lim 5, han=1,2,3,...;
h =1,3,5,...
(f) hm Ln ﬂ? an ? =
z=0"" | =400 han=246,....
F7. A definici6 alapjan igazolja, hogy
(a) lim 7?2 = 4; (b) lim VT =2
o 1
(c) lim sin z = 0; (d) lim x sin — = 0;
x—0 70 T )
(e) lim T 1; (f) lim T _ ),
x—0 X r——+400 €T
F8. A definici6 alapjan hatarozza meg az alabbi hatarértékeket:
(a) lim — b) tim & !
a) lim : )
z—>01—|—1” ():13111%2.1'24—1’
4 2
(c) Tim =20 =3, (d) lim v/2z 1 5;
=1 12 — 3x 4 2 r=2
2?2 — 51+ 6 2?2 —1
li ; f) 1l :
© Iy s o —a 12 0 fim oy
F9. Legyenaaz f € R — R fliggvény értelmezési tartoméanyanak torlodasi pontja.
Tegyiik fel, hogy 1éteznek olyan (x,(ll)) :N — Dy \ {a} és (:ch(f)) N — Dy \{a}
sorozatok, amelyre
li 1) — (2) — 4 li (1) li (2)
Jm ap? = hm 2P =a & lhm f(z7) # lm f(z;7)
teljesiil. Mutassa meg, hogy az f fliggvénynek nincs hatdrértéke az a € D}
pontban.
F10. Bizonyitsa be, hogy az alabbi hatarértékek nem léteznek
(a) lim sign (x); (b) lim 1
z—0 T—0 T
1.3. Fiuggvény hatarértékének meghatarozasa
1
F11. Legyen fi(z) := z, folw) := @, fy(w) = 2% fu(z) == — (¢ € R\ {0}).

Hatarozza meg lir}rq fi(z)-et i = 1,2,3,4-re. Azutan vizsgédlja a kovetkezd
T—1T00

fiiggvények hatarértékét +oo-ben:

hdfoo fi=foo fi—=fss filfes fi/fs, fo-fo, fiefa, f3- fa
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F12.

F13.

Mj1.

F14.

Legyen p(z) := g + oz + - - - + ™ (x € R), ahol o, ..., a, € R és o, # 0.
Mutassa meg, hogy
(a) minden a € R esetén lim p(x) = p(a);

r—a

(b) Tim_p(x) = sign (an)(+0),

T—-+00

(¢) lim p(z) = (=1)"sign (o )(+00).
Hatarérték szempontjabdl vizsgalja meg a racionalis tortfiiggvények (két poli-
nomfiiggvény hanyadosa) hatarértékét +oo-ben és —oo-ben.

Kritikus hatarértékek vizsgalata. Fiiggvények hatarértékének a meghaté-
rozasanal , szerencsés esetekben” alkalmazhatjuk a hatarérték és a miiveletek
kapcsolatara vonatkozé (igen altalanos!) tételiinket. FEzek az eredmények
akkor hasznalhatdk, ha a tételben szereplé K-beli A+ B, AB, A /B miiveletek
értelmezve vannak. Ha valamelyik miivelet nincs értelmezve, akkor a megfelel6
fiiggvények hatarértékérol altalaban semmit sem mondhatunk. Ezeket a kri-
tikus hatarértékeket roviden a

+o00

0
400’ 0

(+00) 4+ (=00), 0 (F00),

szimbolumokkal szoktuk jelolni. Ilyen esetekben a sorozatoknal méar megismert
»,modszert” kovethetjiik: a kritikus hatarértéket ,, valamilyen médon” (alkal-
mas azonossagok felhasznéldsdval) megprobédljuk nem kritikus hatarértékre
atalakitani.

Szamitsa ki az kovetkez6 hatarértékeket:

?+r+1 -

b) 1 N
(@) lim T )l = (n € N);
202 + 1 22 1
(¢) lim ——r 1 (@) lim L2+l
z—to0 312 — 20 + 5 z——oo 7%+ 1000
™ —1
(e) lim —— (m,n € N);

(f)hm< no mm) (m,n € N);

e—1\1—2" 1-—u
b
(2) il_}ﬂ%(m i [T 1) (a és b valés paraméter);

(h) lirr(l)x [1], ahol [z] az = € R egész részét jeloli;
L. -zt
() i 5 =%
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1. Fiiggvények hatarértéke
F15. Hatarozza meg az alabbi harértékeket:
. Vi+ax—1 . Vr—1-2
(a) im ———; (b) im —;
z—0 T T—3 r—95
2
) 1 1= 2
(c) lim — - ; (d) i YIT2—V .
20 T+ b5 — — 1 =040 14z —1
X —1 Vitz—1
(e) lim Ve (m,n € N); (f) lim vitr—=1 (n € N);
z—1 Y —1 z—0 xT
F16.

Milyen a,b € R mellett igaz az, hogy hrf (\/xQ —z+1—(ax+ b)) =0?
F17. Hatarozza meg az alabbi hérértékeket:

. sinax . l—cosx
(a) ilﬂ% S b (a,b € R\ {0}); (b) 91613% 2
. tgxr —sinzx . sinz —sina _
(c) limy =—5— (d) lim —"—— (@ €R);
. Cos§ —sing sin S — sin 3z
e) 1 2 2; . .
(¢) xl—{% CoS T (®) }E»% sin @
2 o
lim . ° ; (h) lim roome
z—0 /1 + xsinz — \/cosx

e—0 tgx — T

F18. Szamitsa ki az alabbi hatarértékeket:

(a) lim e*;

T—+00 ( ) x—lFElooe ’
T _emT _9 ar __ Bz
(c) lim & —¢ — =%, (d) lim &—°
z—0 Tr —SsIinx z—0
F19.

Vizsgédlja meg, hogy az aldbbi fiiggvényeknek az értelmezési tartomanyuk
melyik torlédéasi pontjaban van hatarértéke:

(a) R >z {z};

(b) Rz —z—{z}
{xQ, hazr e Q

(c) flx): —2%, haz€R\Q;

1, haze@Q
(d) f(x) == '
0, hazeR\Q;
(e) Riemann-fiiggvény:
1

pohar=1 €Q\{0h(pa)=LaeNpeE
1, haz=0

0, hazeR\Q

f(x):

(itt (p, q) jeloli a p és g szdmok legnagyobb kozos osztéjat).
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F20.

F21.

F22.

F23.

F24.

F25.

F26.

F27.

F28.

2. Fluggvények folytonossaga

2.1. Topolégiai fogalmak K-ban

Mutassa meg, hogy ha H C K, akkor

(a) H zért halmaz (H := HU H' a H halmaz lezdrtja);

(b) H = H akkor és csak akkor teljesiil, ha H zart halmaz;

(¢) H C F minden olyan zért F' C K halmaz esetén, amelyre H C F.
((a) és (c) szerint H az a legsziikebb K-beli zart halmaz, amely még tartal-

mazza a H halmazt.

Igazolja, hogy ha H a valés szdmok nemires, felilrdl korlatos részhalmaza,
akkor supH € H.

Bizonyitsa be, hogy tetszéleges H C K halmaz esetén H' zdrt halmaz. Mutassa
meg azt is, hogy H és H torlodasi pontjai megegyeznek. Megegyezik-e mindig
a H és a H' halmaznak a torlédési pontjai?

Legyen H C K, és jelolje int H a H halmaz bels6 pontjainak a halmazat. (Az
int H halmazt a H belsejének nevezziik.) Lassa be, hogy

(a) int H mindig nyilt halmaz;
(b) H akkor és csak akkor nyilt, ha H = int H;
(c) ha G C H és G nyilt, akkor G C int H.

Zart, illetve kompakt halmazok metszete, uniéja zart-e, kompakt-e?

Adjon meg olyan R-beli kompakt halmazt, amelynek torlédasi pontjai meg-
szamlalhaté halmazt alkotnak.

Legyen H azon x € [0, 1] szdmok halmaza, amelynek tizedestort alakja csak a
4 és a 7 szamjegyeket tartalmazza. Igaz-e, hogy H = [0,1]?

2.2. A pontbeli folytonossag fogalma

Mit jelent az, hogy az f € R — R fiiggvény nem folytonos az a € Dy pontban?

Az f valds-valds fiiggvény a € Dy pontbeli folytonossaga ekvivalens-e a kovet-
kez6vel

36 € R™, hogy Ve € RT és Vu € ks(a) N Dy esetén |f(x) — f(a)| < e?
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F29. Tegyiik fel, hogy az f € R — R fliggvény folytonos az a € Dy pontban és
f(a) > 0. Mutassa meg, hogy ekkor az a pontnak létezik olyan kornyezete,
amelyben f csak pozitiv értéket vesz fel.
1
F30. Kiterjeszthet6-e az f : R\ {0} — R, f(z) = zsin— fiiggvény a 0 pontban
x
folytonosan?
F31. Mely pontokban folytonosak az alabbi fiiggvények:
1, ha x racionalis
(@) f:R—=R, flz)= o
—1, ha x irracionalis;
0, ha z racionalis
(b) [ R—=R, f(z)= o
r, ha x irracionalis?
F32. Adjon példat olyan, az egész R-en értelmezett fliggvényre, amely csak a 4
pontban folytonos.
2.3. Filggvények folytonossaganak a vizsgalata
F33. Hatarozza meg az aldbbi fiiggvények folytonossagi, illetve szakadési helyeit,

valamint a szakadasi helyek tipusat:

22 =5 +6

(a) f(z) =% 22— Tz + 10’ ha z € R\ {2,5}

0, ha x =2, x = 5;
1
() f(a) = { @y PSRN
10, ha z = —1;
2_4
© 1) = | v M ERNE)
a, ha 2 = 2 (a € R paraméter);
@ sy = { o eERNO)
0, ha z = 0;
o) o) i Slz‘”, ha z € R\ {0}
1, ha x = 0;
sin x
) fe) = 4 ol ha z € R\ {0}
1, ha z = 0;
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ha z € R\ {0}

(®) S(a) = {1 e

e~s, hazeR\{0}
1, ha x = 0;
(i) f(2) = Va—[Vz] (@ €RY);  (j) fz) = (=D (z € R);
], ha z € R\ {0}
ha z = 0.

SR

(k) f(z) = f[

F34. Az a € R paraméter mely értékei esetén lesz mindeniitt folytonos a kovetkezo
fiiggvény:

(a) f(x) = {

ar?+4r —1, haz <1
-z + 3, ha 1 < x;

22 —a% haxz<4
axr + 20, hax > 4;
1

(c) fla) = § et

—2r+a«a, hax<0?

hax >0

F35. Mutassa meg, hogy a Riemann-figgvény (1. az F19.(e) feladatot) irraciondlis
pontokban folytonos, de a racionalis helyeken szakadasa van.

F36. Bizonyitsa be, hogy ha az f : R — R fiiggvény folytonos és f értéke minden
raciondlis pontban 0, akkor f(z) = 0 minden x € R esetén.

F37. Igazolja, hogy egy intervallumon értelmezett monoton fliggvénynek legfeljebb
megszamlalhaté sok szakadasa van, és az is mind els6faji szakadasi hely.

F38. Adjon meg olyan f : (0,1) — R monoton névekedd fiiggvényt, amelynek
minden (0, 1)-beli raciondlis szam szakadasi helye.

F39. Legyen f és g valés-valés fliggvény.
(a) Lehet-e az f+g¢, fg, f/g figgvény folytonos az a € Dy N'D, pontban,
ha az f és a g fliggvénynek az a pont szakadasi helye?
(b) Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény folytonos, a g fiiggvénynek pedig
szakadédsa van az a € DyND, pontban. Lehet-e az f+g, fg, f/g fliggvény
folytonos a-ban?

F40. Igazolja, hogy az f(x) := (1 + 2?)signz (z € R) szakadésos fiiggvénynek az
inverze folytonos.
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F41.

F42.

F43.

F44.

F45.

F46.

F47.

2.4. Kompakt halmazon folytonos fliiggvények

Bizonyitsa be, hogy minden paratlan fokszamu, valds egyiitthatés polinomnak
van valds gyoke.

Igazolja, hogy az alabbi egyenleteknek van megoldésa a jelzett I intervallumon:
(a) x = cosx, I := (0,7/2);
(b) e* =2 —uz, [ :=R;
© 2 +1 +x6+1 _
r—1 x—2

(a) Igazolja, hogy az x® + x — 1 polinomnak pontosan egy valds gyoke van, és
szamitsa ki ezt a gyokot 107! pontossdggal.

(b) Igazolja, hogy az x> + 22 + 42 — 3 polinomnak pontosan egy pozitiv valds
gyoke van, és szamitsa ki ezt a gyokot 1072 pontossdggal.

Bizonyitsa be, hogy ha f : [a,b] — R folytonos, akkor minden xy,xs, ..., 2, €
la,b] (n € N) esetén van olyan & € [a, b], amelyre

f(ﬂfl)“‘f(xz)“‘“""f(xn)'

n

f(&) =

Mutassa meg, hogy ha f : [a,b] — R folytonos és R; = [a, b], akkor van olyan
¢ € la,b], amelyre f(¢) = &.

Tegyiik fel, hogy az f : R — R folytonos fiiggvény hatarértéke mind +oo-ben,
mind pedig —oo-ben +o0o. Mutassa meg, hogy ekkor f-nek létezik minimuma.

2.5. Egyenletes folytonossag

A definicié alapjan dontse el, hogy egyenletesen folytonosak-e az alabbi fiigg-
vények:

(a) f(z) :==2? (z €0,1]); (b) f(z) :=2? (z € [1,+0));
(c) f(z) =z (2 € [1,400)); (d) f(z) == (x € [0, +00));

(€) F(a) = (z € [1,+00)); (x € (0,1)).

&IH
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F48.

F49.

F50.

F51.

F52.

F53.

Igazolja, hogy az
sinx

(a) f(x):= , (z €(0,1)), (b) f(z) := xsinl (z €(0,1))

xZ

fiiggvények egyenletesen folytonosak.

Legyen f,g: A — R, ahol ) # A C R. Tegyiik fel, hogy f és g egyenletesen
folytonos. Mutassa meg, hogy ebbdl kdvetkezik f+ g egyenletes folytonossaga,
de nem kovetkezik f - g egyenletes folytonossaga.

Az eloz6 feladat feltételeit egészitsiik ki azzal, hogy f és g korlatos. Igazolja,
hogy ekkor f - g is egyenletesen folytonos lesz.

Legyenek f és g az |a,b] intevallumon értelmezett valds értékii egyenletesen
folytonos fliggvények. Tegyiik fel, hogy g(z) # 0 (a < 2 < b). Mutassa meg,

hogy ekkor i egyenletesen folytonos.
g

Hatarozza meg azokat a p : R — R polinomokat, amelyek egyenletesen folyto-
nosak.

Bizonyitsa be, hogy ha a folytonos f : [0,00) — R fiiggvénynek van véges
hatarértéke +o0o-ben, akkor f egyenletesen folytonos.
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M1.

M2.

Ma3.

MA4.

1. Figgvények hatarértéke

1.1. Szamhalmaz torlédasi pontja

(a) Legyen példaul A :={-2+1 | ne N} U {3+ 21 |n e N}. Mutassa meg,
hogy ennek a halmaznak —2 is és 3 is torléd4si pontja, és minden R \ {—2, 3}
pont mar nem torlédasi pont.

(b) Legyen példéul A= Uf> {m+<|neN}. R

Nincs ilyen R-beli halmaz, ui. ha egy halmaznak minden * (n € N) szdm
torlodasi pontja, akkor ennek a halmaznak 0 is torlédasi pontja, és ezt az
{%|n € N} halmaz nem tartalmazza. W

A szuprémum definicigjabdl kovetkezik, hogy sup A minden kornyezete tartal-
maz A-beli elemet. Mivel sup A € A, ezért sup A minden koérnyezete tartal-
maz sup A-tol kiilonboz6 A-beli elemet is, ami azt jelenti, hogy sup A torlodasi
pontja az A halmaznak.

1.2. Figgvény hatarértékének az értelmezése
(a) Kdrnyezetekkel megfogalmazva: —2 € DYy és
Ve > 0szdmhoz 36 > 0, hogy Vx € (ks(—2)\{—2}} NDy esetén f(z) € k(7).
Abszolit értékekre dtirva: —2 € D és

Ve > 0-hoz 36 > 0, hogy Vo € Dy, 0 < |z — (—2)| < 0 esetén |f(z) — 7| < e.

(b) Tagadva az eléz6 allitést: —2 € D} és
de > 0, hogy Vo > 0-hoz 3z € Dy, hogy 0 < |z —(=2)| < d és |f(x)—T| > e.

(c) Kornyezetekkel megfogalmazva: A 0 eleme D; bal-torléddspontjai hal-
mazanak és (—1) barmely V' kornyezetéhez van a 0O-nak olyan U baloldali
kérnyezete, hogy f a Dy N U \ {0} halmazt V-be képezi. Abszolut értékekkel
kifejezve: (0 € D} N (—00,0]) és (Ve > 0 3§ > 0 Vz € Dy, melyre
—§ < x <0, igaz, hogy |f(x) — (=1)| < &).

(h) (o0 € D}) és (Ve >0 dd <0 Vx € Dy, melyre x < d, fennall, hogy
[f(z) = (=D <e).

(j) (+oo € D}) és (Ve < 0 3d >0 Va € Dy, melyre x > d, teljesiil, hogy
f(z) >¢). N
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MS6.

(a) Legyen tehat n € N és a € R rogzitett. Ha |z —a| < 1, akkor |z| < 1+ |a
is fennall, s igy

n—1 n—1
o —a" = o —a - S 07| < o —a] -3 JaP a1 <
j=0 Jj=0
n—1
<o —al- Y (1+a]y]a]" "',
7=0
n—1

Legyen K := "7 (1 + |a[)|a]""'"7 csak a rogzitett a-tl és n-t6l fiiggd
dlland6. Nyilvan K > (1+4]a])"™! > 0. A fenti szdmolds miatt adott € > 0-hoz
a 0 := min (1, %) valasztas a limesz definiciéjaban megfeleld.

Ebbdl

(b) Legyen n € N és a € R rogzitett. Ha z > 1, akkor 2™ > z.
1, ¢) szadmot,

kovetkezik, hogy tetszéleges ¢ > 0-hoz megvalasztva a d := max (
igaz lesz, hogy minden = > d esetén x" > c.

(d) Legyen tehat n € N és 0 # a € R rogzitett. Mivel |a| > 0, ezért |z —a| < %

maga utdn vonja, hogy % < |z| < % Ennek felhasznalasaval
1 1] Jan—ar| |z —al- X5 el et
L R P T ||"|al? -

oo (250) a1
n

Legyen K = (B T Nyilvan K > 0. Adott ¢ > 0-hoz a § =

vl

min (%, %) valasztas a limesz € — 0 definicigjaban megfeleld.

(f) Igazoljuk, hogy tetszéleges n € N esetén a limo — jobboldali hatdrértck

z—0+
értéke (+00), valamint azt, hogy paratlan n € N esetén lignoxin = —00,
r—0—
tovabb4, hogy paros n € N* esetén liIOn an = 4o00. Ezekbdl a feladat allitdsa
z—0—

mar kovetkezik, hiszen a 0-beli limesz pontosan akkor 1étezik, ha létezik a bal-
és jobboldali limesz, és ezek egyenloek.

A harom bizonyitandé allitas koziil példaképpen megmutatjuk a masodikat,
a tobbi igazoldsa analdg, mindossze elGjelcserékre van sziikség a megfelelo
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M.

MS.

helyeken. Legyen tehat n € N rogzitett paratlan természetes szam. Legyen
¢ < 0 tetszolegesen adott. Az ehhez tartozd 6 legyen § := 7{/% ‘ Ekkor
1

minden z esetén, amelyre —§ < = < 0 fenndll, hogy = < ¢. (Valéban:

xn

-0 = % < x < 0 miatt % < 2™ < 0. Ezt atrendezve kapjuk, hogy 1 > z"¢,

illetve, hogy x% < c¢. Figyeljiink ra, hogy menet kozben az egyenlétlenség
iranya kétszer is megfordult, amikor negativ szammal szoroztunk. A limesz
definicidja alapjan készen vagyunk.) W

(b) Nyilvan |z — /2| = |\/‘;ﬁ/|i\ < ‘x\;;‘ < |z —2|, ha z > 0. Ez azt mutatja,

hogy tetszolegesen adott € > 0 szamhoz ¢ := ¢ megfelel?.

(d) Tetszélegesen adott € > 0 szamhoz a ¢ := ¢ valasztds megfelel§, ugyanis
|zsind| < |z|. (Itt felhaszndltuk azt, hogy minden o € R esetén [sina| <
1, ami kovetkezik a minden a valés szdmra fennéllé sin®?a + cos?a = 1
azonossagbol.) Ha tehdt 0 < |z| < 4, akkor |zsin L — 0] <e.

(f) Mivel [#22| < Iﬂcll’ ezért tetszleges € > 0 szdmhoz a d := 1 vélasatés

megfeleld, hiszen x > d maga utan vonja, hogy ’% — 0! <e. N

(a) A 0-hoz , kozeli” pontokban a fliggvényértékek 1-hez vannak , kozel”, ebbdl
azt sejtjik, hogy a kérdéses hatarérték 1. Ezt precizen a szokasos -9 definicio-
val bizonyithatjuk be: legyen ugyanis € > 0 tetszolegesen adott szam. Ekkor

kozos nevezore hozéssal kapjuk, hogy |1+LI — 1‘ = |1‘f|x‘. Ha |z| < %, akkor

27
2 < |1+ x|, tehat |1‘i|x| < 2|z|. Emiatt a § := min (3, £) valasztds megfeleld.

=
2

(¢) 1-hez , kozeli” pontokban a szamlalé is és a nevezd is 0-hoz , kozeli” érték.
Két , kicsi” szam hanyadosa barmi lehet, ezért a hatarérték megsejtéséhez
eloszor atalakitjuk a tortet:

rt 4222 -3 (2-1)(2*+3) (z+1)(2*+3)

= = (x e R\ {1,2}).

2?2 — 3z + 2 (x —1)(z —2) r—2

Ez a kifejezés 1-hez ,kozeli” pontokban (—8)-hoz ,kozeli” értékeket vesz fel,
ezért azt sejtjik, hogy a keresett limesz (—8). A bizonyitdshoz azt kell meg-
mutatnunk, hogy tetszolegesen adott € > 0 esetén

2+ 22 +3x+3
—(=8)| <
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M9.

M10.

ha 0 < |[x—1| < §, valamely, alkalmas, e-tél fiigg6 6 > 0 szammal. Alakitsuk at
a vizsgalando kifejezést: kozos nevezore hozassal és kiemeléssel kapjuk, hogy

3422+ 11z — 13
xr—2

w4+ 224+3r+3
r—2

| 1‘|x2+2x+ 13
= |\ — -—_—
|z — 2|

(-5) -

Ebbdl latszik, hogy egy lehetséges 0 megkaphato, ha feliilrél megbecsiiljiik az
2

% kifejezést. Ha példaul elsd kozelitésben megkoveteljitk, hogy 0 <

|z — 1] < 5 legyen, akkor ezzel el tudjuk érni, hogy & < |z — 2| és |z] < %

teljesiiljon, amibol kapjuk, hogy

|z? + 22 + 13| _ 2% + 22 + 13| < |z| + 2|x] + 13
z— 2] 12 = 1/2

(3/2)>+2-(3/2) +13 73
1/2 T2

< 37.

Ebbdl latjuk, hogy a d := min (%, 35—7) valasztas megfelelo.
(f) Megmutatjuk, hogy a limesz értéke 3. Legyen ugyanis ¢ > 0 tetszélegesen

22—1 1
50271 3| < & ha

adott szam. Be kell lassuk, hogy minden x < d esetén

d < 0 alkalmas, e-t6l fiigg6 valds szam. Mivel ‘xQ_l — i = m, igy

20241 2
elegend6 a jobb oldalrél megmutatni, hogy 0-hoz tetszélegesen kozel kertilhet,

ha = elég nagy abszolut értékli negativ szam. A m < e egyenldtlenség
viszont kovetkezik az x < —% egyenl6tlenségbdl, tehat a d := —2—*/\2 valasztds

megfelel6. W

A feladat allitdsa nem més, mint a fiiggvényhatarérték létezésére vonatkozo és
az atviteli elvvel megfogalmazott sziikséges és elégséges feltétel tagadasa. W

(a) Mivel a sign fiiggvény lesziikitése a negativ szdmok halmazara a kons-
tans —1 fliggvény, ezért nyilvan li%nosign (x) = —1. Hasonléan kapjuk,

hogy liBrJlr . sign (x) = 1, vagyis a 0-beli baloldali- és jobboldali hatérértékek
kiilonbozoek, tehat a 0-beli hatarérték nem létezik.
(b) Mar tudjuk, hogy li%noi = —00 és lim * = o0, melyek kiilonbozok,

x—040
tehat a 0-beli hatarérték nem létezik. Il
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M12.

M13.

1.3. Figgvény hatarértékének meghatarozasa

(a) Mivel minden a € R esetén lim 2" = a™, han = 0, ill. n = 1, ezért az allitas

r—a

a hatarérték és a miiveletek kapcsolatara vonatkozo tételiinkbol kovetkezik.

(b) Mivel
n Op—1 Op—2 C‘30)
= n R e R\ {0}),
pla) =" (o + T+ 244 ) @ e R\ {0))
valamint )
lim z=400 és Ilim — =0,
T ——+00 r—+00 I

ezért az allitas a hatarérték és a miiveletek kapcsolatara vonatkozo tételtinkbol
kovetkezik.

(¢) A (b)-hez hasonléan.

Megjegyzés. A (b) és (c) allitasok tehdt azt jelentik, hogy polinomok , visel-
kedését” a plusz/minusz végtelen kornyezetében a polinom fétagja (az a,z"
tag, illetve még pontosabban az «,, f6egytitthato eléjele és n paritasa) hatarozza
meg, azaz polinom hatarértéke a + végtelenben megegyezik a fotag + végtelen-
ben vett hatarértékével. B

Legyen

™ + 2"+ g
Bna™ + B x4 By

r:R\H—-R, r(x):=

ahol n és m pozitiv egészek, o;,3; € R, «a,, # 0,5, # 0, tovabbd H a
nevezoben levé polinom zérushelyeinek a halmaza. Vilagos, hogy 400 és —oo
torlodasi pontja D,-nek. Meg kell hatdroznunk a

lim r(z) és liril r(z)

hatarértékeket. Az otlet az, hogy emeljiink ki a szamlalébol x™-t, a nevezébol
pedig x™-t, azaz végezziik el a kovetkezo atalakitast:

ot gt
: En (z € D, \ {0}).

r(r) ==

Itt az egyes tagok, illetve tényezok hatarértéke mar ,lathaté”.

Csak a —oo-ben vett hatarértéket részletezziik, a +o0o-ben vett hatarértéket is
hasonl6éan lehet megvizsgalni.
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Mivel lim % = 0, ezért a hatarérték és a miiveletek kapcsolatara vonatkozé

T——00

tételtinkbdl kovetkezik, hogy

Oty
Qp + =24 2

e
— m —
pmmo0 B, 4 Omst oy B
Masrészt, mivel lim x = —oo is igaz, ezért a hatarérték és a miveletek
T——00

kapcsolatara vonatkozd tételiinkbdl kovetkezik, hogy

0, han <m
lim 2"™ =<1, han=m

(=1)" ™ (400), han>m.

A fentiek alapjan tehat

0, han <m
xgglmr(x) =q 3 han=m
sign (g—;)(—l)”*m(—f—oo), ha n > m. [

M14. (a) A szamlél6 hatarértéke 1-ben 3, a nevez6é pedig 4, ezért a hanyadosfiiggvény
hatérértékére vonatkozé tételiink alapjan a tort hatarértéke 1-ben 3/4. W

(b) A szdmldl6nak is és a nevezének is 0 a hatdrértéke az 1 pontban, ezért
a hanyadosfiiggvény hatarértékére vonatkozé tételiink nem alkalmazhato (%—
tipusu kritikus hatdrértékrél van szd). Han = 1, akkor a kérdezett hatarérték
nyilvan 1, ezért feltehetjiik, hogy n egynél nagyobb természetes szam. Az

a"—b'=(a—0b)- (@ ' +a" b+ + " (a,b € R)
azonossagot alkalmazva azt kapjuk, hogy

n_1 -1 n—1+ n—2_|_+1

és erre a fliggvényre a miiveleti tételeink mar alkalmazhatdk:

n_1 -1 n—1 n—2 1
lim z = lim (z )@+ +1) =
z—1 ¢ — 1 z—1 r—1

=lim (z" '+ 2" 2+ +1)=n. [

x—)l
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(c) A szamldl6 és a nevezd hatarértéke is +-00 ha x — +o00. Most T2 eset-
tel van dolgunk. Emeljiik ki a ,,domindns tagokat”, azaz x*-et, majd az

egyszerisités utan kapjuk, hogy:

, 227 + 1 ' 24+ %
lim ——— = lim 5 3, § -
x—*+003x2—2f1)+5 l‘—>+003—;+ﬁ

A tanult muveleti szabalyok értelmében az eredmény: % |

(d) A szamlélénak +o0o, a nevezének pedig —oo a hatérértéke —oo-ben, tehét
ez egy %-tl'pusﬁ kritikus hatarérték. Emeljik ki a dominans tagokat: a
szamladloban x%-et, a nevez6ben pedig x3-t. Egyszertisités utan, adddik:

! 2 —2rx+1 ’ xz-(l—%—i—zig)
m — = im
im0 2341000 s—mso 29 - (1 4 100)

1 1-24+5

(e) §-tipust kritikus hatérérték. Alakitsuk szorzattéd a polinomokat (mind-
ketté tartalmaz (r — 1)-es tényez6t). Egyszeriisités utan a kapott racionédlis
tortfiiggvény hatarértéke egyenld a helyettesitési értékkel.

-1  (r—=1)- (2™ ")
= lim =
a—l g —1 2=l (x—1) - (2" 14272 4+..-+1)

o™ ™4+ 1 m
= lim = —. u
17—>1.’L’n_1+37n_2+"'—|—1 n

(f) Egyik tagnak sincs hatarértéke 1-ben (a jobb-és bal oldali hatarértékek
kiilénbozék). Vezessiik be a t := x — 1 jelolést. Azt kapjuk, hogy:

. n m . n m
lim — = lim —
e—1\1—2am 1—am t=0\1—(t+1» 1—(t+1)™

Legyen m,n > 2. A binomidlis tétel segitségével kifejtve a nevezoben 1évo
hatvanyokat, majd elvégezve az 6sszevonasokat:

n m

Pi% (1 — > h—o (Z) 1 — D heo (Tig) 'tk> -
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. m n

= lm m m - n n =
=0 Zk:l (k) -t Zk:l (k:) aa
Hozzunk kozos nevezore:

m(ZZ:1 (Z) 'tk) - n(Z?:l (7:) 'tk)

=0 (Y0 (nIZ) tR) (ke (Z) - th)

A szamlalo is és a nevezo is t-nek polinomja. A szamlaloban az els6foku tagok
Lkiejtik egymdst”, a tobbi tagbhdl pedig ki tudunk emelni t?-et. A nevezd
mindkét tényez6jébol t-t kiemelve, majd egyszertisitve azt kapjuk, hogy:

S () ) — (S, (7))
=0 (0 (F) ) - (0 () )

(az igy kapott raciondlis tortfiiggvény hatarértéke a helyettesitési érték, azaz)

_m-)=n-(5) _n-m

m-n N 2

Ez a képlet lesz érvényes akkor is, han =1é& m e Nvagy m =1ésn € N
(miért?). W

(g) Haa = 0 és b = 0, akkor a kérdezett hatdrérték 0. Haa = 0és b € R\ {0},
b

akkor a lim (— - 1) hatarérték nem létezik (miért?). Ha a € R\ {0} és
T— xT° —

b =0, akkor a hm(

r—1

a
1) hatérérték adédik, ami szintén nem 1étezik.
x J—

Tegyiik fel, hogy a is és b is 0-t6l kiilonboz6 valés szam. Hozzunk kozos
nevezore:

: a b . a(z*+z+1)-b
hm( ) = lim
e—1 (x —1)(a2 + 2z + 1)
a-r®+a-z+(a—D)
e—1 (z—1)(22+z+1)
Itt a szamlalonak 3a — b, a nevezonek pedig 0 a hatarértéke az 1 pontban,
ezért a muveletekre vonatkozd tételiink nem hasznalhato.

Két esetet kiillonboztetiink meg.

1. eset: Ha 3a — b # 0, akkor csak a jobb- és bal oldali hatarértékek léteznek,
és ezek:

. 2 . —_—
lim 4 +a-x+(a—0)

= sl - iért??
M T D@ et (e b)(roo) (miért??).
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. a-7*+a-x+ (a—0)
lim
2—1-0 (z—1)(224+2x+1)

Ezek kiilonbozok, igy a kérdezett hatarérték ebben az esetben nem létezik.

=sign (3a — b) - (—o0) (miért?7).

2. eset: Ha 3a—b = 0 akkor egy %tl’pusﬁ kritikus hatarérték adédik. A b = 3a
helyettesitéssel kapott tortfiiggvényt tudjuk egyszeriisiteni (z — 1)-gyel:
a-r’+a-x—2a . a-(z+2)

l. — —_— =
xliq(a:—l)(ﬁ—l—:c—l—l) el po 1 ¢

(")sszefoglalva: a kérdezett hatarérték
3a = b esetén a;

3a # b esetén nem létezik. B

(h) Az egész rész definicidja alapjan

H <l HH (x€R, z£0).

T T T

Ha z > 0, akkor x-szel szorozva, majd atrendezve kapjuk, hogy:

l—zar<z

ﬂ <1 (x>0

A kozrefogasi elv értelmében a jobb oldali hatarérték 1étezik, és

i 1
lim x {—} =1.
r—040 x
Az x < 0 esetben hasonlé médon azt kapjuk, hogy:

X

1<z <l—ux (x <0).

fgy a bal oldali hatarérték is létezik, és

. 1
lim =z {—} =1.
xr—0—0 x

Mivel a bal- és a jobb oldali hatarértékek megegyeznek, ezért a kérdezett
hatarérték is 1étezik, és 1-gyel egyenlo. B

(i) A szamldal6 tart 1-hez, a nevezd pedig 0-hoz, ha x — 1. %—tl’pusfl kritikus
hatarértékrol van sz6. Most a jobb oldali hatarérték +oo, a bal oldali pedig
—00 (miért??), ezért a keresett hatérérték nem létezik. W
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M15.

(a) %—tipusﬁ kritikus hatdrérték. Gyoktelenitsiik a szdmlalot, azaz bovitsik a
tortet (v/1+ = + 1)-gyel, majd egyszeriisitsiink z-szel:

Vitzr—1 Vi+z—-1)-(VT+z+1)

z—0 T z—0 $(1/1+l’+1)
1 1
=lim— = —-. |
=0Ttz +1 2

1
(b) Az (a)-hoz hasonlé médon jarunk el, eredményiil 1 adédik. W

(c) Vezessiik be a t := v/1+ bx jelolést. Ekkor ¢ — 1, ha x — 0, illetve
-1

r = . Az 0j véltozora attérve azt kapjuk, hogy a kovetkezo hatarértéket

kell kiszamolnunk:
(© 1y

lim .

t—1 —5t> 4 25t — 20
Lathatd, hogy a szamlalonak és nevezonek egyarant zérushelye az 1, ezért g
tipusu kritikus hatarértékrol van szo. Mivel

t—-12 -1+ P+t 412

—5t5 + 25t — 20 —5(t5 — 5t + 4) B
I G e e e ) N e L e e oD DL
5[5 —-1)=5(t—1)] B[ B +t2+t+1) -5

-1+ + 2+t +1)2
=St -+ -1+ —-1)+(t—1)]
_ (tr+ 83+ 12+t +1)>
B[Pt D)+ (Rt )+ (1) + 1]

1
ezért a keresett hatarérték —5 [ |

(d) 8-tipust kritikus hatérérték. Gyoktelenitsiik a szdmlalot is és a nevezdt
is. Egyszertisités utan kapjuk, hogy:

(14 2)(V1+z+1)

im =1. |
=040 /1T + 2+ 1 — 22

(e) 3-tipust kritikus hatarértck.
1. megoldas: Vezessiik be a t := "{/z 4j valtozot. Nyilvén ¢t — 1, ha z — 1.
Ekkor a kovetkezd ekvivalens hatarértéket kell szamolnunk:

t"—1 n

im )
t—1tm — 1 m
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M16.

M17.

(lasd 14(e)).

2. megoldas: Gyoktelenitsiik a szamlalét is és a nevez6t is (felhasznalva
az (a — b)(a" ' +a"2b+ - + ") = a" — b" azonossdgot), majd osztva
(x — 1)-gyel kapjuk, hogy:

W'+ (o) 2+ 41 0 g

lim = —

el () (Fa)m 2+ m

1
(f) Az eléz6 feladathoz hasonléan kapjuk az — végeredményt. W
n

Vegyiik észre, hogy ha a < 0, akkor az adott fliggvény hatérértéke: +o0.
Feltehet6 tehat, hogy a > 0. Ekkor (+00)—(400)-tipust kritikus hatarértékrol
van sz0. Gyoktelenités utan azt kapjuk, hogy:

2 —x+1— (ax +b)?
lim (Va2 —2+1— (ax+0b)) = lim =
f’H+<>°( ( ) v—+00 /g2 —x + 14 (ax + b)
r (1 —a*)z? — (2ab+ 1)z + (1 — b?)
= 1m .
z—+400 Va2 —x+ 1+ (ax +b)
Tegyiik fel, hogy a szamldlé féegyiitthatéja (azaz (1 —a?)) nulldtél killonbozo.
Ekkor z-szel elosztva a szamlalot is és a nevezot is azt kapjuk, hogy a tort
hatarértéke 0 < a < 1 esetén 400, 1 < a esetén pedig —oo.

Ha a = 1, akkor a feladat a kovetkezo alakot oOlti:

lim = lim = = ,

Ry e ' ol AR B 2

1
ami b = —3 esetén lesz 0. Tehat ebben az esetben a =1, b= —3 [

—(2b+ Dz + (1—b?) —@b+ 1)+ -1

sin x
T

(a) g-tipust kritikus hatdrérték. Vegyiik észre, hogy a lir% = 1-bdl az is

kovetkezik, hogy minden a € R\ {0} esetén lir% ser — 1 s teljesiil. Ezért

g S0, 0 S0r Lo
z—0 sinbr 2—0b  ax sin bx b
bx
Megjegyzés. A tett észrevétel igy éltalzin;)c?it)haté: Ha a valds-valés f fiigg-
sin f(z

vényre hH(l) f(z) = 0 teljesiil, akkor lim = 1. (A bizonyitast érdemes

i f(z)
meggondolni!) Wl
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(b) 8-tipust kritikus hatérérték.
1. megoldas: Bovitsiik a tortet (1 + cosz)-el
l—cosz .. (l—cosz)(l+cosx) . sin’z 1
— = = lim : =
@0 a2 20 22(1 + cos ) a—0 2?2 14 cosz

1
5
2. megoldas: A trigonometriabdl is ismert azonossagokat felhasznélva irjuk

at a szamlalot § segitségével:

1—COSZL‘:SIH2§—|—COSQ§—(COSQE—SIHQ 5):2s1n —.

Ekkor, a nevezOben is kialakitva Z-t kapjuk, hogy :

3. megoldas: frjuk be a cos fliggvényt definidlé hatvanysort, majd az
Osszevondsok utdn osszunk x-tel, végiil hatvanysorok hatdrértékérdl széld
tétel alapjan vessziik a helyettesitési értéket:

z? z? nax”
liml_ﬂ:hml_(l_ﬁ‘i‘g—'“—i—(—l)H+...):
z—0 ZB2 z—0 x2

a? a? n+1la”
:limi_ﬁ‘I“ ‘+(—1) +1H S
x—0 ZE2
1 T Zn—2 1
=1 —_ = — _1\n+1 T
=l gt )T ) =g

(c) %—tipusﬁ kritikus hatarérték. A szamlaloban atirva tgx-et ki tudunk emelni
sin z-et, majd kozos nevezore hozva, a kovetkezo alakra hozhatjuk a fliggvényt:

. sinxz 1—cosx 1 1
1m . 3 . — —
=0 T COS & 2

Lasd a (b) feladatot. B

(d) 3-tipust kritikus hatdrérték.

1. megoldas: Vezessiik be a h := x — a jelolést. Nyilvan h — 0, ha z — a.
Az addicios tételt felhasznalva azt kapjuk, hogy:
. sinx —sina . sin(a+h) —sina
lim ——— = lim =
T—a r—a h—0 h
. sinacosh + cosasinh — sina
= lim .

h—0 h
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Alakitsuk kifejezésiinket gy, hogy ismert hatarértékek alakuljanak ki, majd a
miiveleti szabalyokat hasznalva, adédik:

. sin h . 1 —-cosh
11m<cosa- —sma-—-h)zcosa.
—0 h2
2. megoldas: Ismét a trigonometriabdl is ismert
. . . a—p a+
sina — sin 3 = 2sin 5 - COS 5

szorzattd alakitédsi szabalyt haszndlva (érdemes ezt bebizonyitani, kiindulva az
addiciés tételekbol!), kapjuk, hogy:

: : i T—a z+a 1 T—a
. SInNx — SIna . SN =— COS —— . Sin ——
lim —— = 1lim 2 2 2 — lim mﬂf - COS ITM
r—a r—a r—a r—a r—a 5

= cos a.

3. megoldas: A (b) feladatnal latott médon irjuk be a sinz, illetve sina
hatvanysorat, majd a konvergens sorokra vonatkozo tétel értelmében vonjuk
Ossze a két sort, és csoportositsunk a megfelel hatvanyok szerint:

+oo (=)™ ¢ 2n+1 _  2n+1
: n—0 T (£ a®")
lim

r—a Tr— a

A szadmlaléban 2" — 2"l et szorzattd alakitva, majd egyszeriisitve (z — a)-

val (figyeljiik meg, hogy a szamldloban 1év6 sor els tagja is tartalmaz (x—a)-t!)
kapjuk, hogy:

+oo
lim Z (é;}r)ln)' (1;271 Lo lg 4y a2n) _
n=0

+oo +00
- Z (;;-131”)! (2n+ 1)a*" = Z ((_2711))7 a® =cosa. N
n=0 n=0

(e) Ebben az esetben cos = —sin = — cos T —sin T = 0 midén x — Z, {gy a 2
9 4 4 2 0

esettel van dolgunk.

1. megoldas: Alakitsuk at a nevezét gy, hogy attériink , félszogre” (cosz =

cos? %—sin2 5 ), majd szorzattd alakitds és egyszertisités utan kapjuk eredménytiil,
hogy:
r . x
cos — — sin —
2 2 2

lim ——= = —

z—T coS T 2
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2. megoldas: Végezzik el a h == x — g helyettesitést. Ekkor h — 0, ha

T

T — 3. Atirds utan az addiciés tételeket hasznalva és dsszevonva a kovetkezo
hatarértéket ki kell szamolnunk:

< h

sin 2

lim \/5 2
h—0 sin h

Hasonldéan az (a) ponthoz kapjuk eredményiil a T—t. [ |

(f) 2-tipusi kritikus hatarérték.

1. megoldas: Kialakitjuk az ismert (/@) alakot:

f(z)
sin bz sin 3x
sin bx — sin 3z . 5 5r 3 3
im - = lim - = 2.
x—0 SInx x—0 SN T

xZ

2. megoldas: Alakitsuk szorzatta a szamlalét (lasd a (d) pontndl a szabalyt).
Kapjuk, hogy:
sin 5z — sin 3z 2sinx cos 4x

lim - =lim——— =
z—0 Sinx z—0 Sin xr

3. megoldas: Itt is alkalmazhaté a hatvanysorokra vald atiras, majd egyszert-
sités utan két konvergens hatvanysor hanyadosanak hatarértéket szamoljuk. W

(2) g—tipusﬁ kritikus hatarérték. Gyoktelenitsiik a nevezdt, majd osszuk el a
szamlalot is és a nevezdt is x%-tel. fgy a mar megismert hatarértékeket tudjuk
kialakitani:

, x? I 2?(v/1+ zsinz + \/cos 1)
im = lim :
=0 /1 + zsinz — y/cosz  =—0 I+ xsinx —cosx

. \/1+$sinx+\/cosz_ 2 _4 -
o2 sinz  1—cosx 1 3

+ 1+ -
T 2 2

sinx
cos T

(h) A nevezében tgx = et rva kapjuk, hogy:

. x—sinx . T —sinx
lim ——— =limcosgx - —m8 .
=0 tgx —x  =—0 SINT — X COS T
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A tortben irjuk be a sin, illetve a cos fliggvény hatvanysorat

1’3 Zs
. x—(x—g-l—g—-")
lim cosx - PE— e a— =
2—0 (- 42 ) —p(l—2 o)
ac3 ZES
= lim cosx - PR -3 =
70 r— 5+ 5 ) (e + G —F+-)
x3 x5
= lim cos x E
- 1 1y..3 1 13\..5
z=0 (zr =)+ (5 —g)2®+ -
1 z2
= lim cos z; -
x—0

= lim cosz - lim 13
z—0 z—0 (— —)

M18. (a) Feltehets, hogy x > 0. Kénnyen kialakithatjuk a sejtést, hogy

lim e* = +o0.

T—-+00

Felhasznalva az exp fiiggvény definicidjat azt kapjuk, hogy:

+ooxn
e”"zzm>x (x >0),
n=0

és innen a lir}rq f(z) = +oo definicidjat hasznédlva megkapjuk allitdsunkat. W

(b) Legyen x = —y. Ha x — —o0, akkor y — +o00, igy

1 1
lim e*= lim e =

lm —=——=0. N
T——00 y—+o0 y—+oo e¥ +00

(c) frjuk be az ¥, az e 7, illetve a sin x helyére hatvanysoraikat, és hasznéljuk
a 18.(h) pontnal bemutatott mddszert. A végeredmény: 2. B

(d) Itt is alkalmazzuk a fenti médszert. A végeredmény: o — 3. B
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M19.

A tortrész-fliggvény értelmezését hasznalva, megadhatjuk ennek explicit alakjat:

(

r—2, ha2<z<3
r—1, hal<zx<2
flz) ={z} =< =, ha0 <z <1
r+1, ha—-1<z<0
r+2, ha-2<z<-1

Ha a € (n,n + 1) valamely n € Z mellett, akkor

lim f(z) = lim(z —n) = a — n.

r—a r—a

Ha pedig a := m € Z akkor, a bal oldali hatarértékre kapjuk, hogy:

lim f(z)= lim (x—m+1)=1,

r—a—0 rz—m—0

és hasonlé modon a jobb oldali hatérértékre, pedig:

lim f(z)= lim (x—m)=0.

r—a+0 r—m~+0

A fentiek alapjan tehat 7 lim f(x) (Vm € Z). Még vizsgdlnunk kell a +oo

és —oo eseteket. Az atviteli elvet hasznélva igazolhatd, hogy 3 liril f(z),

1
példaul tekintsiik az (z,) := (n + 5) illetve a (z,) := (n) sorozatokat. Ha-

sonléan B lim f(z) sem.

(b) Az (a) pontnal ldtott médon jarjunk el. Az adott fiiggvény az egészrész-

fliggvény. A végeredmény:

VmeZésVae (m,m+1)esetén lim f(z) =m,

r—a

illetve Vm € 7Z esetén:

m—l}rrnn—0f<x> =m—1 & zl}nrgrof(x) -
Tehat egész helyeken nincs hatarértéke f-nek, de léteznek a kétoldali hatarér-
tékek. Azt mondjuk, hogy a fiiggvénynek , ugrasa van” ezen pontokban. (a)-
hoz hasonléan 7 hIJP f(z) illetve # lim f(z).
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(c) Mivel Dy = R, ezért D} = R. Legyen a € R tetszOlegesen rogzitett.
Hasznaljuk az atviteli elvet. Vegyiink egy olyan (x,) : N — Q raciondlis tagi

sorozatot, melyre lir_{l x, = a, illetve egy olyan (z,) : N — R irracionélis tagi
n—-r+oo

sorozatot, melyre lim z, = a. (Ilyen sorozatok léteznek. Miért?) Ekkor a

n—-4oo

konvergens sorozatoknal tanult miveleti szabalyok értelmében a helyettesitési
értékek sorozataira kapjuk, hogy:

1i = i 2y = 2
L Fen) = Do (o) = a7
illetve
li L) = i 22 = a2
L fln) = B (=) = o

Ha f-nek létezik a pontban hatarértéke, akkor az atviteli elv értelmében tel-
jesiilnie kell az a*> = —a? feltételnek. Ez utébbi csak a = 0 esetén teljesiil.
Ezek szerint
Va e R\ {0} esetén #lim f(z)
és
lir% flz)=0
lehet csak. Ha most v : N — R tetszdleges sorozat, melyre liI_iI_l (v,) = 0,

akkor konny(i meggondolni, hogy f(v,) — 0 (n — 400) is teljestil.

A definici6 szerint is konnyen igazolhatjuk, hogy lin% f(z) =0, hiszen

|22 — 0], haz € Q

|f(ff)_0|:{’_x2_0|7 haz e R\ Q

miatt tehdt: |f(z) — 0] = 2% < ¢ ha 0 < |z — 0] <6, ahol 0 < § < +/e.

Vizsgalnunk kell még a hatarértéket 400 és —oo-ben. Ezek sem léteznek,
ugyanis, ismét az atviteli elvet hasznalva az

zp:=n (neN), lim (z,) =40

n—-+0o

sorozattal
flzy,) = n? — +oo (n — 400)
illetve a
Zni=nV2 (neN), lim (2,) = +oo

n—-+o0o

irracionalis sorozattal, pedig:

f(z) = —(22)* = —2n — —00 (n — +00).
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Tehét 4 1ir+n f(z). Hasonlé médon 3 lim f(z) sem. Megjegyzés: érdemes
vazlatot késziteni f grafikonjardl és megfigyelni, hogyan , jelentkeznek” a fent
megallapitott tulajdonsigok!

(d) Hasznaljuk ismét az dtviteli elvet (1asd a (c¢) pont megoldédsét). A végered-

mény: sehol sem létezik f-nek hatarértéke:

Blim f(z) (Ya € RU {+o00, —c}).

r—a

(¢) Erdemes 1 picit vizsgalni a fiiggvényt! Konnyen lathatjuk, hogy értékkész-

lete:
Rf:{% | n:1,2,3,~-}u{0},

halmaz; illetve f periodikus és periddusa 1. Eppen ezért elég vizsgalni a
kérdést a [0, 1] intervallumon illetve 400, —oo-ben. Vegyiik észre, hogy rogzi-

tett n =1,2,3,--- természetes szam esetén f véges sok helyen veszi fel az —
n

értéket a [0, 1] intervallumon, azaz

F {{%}} - {% cQn0,1] | (myn) = 1} — {21,200},

ahol k = k(n) jeloli az n-nél kisebb, hozza relativ prim m-ek szdmat. Ha most
a € [0, 1] rogzitett és 0 < € < 1 adott (ez feltehetd), akkor dng € N ugy, hogy
1

1 1/
o1 < € < 5. Vilagos, hogy -

0
helyen vesz fel. Tehdt az A := {1,1,1 .- ,ﬁ} jeloléssel 3s = s(e) € N:

1—nél nagyobb értéket f csak véges sok

YAl = {z1, 20, -+, 24}

Ha most a-nak olyan kornyezetét valasztjuk, melybe nem , esik” bele egyetlen
elem sem a fenti véges halmazbdl, akkor a megfelel6 fiiggvényértékek az adott
e ,alatt maradnak”. Pontositva: legyen 0 := min{|la —z;| | i =1,...,s,2; #
a} > 0. Ekkor Vz : 0 < | —a|] < J esetén |f(x) — 0| < ¢, és ez definici6
alapjan azt jelenti, hogy

lim f(z) =0 (Va € [0,1)).

r—a

Az atviteli elvet hasznélva adodik, hogy

Alim f(z) (a € {+o00, —00}).

r—a
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(Tekinstiik példaul az (n); (nv/2) sorozatokat az a = +oo esethez és ezek (—1)-
szeresét az a = —oo esethez. )

Megjegyzés. A definicié alapjan konnyen megallapithatjuk a Riemann fiigg-
vényrol, hogy paros, periodikus és periddusa 1. Ezért a vizsgilat soran elég
a [0, 1] intervalumon ,;szemlélteni”; ott is elég a racionélis pontokra szoritkoz-
nunk, hiszen irraciondlis helyeken 0 a fiiggvény értéke. A tovabbiakban a
raciondlis z-ekhez tarozé (z, f(z)) sikbeli pontokra tgy hivatkozunk, mint
Riemann-pontok. Erdekes, hogy megadhaté egy viszonylag egyszerii algorit-
mus, amivel a fent emlitett Riemann-pontok pontosan szerkesztheték. Barmely
Riemann-pont és az x tengelyre eso vetiilete egy az y tengellyel parhuzamos
egyenest hataroz meg, igy az ilyen egyenesek egymaéssal is parhuzamosak.
Ennek megfelel6en barmely két Riemann-pont az x koordinatdkkal egy-egy
trapézt feszitenek ki. A legnagyobb ilyen trapéz az egységnégyzet; a (0,1)
illetve az (1,1) Riemann-pontok altal meghatarozott négyzet (f(0) = 1). E
négyzet atléinak metszéspontja, azaz az (%, %) pont is Riemann-pont. Alkal-
mazzuk ismét az eljarast a most kapott pont illetve ennek a kozvetlen Osei altal
kifeszitett trapézokra. Ezek dtléinak metszéspontjai (3, 3) illetve (2, 1) ismét
Riemann-pontok. Folytatva a fenti algoritmust az 1j pontok és kozvetlen 6seik
altal meghatarozott 4 trapézra ujabb 4 Riemann-pontot tudunk eléallitani.
Igazolhatd, hogy a fenti eljardssal minden Riemann-pont eldéllithaté (pon-

tosan egyszer), és csak ezek a pontok , keletkeznek” az iteraciéval. B
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2. Fluggvények folytonossaga

2.1. Topolégiai fogalmak K-ban

2.2. A pontbeli folytonossag fogalma

M27. Az f € R — R fiiggvény nem folytonos az a € Dy pontban pontosan akkor,
ha

Je € RT, hogy Vd € RT esetén Ja € Dy, |z—al < §, amelyre | f(z)—f(y)] > e.
|

M28. Nem. A feladatban megfogalmazott tulajdonsag azt jelenti, hogy az f fiiggvény
az a € Dy pont egy d-sugart kornyezetében édlland6é. Minden ilyen fiiggvény
persze folytonos a-ban, de van olyan folytonos fliggvény, amelyre ez a tulaj-

donsdg nem teljesiil. Egy trividlis példa erre az f(z) := = (x € R) fliggvény és
az a =0 pont.

M29. Mivel f folytonos a € Ds-ben, ezért Ve € RT szamhoz 39 € RY, hogy YV € Dy
és |x—al < desetén |f(x)— f(a)| < e. Legyen most ¢ := @ Mivel f(a) > 0,
ezért ez a vélasztas megengedett. A definicié szerint ehhez az e-hoz létezik
olyan § € R* szdm, hogy Vo € Dy, |x — a| < § esetén |f(z) — f(a)] < %“)
= M fa) - fla) < W = 0< Y < fa) < ¥ m

M30. Igen. Mivel lim xsin% =0, ezért az

rz—0

s f(z), haxeR\{0}
' 0, ha x =0

fiiggvény folytonos a 0 pontban. H

M31. (a) Konnyt szemléletes képet alkotni a fliggvényrél. Ebbél azt a sejtést alakit-
hatjuk ki, hogy a fiiggvény az értelmezési tartomanyanak egyetlen pontjaban
sem folytonos. A bizonyitds: Legyen a € Dy = R. Azt kell igazolni, hogy

Je € R, hogy V& € R szdmhoz 3z € Dy, |[x—a| < 6, amelyre |f(x)—f(a)] > e.

Tegyiik fel, hogy a € Q. Ekkor f(a) = 1. Legyen (példaul) ¢ := % Mivel
minden intervallum tartalmaz irracionalis szdmot, ezért Vo € Rt szdmhoz

Jx € Q*, hogy |r — a| < 0. Ebben az x pontban

\f(x)—f(a)|=|—1—1y:2>%:€
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M32.

M33.

teljestil, igy f nem folytonos a-ban. A bizonyitds a € Q* esetén is hasonlé. B

(b) Most is a fiiggvény képébdl kiindulva alakithatjuk ki azt a sejtést, hogy f
csak az a = 0 pontban folytonos.

A bizonyitds: Legyen a = 0. Ekkor f(a) = f(0) = 0. Az a-beli folytonossiaghoz
tehat azt kell igazolni, hogy

Ve € R szdmhoz 3§ € RT, hogy Vo € R, x| < § esetén |f(z)| < e.

Legyen ¢ € R egy rogzitett szdm. Ha x € Q, akkor |f(z)] = 0 < ¢ minden
d € R mellett igaz. Ha x € Q, akkor |f(z)| = |z| < € teljesiil, ha 0 < § <e.
Ez azt jelenti, hogy minden ¢ € R esetén a ¢ := ¢ valasztas biztositja a 0-beli
folytonossdg definicigjdban megadott kovetelmény teljesiilését, azaz f € C{0}
valéban fenndll.

Az a tény, hogy f nem folytonos az a € R\ {0} pontban az (a) részben
mutatott modon igazolhatd. Egy masik lehetdség az atviteli elv alkalmazasa.
[

Az el6z6 feladat alapjan konnyt megadni ilyen fliggvényt. Legyen példdul:

_J4, hazeQ
J(@):= {x, ha x € Q*.

Ez a figgvény csak az a = 4 pontban folytonos. B

2.3. Fiiggvények folytonossaganak a vizsgalata

(a) Mivel 22 — 7z + 10 = (x — 2)(x — 5), ezért 2 és 5 a nevez$ zérushelye.
Racionalis tortfiiggvény az értelmezési tartomanyanak minden pontjaban foly-
tonos, ezért f az R\ {2,5} halmaz minden pontjaban folytonos. A tovdbbi
vizsgalatokhoz alakitsuk at a hozzarendelési utasitast:

2?2 — 51 +6 (x—2)(x—3) x-—3 )
= = =14+ — e R\ {2,5}).
P _Tr+10 (t—2)&—=5) -5 " z-5 (r € R\ {2,5})
Legyen a = 2. A fentiek alapjan
r—3 1
1' :1 = — 2:
lim f(z) = lim ~—— = = # f(2) = 0,

ezért az a = 2 pont az f fliiggvénynek megsziintethetd szakaddsi helye.

Legyen most a = 5. Ekkor

: _ , : _ o
xggrlof(x) 00 és xkgr}rof(z) +o0 (miért?),
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ami azt jelenti, hogy az a = 5 pont az f fliggvénynek mdsodfaji szakaddsi
helye. B
(b) f € C{a} minden a € R\ {—1} esetén (raciondlis tortfiiggvény). A
definicié alapjan igazolhatd, hogy lim1 f = +oo, és ez azt jelenti, hogy az
a = —1 pont az f fiiggvénynek madsodfaji szakadasi helye. B
(c) f € C{a} minden a € R\ {2} esetén. Mivel

24 —2 2
lim ~ = lim (z=2)(z+2) = lim(z + 2) =4,
r—2 I — r—2 r — 2 r—2

ezért o = 4 esetén f folytonos az a = 2 pontban is. Ha o € R\ {4}, akkor az

a = 2 pont az f fliggvénynek megszintethetd szakaddsi helye. B

(d) f € C{a} minden a € R\ {0} esetén. Mivel lir%Si% =14# f(0) =0, az

a =0 pont az f fiiggvénynek megszintethetd szakaddsi helye. B

(e) f € C{a} minden a € R\{0} esetén. A 0 pontbeli folytonossdg vizsgalatdhoz

elOszor vegyiik észre azt, hogy

2> al
Slnx:x_§+§_7+ =
x? x° x?
—r(l— =)+ = (1——)4--->0
tl-gg) vyl t !
ha 0 < z < V6. Mivel a sin fiiggvény paratlan, ezért sinz < 0, ha —/6 <
x < 0. Ez azt jelenti, hogy
s1nm’ _ s1nxa ha 0 < |z] < V6.
x x

fgy lir%Si% = 1 miatt 1iH(l) S‘%{ = 1 is igaz, ami azt jelenti, hogy f az a = 0

pontban is folytonos.
M34. (a) Az f fiiggvény minden a € R\ {1} pontban folytonos. Az a = 1 pontban

létezik a jobb oldali- és a bal oldali hatarérték is, és

lim f(x)= lim (—z+3) =2,

z—1+0 z—1+0
lirlnof(:c) = lillno(om:2 +4r—1)=a+3,

ezért ebben az esetben a fiiggvény akkor és csak akkor folytonos, ha ezek a
hatarértékek megegyeznek, azaz pontosan akkor, ha o =1. B
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M35.

M36.

M37.

M38.

(c) Az elemi fiiggvények folytonossagara, valamint a folytonossag és a miiveletek
kapcsolatara vonatkozo tételiinkbol kovetkezik, hogy az f fliggvény folytonos
a a € R\ {0} pontokban. Nyilvanvald, hogy

g /) = g (e da) =

Mivel
. 1 , . y
lim (x4 — ) =+00 és lim e¥ = +o0,
x—040 €x yY——+00
ezért
lim f(z)= lim = 0.
25040 /(@) 2—040 pT+y

A fiiggvény a 0 pontban akkor és csak akkor folytonos, ha a bal- és a jobb
oldali hatarértékek megegyeznek, azaz pontosan akkor, ha o = 0. l

Az 19.(e) feladat megolddsédban igazoltuk, hogy a Riemann-fiiggvénynek min-
den valés helyen 0 a hatarértéke. Mivel irracionalis pontokban a fliggvényérték
0, ezért ezeken a helyeken a fiiggvény folytonos. Racionélis pontokban a
fliggvényértékek 0-tdl kiillonbozok, ezért ezeken a helyeken a fiiggvénynek elso-
faju szakadasa van. W

Alkalmazza az atviteli elvet. B

Legyen az f : (a,b) — R fiiggvény példaul monoton névekedé. Tudjuk, hogy
ennek minden z € (a,b) pontban létezik az f(x — 0) bal oldali- és az f(x + 0)
jobb oldali hatarértéke. Jeloljik H-val az f szakadasi helyeinek a halmazat.
Ekkor xy € H esetén f(zo —0) < f(zo+ 0) és minden x,y € H,x # y esetén

(f(z=0), fl+0) N (fly—0),fly+0)) =0.

[gy 1étezik olyan ¢ invertdlhaté fiiggvény, amelynek értelmezési tartomdnya
H és értékkészlete Q egy részhalmaza. (Minden z € H esetén legyen ¢(z)
egy olyan raciondlis szém, amely eleme az (f(z — 0), f(z + 0)) intervallum-
nak.) Ebbél kévetkezik, hogy H legfeljebb megszamlalhatd, és igy f szakadasi
helyeinek a halmaza is legfeljebb megszamlalhato. M

Egy nem trividlis példa a kévetkezé: Legyen H := (0,1) N Q. Tudjuk, hogy

H megszamldlhatd, ezért létezik N — H bijekcié. Jeloljon (r,) egy ilyen

bijekciét. (A (0,1)-beli raciondlis szamokat sorozatba rendezziik.) Vegyiink

egy tetszbleges pozitiv tagi > a, sort, és tekintsiik a kovetkezd fliggvényt:
n=1

FAOD) =R, f(z)=) an,

rn<T
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ahol az Osszegzést gy kell érteni, hogy a > a,, sor olyan indexii tagjait adjuk
ossze, amelyekre az (r,) sorozatban r, < z teljesiil.

Konnyen belathato, hogy f monoton novekedd, H minden pontjaban f-nek
elséfaju szakadésa van (az x = r, pontban az ugrasa f(r,+0)— f(r,—0) = a,)
és a (0, 1) irracionalis pontjaiban a fliggvény folytonos. B
M39. (a) Legyen
1, hax e RNQ
fz) = .
—1, hazeRNQ
és g := —f. Ezek a fliggvények az értelmezési tartoméanyuk egyetlen pontjaban
sem folytonosak (mindegyik pont mésodfajui szakadasi hely), ugyanakkor az
f+g,fg, f/gés f? fiiggvény mindegyike mindeniitt folytonos. W
(b) Ha az a € Dy N D, pontban f folytonos és g-nek szakaddsa van, akkor az
f + g figgvénynek is szakadasa van az a pontban. Az ellenkezd esetben ui. az
(f +g) — f = g fuggvény is folytonos lenne a-ban.
Az fg lehet folytonos a-ban. Legyen példaul f(z) := z (x € R),
0, haxeR\{0
) = MO
1, haz=0
ésa:=0. 1
M40. Mutassa meg, hogy f invertalhaté, Ry = (—oo, —1) U {0} U (1, 400) és
Vy_]-v hayE(l,—f—oo),
Fy) =40, ha y =0
—v—=y—1, haye (—o0,—1).
Ez a fliggvény mindentiitt folytonos. B
2.4. Kompakt halmazon folytonos fiiggvények
M41. Legyen p(x) := ag,12®"™ 4+ - + ap (z € R) egy pératlan fokszdmu valds

egyiitthatos polinom, és tegyiik fel, hogy as,.1 > 0. Ekkor

lim p(x) =—oc0 és lirf p(z) = +o0. (Miért?)
Ezért léteznek olyan x; < 0 < x5 szamok, amelyekre p(z1) < 0 < p(z2)
teljestil. A p fliggvény folytonos az [x1,xs] intervallumon (is), ezért Bolzano
tételébdl kovetkezik, hogy van olyan £ € [z1,x2] C R pont, amelyre p(§) = 0.
|
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M42.

M43.

(b) Tekintsiik az f(z) = e — 2+ 2z (xr € R) fuggvényt. f(0) = —1 és
f(1) =e—1>0. Mivel f folytonos R-en, ezért folytonos a [0, 1] intervallumon
is, igy Bolzano tétele alapjén van olyan & € (0, 1) pont, amelyre f(£) = 0, azaz
et =2 — ¢ teljesiil. W

(b) Legyen p(z) := 23 + 22% + 42 — 3 (z € R). Mivel p(0) = —3 és p(1) = 4,
tovabba p folytonos a [0, 1] intervallumon (ui. p polinom lévén folytonos R-en),
ezért a Bolzano-tétel alapjan a polinomnak van gyoke a (0, 1) intervallumon.
A gydk egyértelmiiségét belatjuk, ha igazoljuk azt, hogy p szigorian monoton
(0,1)-en. Legyen 0 < z < y. Ekkor

py) —ple) =y° =2 +2(y* —2®) + 4y — 2) =
=(y—2)(y* + 2y + 2> + 22+ 2y + 4) > 0,
és ez azt jelenti, hogy p szigorian monoton névekedé RT-on, tehdt ezen a
halmazon p-nek pontosan egy gyoke van. Jeloljik ezt &-vel.

A £ €[0,1] =: [xo, yo] gyok kozelité meghatarozdsdhoz a Bolzano-féle felezési
eljardst hasznaljuk. Vilagos, hogy

1 To + 0O+1 1
\f—co\<§:0.5, ahol ¢y := 02‘%: 5 =3
Mivel p(co) = p(3) = —2 < 0 6s p(yo) = p(1) > 0, ezért a Bolzano-tétel
alapjan
1
§ € [5, 1} = [co, o] =: [x1, 31,
igy X
1 T+ 5+1 3
|€_Cl|<4_120'25’ ahol ¢ = 12y1:22 =71
Most p(c1) = p(3) = 33 > 0 és p(x1) = p(35) <0, ezért
13
§€ [57 Z] = [21, e1] =t [w2, Yo,
fgy L
1 T2 + 3+31 D
€ —cof < 5=0125,  ahol cyi= 22y2:224:§.
Mivel p(cz) = p(2) = 22 > 0 és p(x2) = p(5) < 0, ezért
15
6 € [57 g] = [332,62] = [5173793]7
tehat

1 r3 + Y3 %—i—g 9
— — =0.062 hol = = = —.
€ —c3] < 16 0.0625, ahol cj3 5 5 16
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A tovdbbi szdmoldsok: p(cs) = p(5) = mer > 0 és p(x3) = p(3) < 0, ezért
19
§ € [57 1_6} = [x3, c3] =t [24, 4],
tehat
1 Tg+ Yy % + % 17
— ¢y < == =0.03125 hol ¢4 := = = —.
S-al<g o e 2 2 32
ples) = p(55) = —5amas < 0 68 p(ya) = p(5) > 0, ezért
17 9
f € [ﬁa E} = [647y4] =: [Z’5,y5],
tehat
1 Ts4y; H+ 2 35
—¢5] < — = 0.015625 hol ¢5 := =82 __16 _
E-al <5 e e 2 2 64
ples) = p() = —3pms < 0 és p(ys) = p(f) > 0, ezért
35 9
5 € [6_47 E} - [657y5] - [x67y6]7
tehat
1 Te + Ys 35 + 3 71
— ¢g] < —= = 0.0078125 < 0.01 hol ¢g := — 64 16 _ __
&= aol < 135 ot 2 2 128
Ez azt jelenti, hogy a ¢ = %8 = 0.554688 szdm mar 1072-nél kozelebb van a
¢ gyokhoz.
Megjegyzés. A Bolzano-féle felezési eljaras tehat egy igen egyszerd modszer
fliggvény zérushelyének (egyenlet gyokének) kozelité meghatarozasara. Ez a
példa is illusztralja azonban azt, hogy nagy pontossag elérésének nagy lehet a
miiveletigénye. Késobb majd ennél joval ,, hatékonyabb” modszereket is meg
fognak ismerni.
Az is , érzékelhetd”, hogy ez az eljaras viszonylag egyszertien ,, algoritmizalhato”.
Irjon programot a Bolzano-féle felezési eljardsra!!! B
M44. Az éllitas egyszertien kovetkezik a Bolzano-tételbol és abbdl, hogy

min{ f(z1), f(x2),..., f(z,)} < fl@r) + f(xa) + -+ f(zn) <

n

< max{f(x1), f(22), ..., f(wn)}. W
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M45.
M46.

MA47.

Alkalmazza a Bolzano-tételt a g : [a,b] — R, g(x) := f(x) — z figgvényre. B

Az f fiiggvény folytonos (példdul) a [—1,1] kompakt intervallumon, ezért a
Weierstrass-tétel alapjan f-nek ezen a halmazon van maximuma is és mini-
muma is, azaz 3z, ry € [—1, 1] pont, hogy

fx) < flepm) =M és f(x)> f(zy)="m Vaze[-1,1] esetén. (x)

Vegytink egy P > M valds szamot. Mivel lim f = +o0, ezért ehhez a P-hez

Jdx; € R, hogy f(z)> P Vx> x; pontban. (xx)

De P > M, ezért (x) alapjan x; > 1 is igaz. Azonban lim f = +o0o is fennéll,

ezért
Jxs € R, hogy f(x)>P Va<xy esetén és xy < —1. (% * )

Az f fiiggvény az [xe,z1] kompakt intervallumon is folytonos, ezért ezen a
halmazon is van minimuma, azaz 3z* € [r9,x1], amelyre f(z) > f(z*) tel-
jesil Vo € [x9, 1] esetén. Az [x5, 1] intervallum tartalmazza a [—1, 1] inter-
vallumot, ezért [z5, x1]-en felvett minimum nem lehet nagyobb a [—1,1]-beli
minimumnél, azaz f(z*) < m. Igy (x%) és (x % ) alapjén

fl®) >P>M>m?> f(z"), ha = <uzyvagy = > z;.

A fentieket Osszefoglalva azt kapjuk, hogy az f(x) > f(z*) egyenl6tlenség
minden x € R pontban teljestil, ami azt jelenti, hogy az f fiiggvénynek valoban
van minimuma. W

2.5. Egyenletes folytonossag

(a) Mivel
22 — | =z +y|- o —y| <2z —y| <e,

ha z,y € [0,1] és [z — y| < 0 := 5, ezért a fiiggvény egyenletesen folytonos az
0, 1] intervallumon.Hl

(b) Megmutatjuk, hogy f nem egyenletesen folytonos az [1,+00) halmazon,
azaz van olyan ¢ € RT szam, hogy minden § € R™ esetén léteznek olyan
z,y € [1,+00) szamok, amelyekre |z —y| < 0 és |f(z) — f(y)| > €. Legyen
példaul € := 1 és 0 € R™ adott. Ekkor van olyan n € N, amelyre n > %. Ha
x::n—i—%ésy::n, akkor

1 . 1, 1
’x—y’za<(5 €s !f(ﬂf)—f(y)\ZI(nJrﬁ) —n2‘22—|—$>5,



44 2. Fiiggvények folytonossaga
ami azt jelenti, hogy az f fliggvény nem egyenletesen folytonos az [1,+00)
intervallumon. W
(¢) Mivel

—yl _lr—yl
T — < <eg,
ha z,y € [1,4+00) és |z —y| < 0 := 2¢, ezért a fliggvény egyenletesen folytonos
az [1,+00) intervallumon. M
(d) Mivel minden z,y € (0, 4+00) esetén
\/_ v _|_ \/_
ezért tetszOleges € € RT esetén
|\/E—\/§‘ <e, ha z,y€[0,+00)és |z —y| <d:=¢e%
ami azt jelenti, hogy f egyenletesen folytonos a [0, +00) intervallumon. W
(e) Mivel
1 1 —
‘———’ el [z —yl <e,
z oyl |y
ha z,y € [1,+00) és |z — y| < 0 := ¢, ezért a fliggvény egyenletesen folytonos
az [1, +00) intervallumon.Hl
(f) Megmutatjuk, hogy f nem egyenletesen folytonos a (0, 1) intervallumon,
azaz van olyan ¢ € RT szdm, hogy minden § € RT esetén léteznek olyan
z,y € (0,1) szdmok, amelyekre |z — y| < § és |f(x) — f(y)] > €. Legyen
példaul € := 1 és 0 € R™ adott. Ekkor van olyan n € N, amelyre n > %. Ha
=21y = +1,akkorm y€(0,1) és
ooyl = <8 s [f) )] =12
r—yl=—- és x) — = g,
Y n(n+ 1) 4 -
ami azt jelenti, hogy az f fliggvény nem egyenletesen folytonos a (0, 1) inter-
vallumon. W
M48. (a) Legyen

f(x), hawe(0,1)
flx) =<1, ha x =0
sinl, hax=1.
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M49.

M50.

M51.

M52.

M53.

Mivel lim 322 = 1 és lim 2% = sin 1, ezért f folytonos a [0, 1] kompakt halma-

z—0 z—1
zon. Heine tétele alapjan f egyenletesen is folytonos [0, 1]-en, de akkor egyen-
letesen folytonos a (0, 1) intervallumon is. Ezen a halmazon az f fiiggvény
egyenld f-fel, tehat f is egyenletesen folytonos a (0, 1) intervallumon. W

Az 6sszegre vonatkozd dllitds igazoldsa: Legyen € € R tetszblegesen rogzitett
szam. f és g egyenletes folytonossidga miatt az /2 szdmhoz léteznek olyan
01,09 > 0 valos szamok, hogy

r,y €A, |r—y|<dy, iletve |z —y| <o

esetén ) ]
F(@) = f) < 5. illetve |g(x) —g(v)| < 5.

Ha § := min{d;, 05}, akkor minden z,y € A, |x — y| < 0 esetén
£

7~ ©

I(f +9)(x) = (f+9) W) < |f(@) = f)] + lg(z) — g(y)| < g+

ami azt jelenti, hogy az f + ¢ fiiggvény egyenletesen folytonos az A halmazon.
Két egyenletesen folytonos fiiggvény szorzata lehet nem egyenletesen folytonos
is. Ha példdul f,g : R — R, f(z) := g(x) := x, akkor f és g egyenletesen
folytonos R-en (miért?), de fg nem egyenletesen folytonos R-en (miért?).
Az allitas az

[(fg)(z) = (fa)W)| < [f(@)llg(@) — g()] + g f(z) — f(y)]

egyenlotlenség felhasznalasaval igazolhato. M

Azt kell igazolni, hogy
Ve € RY szamhoz 36 € RT, hogy Vz,y € Dy, |[v—y| < d esetén | f(z)—f(y)] < e.

Rogzitsiik az e € RT szdmot. Mivel lim f =: A véges, ezért
o0

g—hez Jxo > 0, hogy VYV € [zg, +00) esetén |f(x) — A| < %'
Ebbdl persze az is kovetkezik, hogy

Va,y € [xg, +00) esetén | f(z) — f(y)| <&,
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ul. |f(z) = fy)l < |flx) —A[+[A-fly)| <5+5=¢
Az f fiiggvény folytonos a [0, zg] kompakt intervallumon, ezért Heine tétele
szerint f egyenletesen folytonos ezen a halmazon, azaz

% > 0-hoz 3 > 0, hogy Vx,y € [0,x¢] esetén |f(x) — f(y)] < g

Ha (példdul) x € [0, x¢],y € [xo,+00) és |z —y| < 0, akkor a fentick
5

(@) = FW)] < [£(2) = (o) + [ f (o) = )] < 5 + 5

= E.

Az allitast tehat bebizonyitottuk. W



