16. Nemlinearis egyenletek megoldasal l.

Eddig Iényegében linearis egyenletrendszerek megoldasaval foglalkoztunk. De sokszor felvetodik az
f(x)=0 (16.1)

egyenlet egy (vagy esetleg tobb) gyokének keresése, ahol az f(x) e Cla,b] egyvaltozos fliggvény.

Minden olyan x* érték, amelyre f(x")=0, a (16.1) egyenlet gyoke vagy f(x) zérushelye. A gyok az

x" helyen m-edrendii, ha f(x)=(x—x")"g(x), g(x")#0 alakban irhat6. Azzal az esettel
foglalkozunk, amikor a megoldas kozelitése valamilyen numerikus modszer segitségével végezheto.

16.1. A gyokoét tartalmazé intervallum

Ha a fliggvény eldjelet valt: f(a) f(b) <0, akkor a folytonossag miatt legalabb 1 gyok talalhato
[a,b]-ben. Ha létezik f(x) els6 derivaltja is, és eldjeltartd [a,b]-ben, akkor csak 1 gyok van.

Ha a fiiggvény nem monoton, akkor [a,b]-t célszeri olyan részintervallumokra bontani, ahol az
intervallum két végpontja kozott eldjelvaltas van. flymodon f(x) péaratlan gyokeit el tudjuk
kiiloniteni. Derivalhato fiiggvény esetén a paros gyokoket kereshetjiik f'(x) gyokeiként, mert ekkor a
parosakat paratlanna tettiik, de kereshetjiik f(x)/ f'(x) gyokeit is, amelyek mind egyszeresek.

16.2. Fixpont iteracio

Egy lehetséges eljaras, hogy megprobaljuk az f(x) =0 egyenletet fixpont-egyenletté alakitani:
x=F(x). (16.2)

Példa: legyen a megoldand6 egyenlet: x* —sin(x)=0. Ekkor probalkozhatunk az Xps :m

iteracioval. Fixpont-egyenletet mindig tudunk késziteni, hiszen x=x+cf(x) is ilyen, ahol ¢

nemzérus allando, de valaszthatunk valamely c(x) fiiggvényt is olymodon, hogy az iteracio
konvergencia-tulajdonsagai javuljanak. A fixpont létezésérdl szol a

16.2.1 Brouwer fixp onttétel’
Ha F(x) folytonos [a,b]-ben és F : [a,b] — [a,b], akkor létezik fixpontja.

Bizonyitds. Legyen g(x)=x-F(x), ekkor g(a)<0 ¢és g(b)>0, amibdl g(a)g(b)<0. Ha itt
egyenldségjel érvényes, akkor mar van egy gyok, ha pedig a < jel érvényes, akkor a folytonossag
miatt kell 1éteznie gyoknek [a,b]-ben. =

16.2.2 Tétel, kontrakcid

Ha F:S— R folytonosan differencialhato az S zart intervallumon és |F '(x)| <1, VxeS, akkor F
kontrakcio.
Bizonyitas. A Lagrange kozépérték tétel alapjan x,y € S -re 3 : F(x)— F(y)=F'({)(x— y) . Térjiink

at az abszolut értékre és hasznaljuk fel, hogy EI|F '(x)| maximuma S -ben:

" A tétel tobbdimenzios megfogalmazasa: ha a folytonos F(x) fiiggvény a gémbot onmagaba képezi le, akkor
van fixpontja.
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|[F(0) = F()| < max|F'(x)][x =], x.yeS

tehat /' kontrakcidé g = max |F '(x)| <1 kontrakciés allandoval. =

xeS

16.2.3 Kovetkezmény

Ha F(x) kontrakcio, akkor a Banach fixponttétel szerint csak egy gyok van és a kontrakcios allando
ismeretében a kozelités pontossagat is becsiilni tudjuk.

Visszatérve a fenti példahoz: a kapott iteracié biztosan konvergens abban a tartomanyban, ahol

(\/m ) =—CO§(X) <1. Latjuk, ha x=0 vagy x=m, ezzel a kifejezéssel baj van, mert a formula
2./sin(x)

kiértékelésekor 0-val kéne osztani. De példaul x=n/4 esetén a kifejezés érteke 1/ V8, ami mar
jobbnak tiinik. Ha megrajzoljuk az x? parabolat és a sin(x) fiiggvény képét, latjuk, hogy két
nemnegativ gyok van, az egyik a zérus, a masik pedig kézel x =m /4 -hez, tehat remélhetd, hogy az
iteracio m /4 -gyel inditva konvergens. De az is latszik, hogyha nagyon kicsi pozitiv értékkel inditjuk
az iteraciot, akkor sem kapjuk meg a zérus gyokot, mert az iteracidé mindig elvisz a nagyobbik gyok
iranyaba.

Ha azonban az x =arcsin(x?) iteraciot készitjiik, konnyen meggy6zddhetiink arrol, hogy kis pozitiv
x-re zérushoz tart. Ha azonban x=1-gyel inditunk, akkor eldszér a m /2 értéket kapjuk, majd
komplex szamokat, mivel az argumentum nagyobb 1-nél.

A tanulsdg: tgyelniink kell, a kapott fiiggvény hova képez le, és a leképezés tartomanyaban
megmaradnak-e a konvergencia tulajdonsagok, illetve azt a gyokot kapjuk-e, amit szeretnénk
meghatarozni.

Ha a megoldando egyenletben tobb helyen is szerepel x, akkor tobb x = F'(x) kifejezés is készitheto.
Példaul szerepeljen két helyen, ekkor meg lehet mutatni: a kapott két iteracido egy adott helyen
egyszerre nem lehet konvergens. Legyen ugyanis f(x,,x,)=0 a megoldandé egyenlet, ahol a két

eléfordulast x, és x,-vel azonositjuk. Legyen F,(x) az az iterdciés fiiggvény, amelyet x,
kifejezésével kaptunk. Ez azt jelenti, hogy

SE(x),x)=0 ¢ f(x,F(x)=0. (16.3)

Legyen o egyszeres gyok: f(o,a)=0.Ha a (16.3)-ben szerepld kifejezéseket derivaljuk x szerint és
helyettesitjik x =a -t, az eredmény:

S @a)F @)+ f; (@,a) =0,
S (0) + f; (@,0) Fy (@) =0,
ahol f also indexe azt jeloli, melyik hely szerint derivaltunk. Ahhoz, hogy egyszeres gyok mellett

nemzérus megoldést kapjunk f' (ot,o)-ra kell, hogy a kapott rendszer determinansa 0 legyen:

F (@) 7 ,

=F (a)F, (a)-1=0,
1 F()

ahonnan

F@)=1/

F (oc)‘. (16.4)

Hacsak nem 1 abszolut értékiick a derivaltak, a gydk kozelében az egyik iteracios fiiggvény
konvergens, a masik meg divergens lesz. Hasonldan lehet vizsgalni azt az esetet, amikor x 2-nél



tobbszor fordul eld. De ekkor a helyzet rosszabb, az is lehetséges, hogy egyik iteracios fliggvény sem
konvergens. Emiatt azt célszerli tenniink, hogy az x -ek eléfordulasat két csoportba osztjuk és x-et az

egyik csoportbol teljesen kifejeziik. Példaul 3x° —2x +exp(2.2x) +1=0-nél az iterdcios fiiggvényre
kereshetjiik a masodfok polinom gyokeit ugy, hogy a konstans tag helyére exp(2.2x)+1-et irunk.

16.3. A konvergencia-sebesség

Legyen az x, sorozat konvergens, lim X, =x . Jelolje € =x, —x" az n-edik hibat. Ekkor, ha

n— “n

létezik ¢ alland6 és p >1 szam tigy, hogy

lesa|<cle,|”, n=0,1,..., (16.5)
akkor az x, sorozat konvergencidja p -edrendii. Ha
e p=1, akkor a konvergencia linedris vagy elsorendii,
e 1< p<?2,akkor a konvergencia szuperlinedris,
e p=2,akkor kvadratikus vagy masodrendii,
e p=3, akkor kobds, vagy harmadrendii.

A p szam jellemzi az iteraciés modszer konvergenciajanak sebességét. Ha példaul p =2, akkor ez
nagyjabol azt jelenti, hogy 1épésenként az értékes jegyek szama megduplazodik.
A fixpont iteracidé nem rendelkezik ezzel a sebességgel. Megmutatjuk, hogy p=1, azaz a

konvergenciaja elsérendii, amennyiben ‘F '(x*)‘ # 0. Ugyanis

% = |=|Fx,) = F| < g

x,l—x*‘=q|8n|. (16.6)

|8n+1| =

Ha F'(x")=0, akkor a konvergencia magasabb rendfi. Erre vonatkozik a kovetkezd

16.3.1 Tétel

Legyen F valds fiiggvény: F(S)c ScR, S zart. Tegyiik fel, FeC™(S) és F(k)(x*) =0,
k=1,2,---,m—1. Ekkor az F dltal meghatarozott iteracio konvergencia-sebessége p =m -edrendii.

Bizonyités. Az x koriili Taylor-polinom m -edrendii maradéktaggal

F(xX)=F(x )+ F'(x )(x—x )+...+A(x—x )y +ﬁ(x—x )"

(m-1)! m!
ahol a feltevés szerint az els6, masodik, ... , m—1-edik derivalt eltiinik. Helyettesitsiik x=x, -et,
vegyiik figyelembe, hogy x =F(x) és X, =F(x,), ezzel

. FME) ;
Xp1 =X = —Fx(xn -X )m ’

m!

ahonnan
F™(E,) an M
|8n+1| =‘—‘ X, =X S—’;1|sn|m , n=0,1...
m! m!

ahol M, = max‘F (k )(x)‘ . Innen lathatod, a konvergencia m -edrendii. m
xeS§
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16.4. Newton-iteracié (Newton-Raphson médszer) és a szelémoédszer

Ha a fliggvény els6 derivaltja Iétezik a gyok kdrnyezetében, akkor a gyokot kozelithetjiik ugy, hogy az
x, pontban a fliggvényhez huzott érintd metszéspontjat vessziik az x tengellyel. Ez ugyanaz, mint

amikor az x, koriili elséfokt Taylor-polinomot zérussa tessziik és x

O = f(xn) + f’(‘xn)('xn+l - xn )’

innen a Newton-Raphson mddszer iteracios formuléja:

-re megoldjuk:

n+l

@)
o =8, = 8 = F ). (16.7)

A szelomodszert ebbll gy nyerjiik, hogy a derivalt helyére az utols6 két pontra felirt osztott
differenciat tessziik:

v ooy L& =x) | S)X = f )X,
n+l = n -
S)=f(x,) Sx)=f(x,)
tehat ez az iteracios fiiggvény két pontra tamaszkodik. A moddszer elénye a Newton-modszerrel

szemben, hogy nem kell hozza a derivalt, amit néha eléggé koriilményes kiszamitani. Hatranya pedig a
kisebb konvergencia-sebesség.

=F(x, ,.%,), (16.8)

16.4.1 Tétel, a szelémddszer hibaja

Legyen f(x)eC’[x, ,,x,,x"], ekkor a szelémodszernél az n+1-edik iteralt hibdjara fenndll

8IH—l :gngn—l f ,(E") s éan E[X*axn_pxn]: (169)
2f'm)
ahol x* a zérushely és [x",x, |,x,] az adott pontok dltal lefedett intervallum.

Bizonyitds. Az allitast (16.8)-bol osztott differencidk segitségével szarmaztatjuk. Kihasznaljuk, hogy
f(x)=0:

€

=x,—x =x,—x —(x,—x")

f)-f@) 1 S(L_ﬂwaJ:

+1 =
! ! xn - X* f[xnfl > 'xn ] ’ f[xnfl > xn ]
_g[ﬂnwathaa]swlj_ga ST %, 007,
= — | = _
! f[xn—l’xn] xn—l —-X n f[xn—l’xn]

¢és innen az osztott differencidk és a derivaltak kozott érvényes Osszefliggés (14.1.1 Kdvetkezmény)
segitségével kapjuk az eredményt. m

16.4.2 Kbvetkezmény

A Newton-modszerre vonatkoz6 eredményt az x, | — x, hatardtmenettel kapjuk:

_.2 S"©) .
8n+1 _Sn 2f,(xn)5 ﬁe[xn,x ]: (1610)

Latjuk, ha van konvergencia, akkor az masodrenddi, feltéve, hogy f'(x")#0.



16.4.3 Tétel, monoton konvergencia

Legyen feC’[a,b], f(x)=0, x" €[a,b], az f'(x), f"(x) deriviltak ne valtsanak eldjelet [a,b]-
ben, tovabbd az x,€[a,b] kezddpontra teljesiilion f(x,)f"(x,)>0. Ekkor a Newton-modszer
konvergens és az dltala készitett x, sorozat monoton médon tart az x" zérushelyhez.

Bizonyitas. A Newton-modszer (16.10) formulaja szerint az dsszes iteralt a gyoktdl vagy jobbra, vagy
balra helyezkedik el, mert 1"/ 1" el6jele allandd. A (16.7) formulabdl x™ -ot levonva

€, =¢,—f(x,)/ ['(x,) (16.11)
kovetkezik. Az f(x,)f"(x,) >0 feltétel miatt f"(x,)/ f'(x,) és f(x,)/ f'(x,) eléjele megegyezik.
Emiatt, ha (16.10)-ben ¢, >0, akkor f"(x,)/ f'(x,) pozitiv és (16.11)-ben g, kissebitve van és az
Osszes tovabbi 1épésben ¢, >0 kisebbedik. Hasonléan kapjuk, hogy €, <0 esetén az Gsszes tovabbi

€, <0 nagyobbodik, tehat az €, -ek vagy feliilrél vagy alulr6] monoton modon tartanak 0-hoz. m

Kovetkezmeny. A (16.9) formula mutatja, hogyha a szeldmddszert ugy inditjuk, hogy x,,x, €[a,b], €,
g, & f"(x,)/ f'(x,) elbjele megegyezik, akkor a tétel feltételei mellett a szeldmodszer is monoton

konvergens sorozatot allit el0, mert a formuldjaban szerepl6 osztott differencia mindig helyettesithetd
egy intervallum-beli derivalttal, aminek az eldjele [a,b]-ben allando.

16.4.4 Tétel, lokalis konvergencia
Legyen feC?[a,b], f(x")=0, f'(x)#0, x,x" €[a,b], és az x, €[a,b] kezddpontra teljesiiljon

2min[a’b]|f’(x)| zi
max[u,b]|f”(x)| M

(16.12)

‘xo -x <

Ilyen x,-bol inditva a Newton-Raphson médszer konvergdl x -hoz. A szelémodszer konvergdl, ha x,
mellett x, is kielégiti a (16.12) feltételt.

Bizonyitéds. Az els6 1épéstdl kezdve van kontrakcio, ha (16.9) vagy (16.10) alapjan

O] maxg, [/
"21'm) 2min,, ;| /'(x)|

Az allitas innen atrendezéssel adodik. A szelomodszernél a masodik 1épéshez még ¢, -re is meg kell

S‘xo -x

kovetelniink ugyanezt a feltételt. m

A fentick alapjan a Newton-Raphson mddszernél megbecsiiljiilk az n+1-edik hibat. Bevezetve a
d, =Mle,| jeldlést

d,=Mle, |<M%} — d,<d’ — <(Meg, )" . (16.13)

€

€

n+l n+l n+l n+l

16.4.5 Tétel, szelém 6 dszer konvergencia-sebessége

A 16.4.4 Tétel feltételei mellett az x,, x, kezdopontokbdl inditva a szelémodszer p =(1+ J5 )/2~=1,62
aszimptotikus sebességgel konvergal x" -hoz.
Bizonyitds. Most

<M

€

gn gn—l

n+l

érvényes (16.9) alapjan, ahol M ugyanaz, mint (16.12)-ben. Isméta d, =M |s ,(| jeloléssel
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d. . <dd n=1L2,...

n+l n"n-1°
Az inditéskor |x, —x'|<1/M és |x,~x"|<1/M , ezzel d,.d, <1. Igaz tehdt, hogy 3d <1: dy,d, <d,
amellyel d, <d*, d, <d’, d, <d’, 4ltalaban

d <d", fi=fi=1 fi,=fi.+f, n=12,..

Itt f, -ek a jolismert Fibonacci-sorozat tagjai, melyeknek explicit eldallitsa ismert:

_Les 145

2 : 2

1
fo=7=
J5
Mivel |b2| <1, a ndvekvo hatvanyai zérushoz fognak tartani. Emiatt [étezik egy K szam, hogy minden

n-re d™ <K, s ——b;” / \/g . Tehat irhato

n+l

[ =B ], b (16.14)

d SK(dbl/ﬁ)blﬂ =k(d)', d=d"".

Kaptuk, hogy a szelémoddszerhez tartozé hibak majoralhatok egy olyan sorozattal, amelynek

1+\/§

2

konvergenciarendje b, = ~ 1,62, azaz a modszer szuperlinedris. m

16.5. Példak

1. Legyen f eC’[a,b]. Parabola interpolacidval készitsiink harom pontra tamaszkodd iterdcios
modszert f(x) egy [a,b]-beli lokalis minimumanak meghatarozasara!

Megoldas. Legyen [a,b]-ben hdrom pont (x_,,f ,),(x,,,f.).(x,,f;). Newton-interpolacioval
P, (xX)=f, + fIx_,.x_  1(x—x,_,)+ fIx_,,x,_,,x;]J(x —x,_,)(x—x,_,) . A derivaltjanak zérushelye:

O U A £ ) (16.15)
il 2 2f[x;>2’xi—l’xi]

2. Egyenletes l1épéskdzzel haladva hogyan deritenénk fel egy minimumhelyet?

Megoldas. Legyen a lépéskdéz h ¢és x,=a+ jh, j=0,1,.... Az x;

1> alappont-harmas

xj7xj+1

megfeleld, ha f[x; ,x,]<0 és f[x,,x,,,]>0. Ekkor a lokélis minimumot a kovetkezd egyszeriisitett

formulaval becsiilhetjiik, ha (16.15)-ben x; -t vessziik a kdzéps6 pontnak:
. Yt X 1%, %] . _h S = fia
" 2 2fTx,oxox, ] 7 2 fa=2f+ 1

3. A kapott iteracios modszerre fogalmazzunk meg ahhoz hasonld tételt, mint amit a Newton-
modszernél lattunk a lokalis konvergenciara!

(16.16)

Megoldas. Az egyszeriiség kedvéért tekintsiik (16.15)-ben azt az esetet, amikor i=2. Az osztott
differenciak tulajdonsagait kihasznalva a hibak terjedésére probalunk egy Osszefiiggést szarmaztatni.
Vonjuk le mindkét oldalbol a minimumhelyet add x”-ot és legyen ¢, =x, —x", ezzel

_& e fTxx]
} 2 211x,,%,,%,]




A szamlaloban 1év6 osztott differenciat atalakitjuk, kihasznalva, hogy f[x",x"]=0 és az alappontok
sorrendje az osztott differenciakban tetszéleges: f[x,,x, 1= f[x,,x1— fx,x 1+ flx,x" - f[x",x"]=
=g,/ [x,,%,x 1+€,f[x,x",x"]. Beirva a fenti formuléba és kozds nevezdre hozva:

& (f[xoyxl,xz]_f[xo,xlaX*])+81 (f[xwxl’xz]_f[xlﬂx*’X*])

A .

2 /1%, %%, ]
A szamlalé els6 két tagja tovabbirva ge, f[x,,X,,%,,x" ]. A utolso két tag atalakitasa kicsit hosszabb:

81(f[x07x17x2]_f[x0axl,X*]+f[x09x17X*]_f[x17X*:x*]):8182f[x07x1,x2’X*]+8081f[x0=x19x*5X*]'
Ezekkel

(80 +81)82f[x0:x1’x2’X*] +8081f[x0,x1,x*,x*]
2f[x0ax1:x2] 2f[x05x1’x2]

3

Legyen 6, = max{|80|,|.91

82|} és

B

max

_ xeab] f(3) (x)‘
- 2min|f"(x)]

xela,b]

(16.17)

Felhasznalva, hogy az osztott differenciak kifejezhetdk a nekik megfelelé rendu derivaltakkal, kapjuk:
!
|83|S%822%2M=822M. (16.18)

fgy |£—:3| biztosan kisebb a harom megel6z6 € abszolit maximumanal, ha &,M <1, vagy masképp
8, <1/M . Tehat a kapott mddszer biztosan konvergens, ha a harom induldé pont a minimumhely
1/ M -sugart kdrnyezetében van.

16.6. Gyakorlatok

1. Bizonyitsuk be, hogyha f e C'[a,b], f(a)f(b)<0 és f'(x) nem valt eldjelet [a,b]-ben, akkor
ott az f(x) fiiggvénynek csak egy gyoke van.

2. A fixponttétel alkalmazasaval mutassuk meg, hogy a cosx—4x+2=0, xR egyenletnek egy
zérushelye van és x-et 4x feldl kifejezve a fixpont iteracido minden kezd6értékre konvergens!

3. Az el6éz6 feladatban a gydk milyen kdrnyezetébdl konvergal biztosan a Newton-iteracio?

4. Oldjuk meg az f(x)=1/x—a=0 egyenletet Newton-iteracioval! Milyen kezdéértékekre van

konvergencia? A kapott formula érdekesége, hogy nincs benne osztas, aminek régebben kiilon
jelentdsége volt az osztas miiveletével nem rendelkezo gépi aritmetikakban.

5. Oldjuk meg az f(x)=x"—-a=0, a>0 egyenletet Newton-iterdcioval és tisztazzuk a
konvergenciat!

6. Az eloz6 feladat megoldasa alapjan készitsiink modszert ¢'* meghatarozasara, ahol a pozitiv
valos szam.

7. Mutasssuk meg, hogy a 16.4.3 Tételt modosithatjuk Ggy, hogy az f(x,)f"(x,)>0 feltételt
elhagyjuk és helyette azt koveteljiik meg, hogy az elsd 1épés utan x, [a,b].

(f(x))

8. Mutassuk meg, h Flx,)=x,-
vrassuk meg, hogy az F(x,) =X, = T —f )

iteracid konvergencidja masodrendii!



8 Hegediis: Numerikus Analizis II.

9. Ellendrizziik, hogy a Newton-mddszer tobbszoros gyok esetén csak elsdrendben konvergal.

10. Igazoljuk, hogy r -szeres multiplicitasti gyoknél a kvadratikus konvergencia megmarad, ha a
Newton-modszer formulajat a kovetkezore modositjuk: x,,, =x, —rf(x,)/ f'(x,) .

11. Adott & pontossag elérése érdekében dolgozzuk ki annak feltételét, hogy mikor allitsuk le a
Newton-modszert.

12. Mi torténik a szelémoddszernél, ha a 16.4.3 Tétel feltételeitdl csak annyi a kiilonbség, hogy ¢, >0,
de g <0?

13. Mikor allitsuk le a szelémodszert, hogy a megoldas eldirt pontossagu legyen?

17. Nemlinearis egyenletek megoldasa Il.

Néhany specialis esettel folytatjuk.

17.1. Az intervallumfelezés moédszere

Tegyiik fel, az [a,b] intervallum tartalmaz 1 db gyokdt: f(a) f(b) <0 és a fliggvény folytonos [a,b]-

ben. Az intervallumfelezés modszere szerint ekkor megfelezziik az intervallumot és a két intervallum
koziil megtartjuk azt, ahol az eldjelvaltas megmarad. Igy az algoritmus:

1. FfeCla,b], f(a)f(b)<0 ésadott e eldirt pontossag.
2. Indulés: [ay,by]=[a,b], x, =(a+b)/2.

[a ,b]= [a,-1,x,], ha f(a,)f(x,)<0,
3. e [x,,b, ], egyébként,

X, =(a,+b,)/2.
4. Megallas: ha f(x,)=0, vagy |bn —an| <e.

Ez nem tal gyors, de biztos mddszer. Az eldjelvaltasbol nem mindig kovetkezik a gyok 1éte.
Gondoljunk az 1/ x fiiggvényre, amikor az algoritmust —1 és 2 ko6zott inditjuk.

17.1.1 Tétel

Az intervallumfelezéssel kapott x,, n=1,2,... sorozat elsérendben konvergens és

e, | <=2, n=0,1,... (17.1)

Bizonyitds. A konvergencia abbdl kovetkezik, hogy mindig a gyokot tartalmazoé intervallumot tartjuk
meg. A hibara minden 1épésben teljesiil:

nl°

e <~
2

ez pedig elsérendii konvergenciat jelent. m



17.2. A hurmédszer (regula falsi)

Itt csak annyi az eltérés az intervallumfelezés modszerétdl, hogy nem az intervallum kézepét vesszik,
hanem az (a,,f(a,)) ¢és (b,,/(b,)) pontokra illesztett egyenes, mas névvel: hir zérushelye a

kovetkezo kozlités:

b —a,
b))~ f(a,)
Megfelelo feltételek mellett bizonyithatd, hogy a hirmodszer konvergencédja linearis, igy nem

gyorsabb, mint az intervallumfelezés. Még az is megeshet, hogy annal lassubb. Ez torténik példaul
olyan esetben, amikor a fliggvény értékei az x-tengelyhez kozel vannak és az egyik végponthoz (a,

X, =a,—f(a,) (17.2)

vagy b, ) nagyon kozeli a gyok.

17.3. A Newton-iteracio tobbvaltozos esetben

Legyen f: R" > R" egy n-valtozos leképezés, amelynek keressiik azt a vektorat, amelyre f(x)=0.

Tételezziik fel a differencialhatésagot, ekkor az x, € R” koriili sorfejtésbol kozelitve
Jx)+ f(x)(x=x,)=0, (17.3)

ahol most f'(x)= [Gf[ (x)/ox j] e R™ matrix — a rendszer un. Jacobi-matrixa - , amelyr6l feltesszik,

hogy invertalhato. (17.3)-et x -re megoldva a kovetkez6 iteraciot kapjuk:

X =%, [ )] f(x,). (17.4)

Ha van megoldas és elég kozel vagyunk hozza, akkor remélhetjiik, hogy a tobbvaltozos Newton-
iteracio konvergens lesz.

A modszer azt koveteli meg, hogy minden 1épésben elkészitsiik a derivaltak matrixat és megoldjunk
vele egy linearis egyenletrendszert. Mivel ez nagyon munkaigényes lehet, szokas alkalmazni a
kovetkez6 egyszerisitést: Elkészitjikk az f'(x,)= LU faktorizaciot és utana az egyszeriibb

X =%, —(LU)" f(x,) (17.5)

iteraciot alkalmazzuk. Ez 1-dimenzidban annak felel meg, hogy 1épésenként a derivalt értékét nem
valtoztatjuk. Az ilyen modszereket kvazi-Newton modszereknek nevezziik.

17.4. Polinomok gyo6kei

A polinomok gyodkeinek meghatarozasa talan leggyakrabban a matrixok sajatértékeinek keresésekor
jon eld, de ekkor nem érdemes a hatvanydsszeg alakot hasznalni, mert a linearis algabrai algoritmusok
numerikusan eldnydsebb megoldasokat kinalnak. Valdoban magasabbfoki polinomok esetén a
hatvany0sszeg reprezentaciod

p(x) =iaixi (17.6)

nem elonyds, mert gépi szamként abrazolva az egylitthatok n novekedésével egyre bizonytalanabb
informaciét nytjtanak a gyokok pontos értékér6l. Példanak alljon itt Wilkinson kisérlete, aki az
1,2,..,19,20 gyokokkel rendelkezd huszadfokti polinomot (17.6) alakban el6allitotta, majd
visszaszamolta a gyokoket. Az eredmény annyira mas volt, hogy t6bb komplex gyokpart is kapott. A
jelenséget magyarazza a gyokok és egyiitthatok Osszefiiggése: példaul a nulladfoku tag a gyokok
szorzata: 20!, aminek a pontos dbrazoldsira messzi nem elegendé 15 decimalis jegy. Igy a gépi
szamabrazolas folytan sok fontos informacio elvész.
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A (17.6) alak Osszefiiggésbe hozhaté az un. Frobenius-féle kiséero mdtrix-szal, amellyel mar
talalkoztunk a 7.3 szakaszban:

0 0 0 -a,/a, |
1 0 0 =-a/a,
1. : :
F= e : . (17.7)
0 -a,,la,
| 1 -a,/a,|

.y . 13 ;
Az utols6 oszlopa mentén kifejtve konnyen igazolhatd, hogy det(ll -F )=—Za,.7»’. Ennek a
a, i-o

matrixnak ismerete két szempontbol is hasznos. Egyrészt mutatja, hogy a polinom x, gyokei linearis
algebrai modszerekkel kereshetok, amelyek a legstabilabbnak tekintheté modszerek kozé tartoznak.
Masrészt rogton lehetdségiink van egy olyan korlemez megadasara a komplex sikon, amelyben a
polinom &sszes gyoke benne van:

||F||w = max(l =0, + |a[ /a,

0<i<n

):R2|xk

2

ahol 8, a Kronecker delta. R nagyobb vagy egyenlé F spektral sugaranal, ami most a polinom

gyokok abszolut értékeinek maximuma.

Megadhatunk egy masik kisebb korlemezt is, amelyen kiviil van az Osszes gyok. Vezessik be az
x=1/y transzformaciot €s irjuk at a polinomot y szerint. Eredményiil egy olyan polinomot kapunk,

ahol az egyiitthatok forditott sorrendben vannak és ennek a polinomnak a gyodkei az eredeti gyokok
reciprokai. Az 10j polinomhoz tartozé Frobenius-féle matrix sornorméjat véve kapjuk:

1/ |xk| < ronax(l -9, +|ai / ao|) =1/r, ahol természetesen feltételeztiik, hogy a, #0. A két eredményt
egybevetve latjuk, hogy a polinom gyokei az
r<lx|<R, k=12,..n (17.8)

korgytiri tartomanyba esenek.

A (17.6)-tal adott polinomoknal elénydsen alkalmazhaté a Newton-modszer, mert a polinom értéke és
a derivaltja egy lépésben egyszerlien szamolhatd. Ha példaul a & helyen szeretnénk ezeket

kiszdmolni, nem kell mast tenniink, mint a polinomot maradékos osztassal elosztani (x —&)” -tel:

p(x)zq(x)(x—&,)2 +ax+p. (17.9)

Koénnyen meggy6zodhetiink rola, hogy a helyettesitési érték of + 3, a derivalt pedig o lesz a §
helyen.

A tdbbszoros gyokok kisziirésére alkalmazhatjuk az Euklidészi algoritmust. Ekkor a két indulo
polinom p,(x)= p(x), p,(x)=-p'(x), az i+1-edik polinomot pedig tigy készitjiik, hogy p, (x)-et
osztjuk p,(x)-szel és a maradékot képezziik:
Pa(¥)=¢,(X)p,(x)=¢;p (), i=12,... (17.10)
A sorozatban a polinomok fokszdma csokkend, c, >0, egyébként tetszleges. Az algoritmus m<n
1épés utan befejezodik:
Pua(®¥)=9,x)p,(x), p,(x)*0.

Az utols6 polinom a két kezdd polinom legnagyobb k6zds osztdja. Mivel a derivalt polinom az 1-nél
nagyobb multiplicitast gyokoket tartalmazza, igy ezek a gyokok megjelennek p, (x) -ben.
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Abban az esetben, amikor minden gyok valds és egyszeres, akkor az Eulidészi algoritmus olyan
polinomsorozatot készit, amely Sturm-sorozat tulajdonsagu. Legyen az a helyen a sorozat
elojelvaltasainak szama V(a), a b helyen pedig V(b), ekkor megmutathatd, hogy az [a,b]
intervallumban a gyokok szama V(b) -V (a).

17.5. Gyakorlatok
1. Készitsiik el a (17.9) osztas algoritmusat!

2. Adjukmega 4x’ —3x*+6x’ —5x° —8x+2 polinom gydkeit tartalmazo korgytiriit!
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18. Numerikus integralas (kvadratura) I.

Az integralok kiszamitasakor nem mindig ismert a primitiv fiiggvény, vagy ha igen, némely esetben
nagyon bonyolult, nehezen szamithat6. Ilyenkor a numerikus moddszerek a kivant pontossagu
eredmény eldallitasara egyszeriibb alternativat kinalnak. A tovabbiakban az interpolaciobdl nyerhetd

kvadratara-formulakkal fogunk foglalkozni.

Lattuk, a fiiggvény az [a,b] intervallumban a kovetkezé mddon allithato elo:

f=L,+r

n’

(18.1)

ahol L, a Lagrange-interpolacios polinom és r, a hibatag. (Feltessziik, az alappontok nagysag szerint

rendezettek: x,_; <x; és x,=a, x, =b.) A kvadratira-formuldk szarmaz-tatasi elve:

b b b "
jf:ILn +Irn :Zaif(xl-)+Rn ,
a a i=0

a

ahol az
b
a, = [1,(x)dx

sulyok a Lagrange alappolinomok integralasabol adodnak.
Kovetkezmény. Az igy nyert formulak legfeljebb n-edrendii polinomig pontosak.

Ekvidisztans alappontok esetén nyerjiik a Newton-Cotes formulakat.

18.1. Zart és nyilt Newton-Cotes kvadratura formulak

18.1.1 Definicio

(18.2)

(18.3)

Az alappontok halmaza legyen Q, ={x,,...,x,}. Zdrt a kvadratira-formula, ha a,beQ,,
h=(Mb-a)/n, x,=a+k-h, k=0,1,....,n. Nyilt a formula, ha a,beQ,, h=(b-a)/(n+2),

xk =a+(k+1)h; k:()ala"'anﬁ x—] :a’ xn+1 =b

A tovabbiakban ratériink a zart Newton-Cotes formulak egyiitthatoinak eléallitasara.

a =1f1 (x)dx:j).m”—(x)dx
¢ ak a(x_xk)m;:(xk)

Vegyiik eszre: x; —x; =(k—j)h ¢&s vezessink be 0j valtozét: ¢=(x—a)/h, ahonnan x=a+th ¢&s

x—x; =(t—j)h,s ezzel

(¢—k) hidnyzik
n — n

o] (=1 o (C=mh"
S k(k=1).. A(=1)(=2)...(~n + k)h"

RN G G 11 (et IO (Rt ) VPR
~¢ a)nk!(n—k)!£ —x r=Cm b

(18.4)

ahol a B,fa; egyiitthatok az intervallumtol fiiggetleniil egyszer s mindenkorra kiszamithatok. Hasonlo

modon nyerhetjiik a nyilt Newton-Cotes formulak egyiitthatoit:
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=" "= -2)...(t—n—1)

a, =(b-a dt=(b-a)B"” , 18.5
o= )(n+2)k!(n—k)! : t—k—1 (b-a)B, (18.5)
Az els6 néhany Newton-Cotes egylitthato:
Zart Nyilt
1 1 Trapéz 1 Erintd formula
1 4 1 Simpson 1 1
1 3 3 1 2 -1 2
7 32 12 32 7 11 1 1 11

A tablazatban minden sort osztani kell az egyiitthatok Osszegével, mert az egyiitthatok 6sszegének 1-
nek kell lenni. Példaul az 14 1 sulyok az 1/6 4/6 1/6 valddi sulyokra utalnak.

18.1.2 Tétel
1. Y B, =1, 2. By, =B, i (18.6)

Bizonyitds. Az els6 allitas az f(x) =1 fliggvény integralasabol adodik, kihasznalva, hogy az integral
0-adfoku polinomra pontos. A masodik allitdst az y =n —¢ 0j valtozdra valo attéréssel nyerjik. m

18.2. Néhany egyszerii integralé formula

1
1. Az érintformula (nyilt Newton-Cotes): n=0, By = mj.l -dt , tehat

Iy(f)=(b- )f(‘”b j (18.7)

Az érintéformula gy is értelmezhatd, hogy a fiiggvényt [a,b]-ben a kozépponthoz hizott érintd

egyenessel kozelitjiik, és az egyenes alatti terliletet vessziik. Ez mutatja, hogy legfeljebb elséfoku
polinomig pontos.

18.2.1 Tétel, érinté formula hibaja

Legyen c=(a+b)/2, f € Cz[a,b], ekkor az érinté formulaval

jf(x)dx (- /e + 2 )f"(n) nelabl (18.8)
Bizonyitas. A ¢ koriili sorfejtésbol
)= f @+ - f @+ S Ve,

Integralaskor az elsé tag adja a kozelité formulat, a masodik tag eredménye zérus, igy elegendd a
hibatagot vizsgalni:

b
R()=5 |G- '€
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Az integralszamitas kozépértéktétele szerint

" b " 3 b 3
— b—
Rl(f):fz(n)i(x_c)zdx:fz(n){(x 3c)} L= .

a

A gyakorlatban ezt a formulat nem az egész [a,b] intervallumra alkalmazzuk, hanem azt m részre

osztjuk, és az egyes részintervallumokban az érintéformulaval integralunk. Példaul, ha m=3:
h=(b—a)/3 és aharom részintervallumra alkalmazzuk a (18.7) szabalyt.

A részintervallumon nyert eredmények feldsszegzésével jutunk az érintészabalyhoz:

(b-a)’
24m?

b m
jf:b_“Zf(a—h/2+ih)+ £'M), (18.9)
a i=1

m

ahol most f "(n)zi( ")+ f"My)+...+ f"(M,,)) , mert a Darboux-tulajdonsag miatt f" ezt az
m
atlagértéket is felveszi valahol a teljes intervallumban.

2. A trapézformula. Elséfokua polinom interpolaciobol nyert zart formula: n=1, By =B; =1/2:

W =22 @+ o). (18.10)
18.2.2 Tétel, trapézformula hibaja
Legyen f e C?[a,b], ekkor
b . N3
Jr=22 0@+ ren-C=2 rrm, nefab) (18.11)

Bizonyitds. Az interpolacié hibatagjanak integralja az integralszamitas kozépérték tételének
felhasznalasaval:

b ,n b rn ”
R(f)= J‘&(x —a)(x—b)dx= —J‘&(x —a)(b—x)dx= —&(b —a)’. =m
Y 2 g 2 T 12
A teljes intervallumot m részre osztva, a részintervallumok eredményét feldsszegezve nyerjiik a
trapéz szabdlyt:

b

_ N3
[ =220 + 270+ 2 )+ 01—

12m?

/7). (18.12)

18.2.3 Definicio

Egy kvadratara formuldt akkor mondunk £k -adrendiinek, ha k -adfoki az a legkisebb fokszamu
polinom, amelyre a formula mar nem pontos.

Eszerint az érint6- és trapézformula masodrendii.
3. A Simpson formula: masodfoki polinom interpolaciobdl nyert zart formula, n=2, Bj =1/6,
Bf =4/6, B, =1/6 és

_b-a

L(f)= 6“(f(a)+4f(";b

)+ £ (D).
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a+b

Az interpolacidé maradéktagjdban m,(x)=(x—a)(x— )(x —b) szerepel, ennek az integralja [a,b] -

ben zérus. Ezt legegyszeriibben ugy tudjuk belatni, hogy [a,b]-t a [-1,1] intervallumba
transzformaljuk. Ekkor w,(x) paratlan fliiggvény, amelynek az integralja zérus. Emiatt a hibatételt az
Hermite-interpolaciobol szarmaztatjuk,

f(‘”(E_, )

S (%) = H3(x) +——==(x —a)(x a—;bf(x—b), (18.13)

ahol az (a+b)/2 kozéppontban az els6é derivaltat is interpolaljuk. Az Aaltalanositott osztott
differenciak tablazatara gondolva tudjuk, hogy az interpolalé polinom a kovetkezd alaku:

Hy(x) = L)+ Cx—a)(x— 222

)(x—b) . A masodik tag egyiitthatojanak értéke nem fontos, mert az

b b
integralja az elbbiek alapjan zérus, s ezzel IH 3= ILZ .

a a

18.2.4 Tétel, Simps on-formula hibaja

Legyen f € C*[a,b]. Ekkor létezik m €[a,b] , amelyre
b (4)
Jr=2 [f( yraf (D). f(b)] / (”)( . j -

90
=1 (f)~-

(18.14)
f“’(n) .

ahol h=(b-a)/2.

Bizonyités. Kiindulunk az Hermite-interpolacio6 (18.13) alakjabol, ahonnan integralassal kapjuk:

4
G jf ) (x-ay- 20y

—a)(x (x —b)dx.

Ahhoz, hogy az integralszamitas kozépértéktételét alkalmazhassuk, az f 4 mellett 4116 tényez6 nem
lehet negativ. Ezt Ggy biztosithatjuk, hogy (x—») helyett (b — x)-et irunk, s igy

1) =L(f)=——— % 5

f(‘”(n) _ath, fOm(b-a)

f( ) (b—x)dx = ——(—] .
Simpson-szabadly. A teljes b—a intervallumot paros szdmt m részintervallumra osztva és a Simpson-
formulat a szomszédos intervallumparokra alkalmazva kapjuk a Simpson-szabalyt, mint &sszetett
formulat. Ekkor harom pontonként fogjuk 6ssze a formulakat és az dsszetett formula:

4)
[r- % (—(f(xk DAL+ S () -0 J
a k=1,3,.
(18.15)
f(xo)+2 Do fx)+4 D fx)+f(x,) [-— Z £ mp).
lg [l)aros k ptlan 90 k ptlan
els6 pont

A hibatag még tovabb irhato:
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A W -’ [ 20| -
90sz ()= 180m* mi2 | 180m4f ). (18.16)

ptlan

mivel a Darboux-tulajdonsag miatt van egy n , amelyre a negyedik derivalt az atlagértéket felveszi.

18.3. Példak

1
1) Az J 2?:; integralt az érintszaballyal kozelitjiik. Hany osztopontot kell valasztanunk, hogy az
-1

integralt 1072 -nél kisebb hibaval kapjuk?

3
Megoldas. Azt kell biztositani, hogy ([;4 az) MZSIO_2 teljesiiljon, ahol b—a=2 és
m

M, =2 max ‘(2 + x)_3‘ =2. A szamokat helyettesitve: 200/3 < m?, igy m=9 megfelel.
xe[-1,1]

2
2) Hatarozzuk meg az  A,, 4, 4, paramétereket ugy, hogy a I\/; f(x)dx =
0
=1, (f)=A4,f(0)+ 4, f(1)+ 4, f(2) kvadratira legfeljebb masodfoku polinomokra pontos legyen!
Megoldas. Két megoldas is létezik. Az egyik, hogy kiszamitjuk a kijeldlt integralokat a Lagrange-

2
alappolinomokkal: 4, = J l; (x)\/;dx , ahol /x -et sulyfiiggvénynek tekintjiik. A masik modszer szerint
0

felirjuk azt a linearis egyenletrendszert, ami a pontossagi koveteléseket tartalmazza. A kovetkezo
egyenletrendszer elsé sora azt fejezi ki, hogy a kvadratira az 1 polinomra pontos, a masodik sor

szerint az x polinomra pontos, a harmadik sor szerint pedig az x* polinomra pontos:
[ 2
[ ¥ 2dx=42/3
1| 4, 0
2
20 4 |= .[0 x-x"2dx=82/5
4

j;x2xl/2dx =16\/5/7

8v2 3242 1232

Ennek a megoldasa: 4, = 105 4, = 35 A4, = 35
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19. Numerikus integralas, Gauss-kvadraturak Il.

Az eddigi, interpolaciobdl szarmaztatott kvadratira-formuldk legalabb annyiad foka polinomra
pontosak, ahanyad fokl polinombol szarmaztattuk 6ket. A Gauss-kvadratirak abbol az észrevételbol
szarmaznak, hogy az alappontok specialis megvalasztasaval a kavadratira-formula rendje novelheto.
Ismét sziikségiink lesz az ortogonalis polinomokra.

19.1. Tétel, ortogonalis polinom gyékei

Legyen {p,(x)} egy ortogondlis polinom rendszer. Ekkor barmely n-re p,, (x) gyokei valosak,
egyszeresek és az [a,b] intervallumban vannak, ahol [a,b] a skaldrszorzat integraldsi tartomdnya.

Bizonyitas. Legyenek x,x;,...,X; p,,;(x) paratlan multiplicitasi gyokei [a,b]-ben, azaz ott p,.;(x)
elojelet valt. Ha k=n, akkor a tétel allitasa rendben van. Ha nem, akkor indirekt uton feltessziik:
k<n ¢és megmutatjuk, hogy az allitds ellentmondasra vezet. Ehhez tekintsik a
q(x)=(x—xy)(x—x)...(x—x;) k+1-edfokt polinomot. Mivel k+1<n+1, az ortogonalitds miatt

(Py11-9) =0. De ezzel ellentmondasra jutunk, mert p, (x)g(x) nem valt eldjelet [a,b]-ben, mivel
P, minden eldjelvalatasat g(x) megsziinteti és igy j. Ppaqo #0 volna. Vegylik észre, a

gondolatmenet akkor is jo, ha egyetlen paratlan multiplicitasu gydk sincs, mert ekkor g(x) 0 -adfoku.
[

Az n+1-pontos Gauss-kvadratarat ugy kapjuk, hogy a p,.,(x) ortogonalis polinom gyok-helyein
készitjiik az interpolaciobol szarmaztatott kvadratira-formulat. A séma a kovetkezd:

Tfa =]7.Ln(x +jirnoc =iaif(xi)+Rn, a =jzli(x)0t(x)dx. (19.1)
a a a i=0 g

19.2. Tétel, Gauss-kvadratura pontossaga

Legyenek a p,.,(x) ortogondlis polinom gyokei x,,x,,...,x,, a; =Ilia, ahol I, az i-edik Lagrange

sV

alappolinom a fenti alappontokon. Ekkor a Gauss-kvadratura

G,(N=Yaf(x)

i=0
pontos minden legfeljebb 2n +1-edfoku polinomra: f €P, . — jfoc =G,(f).

Bizonyitas. Az interpolaciobdl vald szarmazatatds miatt G, (f) biztosan pontos a legfeljebb n-edfokt
polinomokra. Tegyiik fel, f €B,.,» f =P,0-q9+7. q.r€P,,1igy

Gy ()= af ) =Yl pon() -qla)+r(x)]=

=0 =0 _0 minden ire
= Zair(xi) =G, (r)= I 7o, = (mert n-edfokig pontos)
i=0
= j(pn+1 g+r) = (mert g €P,, igy ortogondlis p, ., -re)

=[ fa.
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19.2.1 Kovetkezmény
Az a; egyiitthatok pozitivak.

ahol &

kovetkezésképp a Gauss-kvadratira pontos :

Bizonyitds. Tudjuk, [;(x;)=17(x;)=5 a Kronecker-delta, [7(x)>0 és [F(x)eP,,,

n
0<[Fa=G,(})= all(x))=a.
j=0
Az f(x)=1 fuggvény integralasaval most a kovetkezdt kapjuk az egyiitthatok dsszegére:

zai = Ia =Ho» MK = Ixicx,
i=0
ahol p, anulladik momentum. Vegyiik észre, ez egyenld b —a -val, ha a sulyfiiggvény 1.

19.2.2 Tétel, Gaus s-kvadratura hibaformulaja

Legyen f eC*?[a,b] és G,(f)= Z a, f(x;), ahol az alappontok p,.,(x) gyokei. Akkor
k=0

AR )

I(f)-G,(f)= i)l (19.2)

(pn+1’pn+1)’

itt p,.,(x) 1-féegyiitthatos ortogonalis polinom.

Bizonyitds. Hermite-Fejér interpolaciobdl (amikor az interpolacidoban a fliggvényértékek és az elsd
derivaltak vesznek részt) kapjuk a kovetkez6 hiba-eldallitast:

= Hypg () + L) (2 (e
(2n+2)!
=Py ()
Innen az integralas kozépérték-tételének alkalmazasaval
b ,(2n+2)
STTTEY) o
I(f)-G =|—7 x)o(x)dx
(=G, (/) J G pnilo( o (x)

nyerjiik az allitast, mert H,, ,(x)-re a Gauss-kvadratira pontos. =

Megadunk néhany 1-féegyiitthatos ortogonalis polinomot:

Név [a,b] a(x) Ho Oy B, Po | P P>
Legendre | [-11] 1 2 0 n? l(4n* -1) | 1 x x*—1/3
Csebisev [-1,1] 1 fis 0 VA, de 1 X x2-1/2

1—x2 B, =1/2
Laguerre | [0,00] e 1 2n+1 n? 1 | x=1 | x2—4x+2
Hermite | [-0,0] | = Jr 0 n/2 1 x X2 -1/2
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19.3. Példak

! -1/2
1. Harom-pontos Gauss-Csebisev kvadraturaval kozelitjikk a j(l —x* ) e “dx integralt. Becsiiljik
-1
meg a hibat!
Megoldas. A harom-pontos kvadratiranal n=2, ezt alkalmazzuk a (19.2) formulandl: M, =e és
mivel 1-féegyiitthatos polinomoknak kell szerepelni, emiatt p,(x)="T;(x)/4. Igy a hiba kisebb, mint
e-(I;,T;)/(16-6!) = en /(32-720) , mert (73,13) =n /2, (1asd a 7.4 feladatot).
2. Készitsiik el a két-pontos Gauss-Hermite kvadratara sulyait! Ellendrizziik, hogy az igy kapott
kvadratira legfeljebb harmadfoku polinomokra pontos!
Megoldds. A két-pontos kvadratiranal a masodfokti Hermite-polinom gydkei —x, = x, =272 gy
a, = - Mexp(—x2 )dx ) L. Ho/2, mert az elséfoka tag integralja zérus, lévén az
(%9 = Xp) 2x
integrandus paratlan fiiggvény. Hasonléan adodik, hogy a, =a,. A kapott kvadaratira pontos az 1
fiiggvényre, mert az eredmény p,. Az x és x° fiiggvényre is pontos, mert a két tag a gydkhelyeken a
paratlansag miatt kiejti egymast. Igy mar csak azt kell igazolunk, hogy a pontossig a masodfoki x*
polinomra is teljesiil. Ennek az integralja a (9.8) formula alapjan nem mas mint ( p;, p; )= B, (2o, P )

ami az el6z6 oldalon lathato tablazat szerint egyenld p,/2-vel. A Gauss-Hermite kvadratara

: 1 1 .
eredménye pedig %(5 + E) , tehat igaz az egyezés.

3. Hatarozzuk meg a kovetkez6 integral értékét:

j- (2x? + x)dx
——
-1

1-x
Megoldas. A szamlaloban szerepld polinomot eldallitjuk az elsé harom Csebisev polinom linearis
kombinacidjaként:  2x* +x=c Ty +¢,T; +c,T,. Ezt felhasznilva az integralunk igy is
irhato: (T, co Ty + o1y + ¢, T ) = ¢ (Ty. Ty ) =con . Az elsd harom Csebisev polinom egyiitthatoival a
kovetkezo linearis egyenletrendszert irhatjuk fel (9.5) alapjan:
1 0 -1}l¢ 0
2 || ¢ 2

amibdl ¢, =1, tehat az integral értéke m .
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20. Kozonséges differencialegyenletek

20.1. Alapfogalmak
Az

F(x,y, 5,y e y™) =0 (20.1)

alaku egyenletet k6zonséges differencidalegyenletnek nevezziik, ahol keresendd az y = y(x) fiiggvény,
mely a fenti kifejezésben derivaltjaival egyiitt szerepel. Ha y m -szer differencialhato [0,1]-ben és
kielégiti (20.1)-et, akkor y egy megoldas. Ismeretes, a differencidlegyenleteknek sok megoldasuk
van. A megoldast tigy tudjuk egyértelmiivé tenni, hogy a peremen még feltételeket tesziink a fliggvény
vagy derivaltjainak értékére. Ha ezen feltételek mindegyike a kezd6pontban (altalanosabban
fogalmazva: csak egy pontban) van megadva, akkor kezdetiérték feladatrol beszEliink, ha pedig tobb
ponthoz kapcsolodnak a feltételek, akkor peremérték feladatunk van.

A differencialegyenlet linedris, ha y és derivaltjainak linearis kombinacidja szerepel (20.1)-ben és a
differencialegyenlet explicit alak, ha a legmagasabb derivalt explicit médon kifejezhetd:

Y= f ). (20.2)

Vilagos, minden linearis differencialegyenlet ebbe a kategoriaba tartozik, és a gyakorlatban el6fordulo
nemlinearis differencidlegyenletek zome is ilyen. A tovabbiakban explicit elsérendi
differencialegyenletek megolddsanak numerikus kozelitéseivel fogunk foglalkozni, amikor
kezdetiérték feladatrol van szo. Ekkor a kezdetiérték feladat

y(O0)=yp, V'=f(x,y), xe[0,1], (20.3)

ahol f: R> SR, x, és y, adottak, és keressiik azt az y:[0,1] > R fliggvényt, amely felveszi x, -
ban az y, értéket és az egyenletet kielégiti. Az egyszerliség kedvéért szoritkozunk a [0,1]
intervallumra, hiszen tudjuk, az [a,b] intervallum linearis transzformacioval ide atvihetd. A megoldas
l1étezésére és egyértelmiiségére vonatkozik a kovetkezo tétel, melyet bizonyitas nélkiil idéziink.

20.1.1 Tétel, a kezdetiérték feladat egyértelmiisége

Ha f folytonos egy (x,y)e|0,1]x[c,d] téglan és [ a mdsodik vailtozoja szerint eleget tesz a
Lipschitz-feltételnek, azaz létezik L :

|f(x9y1)_f(x’y2)|SL|yl _y2|’ \V/XE[O,I], BAER) E[C,d], (204)

akkor a kezdetiérték feladatnak egyértelmii megoldasa van.

A numerikus eljaras sordn a megoldast az x, =nh osztopontokban kozelitjiik, ahol 7=1/N és a
numerikus kozelitést x,-ben y,-nel jeloljik. Természetesen azt szeretnénk, hogy y, minél kozelebb

legyen a pontos értékhez, y(x,)-hez.

20.1.2 Az Euler-mdédszer

Ez a legegyszertibb modszer, amit a differencia-hanyadosbol szarmaztatunk a kovetkezo kozelito érték
eléallitasara:

Ynl —Vn

h :f(xnayn) - yn+1 :yn +hf(xn9yn)‘ (205)
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Példa: y(0)=1, y'=y. Ennek a megoldasa y=e" és (20.5)-b6l y, =(1+h)". Ha n — o, akkor az
analizisb6l tudjuk, hogy v, =(1+h)" =(1+x,/n)" — e .
20.1.3 Definicio, konvergencia
Egy numerikus modszer lokadlisan konvergens az x €[0,1] pontban, ha 2 =x/n, x=x, mellett
lim y, = y(x)
n—»0
teljesiil. Ha a moédszer konvergens Vx €[0,1] -re, akkor azt mondjuk, a modszer konvergens.

20.1.4 Definicio, konvergencia-sebesség

Egy konvergens numerikus modszer sebessége p -edrendii, (1< p), ha h=x/n, x=x, mellett IM
ugy, hogy az
|y(x) = y,| < Mh? (20.6)

hibabecslés teljesiil, ahol M fliggetlen A -t6l és n -tol.

20.1.5 Definiciod, lokalis hiba v. képlethiba

Ez annak a képletnek a hibaja, amellyel a kdvetkezo fliggvényértéket kozelitjiik. Ilyenkor a képletbe
mindeniitt a pontos értéket irjuk. Példaul az Euler-modszernél a

g =y(x) = y(x )= hf (x,_,0(x,)), i=12,...,N (20.7)

mennyiségek a lokalis hibak vagy képlethibdk.
20.1.6 Definicio, konzisztencia
Ha dp >1 és M konstans tigy, hogy
|lg)| <Mh”*, i=1,2,...,N (20.8)
akkor a moédszer p -edrendben konzisztens.

A definici6 alapjan vilagos, nagyobb p -re pontosabb megoldas varhato.

20.1.7 Definicio, globalis hiba
Jeldlje a pontos és numerikus megoldas eltérését
e =y(x)-y;, i=1,2,....N, h=1/N, x; =ih. (20.9)
Az e, mennyiségeket globdlis hibanak nevezzik.
20.1.8 Definicid, stabilitas

A numerikus modszer stabil, ha van olyan K konstans, amellyel

|ei|sz<(|eo|+2\gj

J=

J, i=1,2....,N (20.10)

teljesiil, vagyis a globalis hiba feliilr6l becsiilhetd a lokalis hibak abszolit 6sszegével.
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20.1.9 Tétel, numerikus mddszer konvergenciaja
Ha egy numerikus modszer stabil és p -edrendben konzisztens, akkor p -edrendben konvergens.

Bizonyitds. Ha x=0, akkor a tétel igaz. Ha x<(0,1], legyen h=x/n, x, =x Vn-re. El6szor a

crer

Jei] < K{|eo| + i‘g/‘] < Kﬁ:d’p“ <
J=1 J=1
< Kenh?*' < Ke(nh)h? < (Ke)h?,

ahol ¢, = y(x,) —», =0. Ezzel p -edrendli konvergencia-sebességre jutottunk. ]

20.2. Az Euler-médszer vizsgalata

Latjuk, az Euler-modszerre a konzisztenciat és stabilitast kéne megmutatni ahhoz, hogy a
konvergenciat igazoljuk.

20.2.1 Tétel, konzis ztencia

Az Euler-modszer elsérendben konzisztens, vagyis g; =O(h2) teljesiil, ha a megoldds kétszer
folytonosan differencialhato.

Bizonyitas. Tekintsiik a lokalis hibat az i -edik pontban és y(x;,,) -et fejtsiik sorba az x; hely koriil:
g = y(xi1) = y(x;) = hf (x;, p(x;)) =

2
=y<x,-)+hy'(x,-)+%y"(a,»>—y(xi>—hy'<x,»),

emiatt
n q B
o
tehat p+1=2, p=1, elsérendii a konzisztencia. |
20.2.2 Tétel

Az Euler-modszer stabil, ha [ eleget tesz a masodik valtozoja szerint a Lipschitz-feltételnek.

Bizonyitds. Vegyiik az i-edik pontban a lokalis hiba képletét, a mddszer képletét és vonjuk ki Oket
egymasbol:

V(X)) = y(x;) + hf (x;, y(x;) + g /(+)
Vi =i+ (x;,3;) )
e =¢ +hf(x,y(x)— f(x,y)]+ g

Mivel f eleget tesz a Lipschitz-feltételnek:
Jeial < ei] + B[S Gy o)) = f ()] + || < fes] (1+ L) + g -

Fejtsiik vissza a rekurziot e -ig:
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|el-+1| S|ei|(1+hL)+|gi| S(|el-_1|(1+hL)+|gi_1|)(1+hL)+|gi|S

<(1+hLY [ey |+ (14 hL)| gy | + || < (1+ ALY ey + i(nhL)"*" EA!
k=0

ebb8l megkapjuk a kivant becslést, ha felhasznaljuk az (1+ hL)j <eM =" <ot relaciét:

i i
|ei+l|§eL|eO|+ZeL|gk|=eL[|eo|+2|gk|j. [ |
k=0

A tovabbiakban ratériink néhany fontosabb modszercsalad rovid ismertetésére.

20.3. Taylor-polinomos médszerek

Az Euler-modszer nem egy¢b, minthogy vessziik a fliggvény elséfoku Taylor-polinomjat x, koril és

annak segitségével Iépiink a kovetkez6 pontba. Ebbol az o6tletb6l kiindulva készithetlink
magasabbrendli modszereket is. A kovetkezd moddszert m -edrendii Taylor-polinomos modszernek
nevezzik:

Vo1 =V + V' () o+ Y (x A" /m!, n=0,1,...,N. (20.11)

Fontos kérdés, egyaltalan kiszdmithatok-e ezek a derivaltak. Ha f elegendden sokszor diffe-

rencialhatd, ennek elvi akadalya nincs. Sokszor azonban sulyos gyakorlati nehézség, hogy a derivaltak
nagyon hosszu, nehezen kezelhetd formulakat eredményeznek. A konstrukciobol lathato, m -
edrendben konzisztens modszerre vezet a fenti eljaras.

20.4. Runge-Kutta moédszerek

Ezek a Taylor-polinomos médszerek fenti nehézségét kiiszobolik ki: nem kell magasrendii derivaltakat
szamolni, a magasabb konzisztencia-rend rekurziv fiiggvényhivasokkal is elérhetd. Az altalanos alak:

ki =f(x,,5,),

ky = f(x, + hay,y, + hb, k),
: (20.12)

j-1

k= f Oy +ha;,p, +hY bk, j=12,....5,
=1

S
Yot =Vp t hzcjkj'
=

Az elére kiszamolt a;,b;,¢; paraméterek hatarozzak meg a konkrét modszert. Az s szam a rekurzid
mélysége, mas szoval: az egy 1épés megtételéhez sziikséges fiiggvényhivasok szama. A kdvetkezo, tn.

modositott Euler-modszer Runge-tdl szarmazik:

kl :f(xnayn)a
ky=f(x,+h/2,y,+(h/2)k), (20.13)
Y+l zyn+hk2'

Derivalassal megmutathatd, hogy masodrendben konzisztens. Hasonloképp masodrendii a kévetkezo
Runge-Kutta modszer, amelyet az egyszeriisége miatt egy sorban irunk fel:

[ +§[f<xn,yn) g+ HE G )] (20.14)
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Az igen népszerli negyedrendii Runge-Kutta modszer negyedrendben konzisztens és stabil, vagyis
negyedrendii konvergens modszer:

kl =f(xnayn)7
ky=f(x,+h/2,y,+hk/2),
ky = f(x,+h/2,y, +hk,/2), (20.15)

ky=f(x,+h,y, +hky),
A Runge-Kutta modszerek lokalis hibaja:

En = y(xn)_y(xnfl)_hzcjkj(xnfl’y(xnfl)ah): n= 1,...,N, (2016)
j=1

ahol k;(x,_;,»(x,_1),h) azt jelenti, hogy a k; sorozatot a pontos y(x,_;) értekkel inditva szamoljuk

végig. Egy adott rend eléréséhez a lokalis hibat sorbafejtjiik és a paramétereket tigy valasztjuk, hogy a
tagok minél magasabb rendig eltlinjenek.

20.5. Linearis tobblépéses modszerek

Ezek is az Euler-modszer altalanositasanak tekinthetok. Az s -1épéses modszer altalanos alakja:
S N
Zakka = hz Bifivks Jivk =S Kiske> Vier) (20.17)
k=0 k=0

ahol a,B;, £=0,1,...,s adottak, o, =1 valamint |oc0| +|BO # 0| teljesiil. Példaul az Euler-modszerre
s=1,0y=-1, a;,=1, By =1, B;=0. A moddszer inditasdhoz az y, értékén tul kellenek még az
Vi>Vas---» Vs ertékek. Ha B, =0, akkor a modszer explicit és konnyen szamolhat6. Ha B, # 0, akkor
a modszer implicit és a kovetkezd y, , érték az adodo nemlinearis egyenletbdl szamitandd. Vegyiik
észre, az explicit modszernél minden lépésben egy Uj f(x,y) tipust fiiggvény-kiértekelés kell, (mivel
a tobbi mar korabbrol megvan), ugyanakkor az implicit modszernél még iigyes esetben is legalabb 2-3
kiértékelésre sziikség van. A mondottakat két egyszerii példan szemléltejiik.
Kozéppontszabaly. Explicit, 2-1épéses modszer, a centralis differenciahanyadosbol szarmaztathato:
Y1 = Vpr +2hfy, n=12,...N (20.18)

tehat o,=-1, ; =0, a, =1, By =0, B; =-2, B, =0. Bebizonyithato, hogy a modszer
masodrendben konzisztens és stabil, ha f a masodik valtozojaban eleget tesz a Lipschitz-feltételnek.
A kozéppontszabdly inditdsdhoz legalabb masodrendiien pontos y, értéket kell eldallitani, amit
megtehetiink valamely Runge-Kutta vagy Taylor-polinomos modszerrel, kiilonben a masodrendi
konvergencia nem lesz igaz.

Trapézszabaly. Ez implicit médszer. Ugy szarmaztathat6, hogy a differencidlegyenletet atirjuk integral
alakba és a jobb oldalon keletkez6 integralt a trapézmodszerrel kozelitjiik:

h
yn+1=yn+5(fn+fn+1), n=0,1,...,N-1. (20.19)

igy s=1 oy=-1, o, =1, B, =B, =1/2. Itt a kdvetkezd pont eldallitisdhoz meg kell oldanunk y -ra
az

Y= F 2+ 105, +h) = FO)
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fixpont egyenletet. F(y) az altalanos feltételiink alapjan eleget tesz a Lipschitz-feltételnek AL /2
allandoval, igy F(y) kontrakcio, ha 4 <2/L. Célszerii formaja az iteracionak:

yg =y, Hhf,, kezddérték az Euler-modszerbol

h (20.20)
i =2t S+ S i), k20

k+1

Leallas: ha |y< — y&

<g (1 - q) , ahol ¢ a konvergencia-tényez6 és ¢ a kivant hibakorlat.

A trapézmoddszer masodrendben konzisztens és stabil, ha f e C 2([0,1]><]R) és h<1/L, tehat ekkor
masodrendi konvergencidra szamithatunk.

Tovabbi tobblépéses mddszereket a zart vagy a jobbrdl nyilt kvadratira-formulak segitségével lehet
szarmaztatni.

20.6. Aszimptotikus stabilitas

A gyakorlati szamitasok szempontjabol nem elegendd, ha egy modszer konzisztens €s stabil. A kezdeti
hiba ( - ha y, is hibaval terhelt, -) tovabbterjedése szempontjabol fontos egy tovabbi stabilitasi
tulajdonsag. Egy differencialegyenlet-megoldd numerikus modszer aszimptotikusan stabil, ha az

y(0)=1, y'(x)=qy(x), ¢<0 (20.21)

tesztfeladatra alkalmazva a kapott numerikus kozelitések sorozatara minden 4 >0 1épéskdz esetén
fennall y, — 0, ha n— oo . Ezt a stabilitasi fogalmat a szakirodalom gyakran A -stabilitdsnak nevezi.

A tesztfeladat megoldasa x novekedésével zérushoz tart: y(x)=e? — 0, x >, mivel g negativ.
fgy a definicio azt koveteli a modszertél, hogy a 1épéskoztél fiiggetleniil a numerikus megoldas is
tartsa meg ezt a lecsengd jelleget. Kimutathato, az Euler-mddszer nem aszimptotikusan stabil, de a
trapézmodszer az.



