11. A Lagrange interpolacio és hibaja

Az interpoléci6 a fliggvény kozelitések olyan mddja, ahol azt irjuk eld, hogy az interpolélé fliggvény a
kozeliteni kivént fliggvény értékét vegye fel a megadott helyeken. Az interpoldcié alappontjait
gyljtsik az Q, ={xy,x,...,x,} halmazba, ahol az x;-k nem sziikségképpen rendezettek. A

tulajdonségokat az [a,b] intervallumban fogjuk vizsgalni. Sokszor [a,b]=[minx;, maxx;], de az is

lehetséges, hogy minden alappont [a,b] bels6 pontja.

11.1. Interpolalo fiiggvény lineadris paraméterekkel

Legyen ne N , és tegyiik fel, az x, € R, k=0,1,...,n pontokban ismerjik az f(x) fuggvény
értékeit. Az interpoldcié alkalméval eljarhatunk dgy, hogy felvesziink egy

P(x)= ) a,¢,(x) (11.1)
i=0
alakd probafiiggvényt, ahol az a; paraméterek meghatdrozandok az
fx)=®(x), i=0,...n (11.2)

feltételekbdl. Az (1.1)-ben szerepld @;(x) fiiggvények Ilehetnek példdul hatvanyfiiggvények,
o (x)=x", amivel interpoliciés polinomhoz jutunk, de vélaszthatunk mds fiiggvényeket:
@.(x) =sin(iox), @,(x)=cos(iwx), @,(x)=exp(iwx). Ha n=2, az (1.2) interpoldcids feladat a
kovetkezd linedris egyenletrendszerre vezet:
Po(x0) ¢ (x)  P5(x) [ ap J (%)
Po(x) o (x) @(x) || a |=| fxp) |. (11.3)
Po(x2) @) Pr(xy) )\ ay J(x)
Latjuk tehat, hogyha a fliggvények linedris kombinacidjat vessziik, akkor az interpolaciés feladat

linedris egyenletrendszerre vezet. A feladat egyértelmiien megoldhat6, ha a kapott rendszer
egyiitthatomatrixdnak van inverze.

11.2. Polinom-interpolacio

Ekkor a ¢, (x):xi vdlasztdssal az (1.2) rendszerben az egyiitthatomatrix a Vandermonde métrix
transzponaltja,

1 oxp ... X5

2
I x ... x (11.4)
1 x, ... x,

amirdl tudjuk, hogy determindnsa nemzérus, ha az x; alappontok kiillonbdzdk. Kovetkezik, hogy az
egyvaltozds polinom-interpolacié feladata kiillonb6z6 alappontokra egyértelmtien megoldhat6.

11.3. Interpolacio Lagrange-alappolinomokkal

Az Q, -ben szerepld alappontokhoz rendeljiik a kvekez6 polinomot:



2 Hegedlis: Numerikus Analizis II.

o, (x)=[[x—x). (11.5)
j=0

Ez n+1-edfoku és az alappontokon eltiinik. Segitségével konnyen bevezethetiink egy olyan n -edfoki
Lagrange-alappolinomot, amely minden alappontban zérust ad, egyet kivéve, - legyen ez az i -edik, és
e helyen az értéke legyen 1:

@, (x) __0,x oy XN

(x—x;) ﬁ (x;—x;) (X—X)0,(x,) 0. x —x

Jj=0,j#i i j
Jj=0,j#i

l(x)= (11.6)

Itt az (x—x;) tényezOvel azért osztottunk, hogy az (1.5) szorzatbdl kihagyjuk, és a produktum a
nevezében azért szerepel, hogy [ (x;)=1 legyen. Ha most (1.1)-ben @,(x)=1[(x), akkor az
interpoldcids feladat egyiitthatémétrixa az E egységmatrix, mert [;(x;)=J; - ahol J; a Kronecker
delta. Innen adédik:

a; = f(x), (11.7)
és a Lagrange-interpolaci6 polinomja:
L,(x)=>" f(x)l(x). (11.8)
i=0

Ekkor a Lagrange-alappolinomok tulajdonsaga alapjan L, (x;) = f(x;).

11.3.1 Tétel. Az interpolacié hib3ja.

Legyen az interpoldlt fiiggvény legalabb n+1-szer differencidlhatdé az [a,b] intervallumon:

f(x)e C”“[a,b], ahol az alappontok az [a,b]-ben vannak . Akkor Vxe[a,b] esetén 3I& €[a,b],
melyre

(n+1)
@ -Lw =L () (119)
(n+1)!
tovabba
|[f (=L, (0] < "*11), @, (x). (11.10)

ahol M, S“f(k)um = max ‘f(k)(x)‘.

xela,b]

Bizonyitds. Ha xe Q, , akkor (1.9) mindkét oldala zérus és az egyenldség fenndll. A tovabbiakban

n°e

tegyiik fel, x¢ Q, és vezessiik be a

8:(2)=f(2) - L()—w( (f() L,(x)), z€a,b] (1L.1D)

fiiggvényt. Szintén teljesiil g, (z)e C "a,b] és 8,(2)=0, ze Q, , de ezen feliil z=xis zérushely,

igy Osszesen n+2 db zérus van. A zérushelyek kozott tobbszordsen alkalmazva a Rolle-tételt, az
(n+1) -edik derivélés utan kapjuk: 3¢, € [a,b], amelyre

(n+1)!

g (E)=0= ") -0- o0

—(f()-L,(x)



és innen rendezéssel kapjuk (1.9)-et. A mésodik allit4s ugy adddik, hogy mindkét oladolon vessziik az
abszolut értéket és az (n+1) -edik derivaltat feliilr6l becsiiljiikk az [a,b] intervallumban. m

Megjegyzés. Rolle tétele szerint, ha f(a)= f(b)=0 és [a,b]-ben f derivélhatd, akkor [a,b]-ben
van egy olyan pont, ahol a fiiggvény derivéltja zérus. E tétel egyszerli kdovetkezménye a Lagrange
kozépérték-tételnek és akkor is igaz, ha f(a)= f(b). Hasonl6an (1.10)-hez, az (n+1) -edik derivalt
abszolit érték minimumadval az alsé becslés is elkészithetd.

11.4. Példa

Az Q, ={x).x,...,x,} alappontokon adott y, értékek egy n-edfokd p (x) polinom értékei.
Mutassuk meg, hogy ezen pontokra készitett L (x) interpoldcids polinomra L (x)= p, (x).

Megoldds. Vizsgaljuk meg az interpoléci6 hib4jat:

p"M (D

Py ()= L, (x)= (i)

®,(x)=0,

mert az n-edfoki polinom (n+1) -edik derivaltja mindeniitt zérus.

11.5. Feladatok

1. Egy fiiggvény 3 pontban adott: (-1,-1), (1,1), (2,3). Készitsiik el a Lagrange-alappolinomokat és
azt az L,(x) polinomot, mely dthalad e pontokon.

2. Az f (xX)=(x+1)7? fiiggvényt a [0,1] intervallumban interpolaljuk az Q={0, 0.2, 0.5, 0.8, 1}
alappontokon. Becsiiljilk meg az | fx)-L, (x)| hibit az x=0.4 helyen!

3. Lassukbe: > x%l,(x)=x" ha k<n.
j=0
4. Tgazoljuk: x"*' - Z x;?“lj (X)=w,(x).
j=0
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12. A polinom-interpolacio tulajdonsagai

Természetesen adddik a kérdés: Pontosabb az interpoldcié kozelitése, ha noveljilk a polinom
fokszamét? Ekkor konvergal-e a polinom a fiiggvényhez? A vilasz nem mindig igenld, de van eset,
amikor az.

12.1. Tétel, egyenletes konvergencia

Legyen fe C”[a,b] és legyen x("), k=0,1,...,n; n=0,1,2,...az [a,b] intervallumot kifeszito

(n)

alappontrendszerek egy sorozata. Jeldlje L,(x) az x(()"),xl("),...,x” alappontrendszerre illesztett

Lagrange interpoldcids polinomot, n=0,1,2,... Ha 3M >0 tgy, hogy M, <M" Vn-re, akkor az L,
interpolacids polinomok sorozata egyenletesen konvergal az f(x) fiiggvényhez.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az egész intervallumra érvényes hibakorlatot, majd becsiiljiik feliilrél az
”a)n”°<, normat:

+l(b_a)l’l+l B [M(b_a)]n+l .

n+1
|f(x) L ( )| " ” (n+1! B (n+1)!

+1)!

A nevezdben 1évo faktoridlis fiiggvény a hatvanyfiiggvénynél gyorsabban tart oo -hez, emiatt a jobb
oldal zérushoz tart, igy igaz az egyenletes konvergencia:

|f =L, =0,
ami azt jelenti, hogy a két fiiggvény maximalis abszolut eltérése zérushoz tart. ]
12.2. Lemma
Rendezziik nagysdg szerint az alappontokat: x,_; <x;, és legyen h= max |xk Xy 1| Ekkor
k=

44444

|a)n (x)| -re a kovetkez0 becslés adhato:
|, ()] < h"”, xela,bl. (12.1)

Bizonyitds. Atvizsgiljuk az egyes intervallumokat. El6szor legyen xe [x,x]. Ekkor derivélva és x

értékét a maximum helyen véve kapjuk: |(x —Xp)(x—x; )| <h*/4 . Tovabb felhaszndlva adédik:

h}’H—l |

|, (x)| < (h* 14)2h)(3h)...(nh) =

Maisodszor legyen xe [x;,x,]. Hasonldan kapjuk:

hn+1

|, ()| < 2h)(h* 1 4)(2h)...(n=1D)h) <

A tobbi belsd intervallumra is azt kapjuk, hogy kisebb a becslés eredménye, mint az elsd
intervallumra. Végiil az utolsé intervallumra az els6ével azonos becslésre jutunk, igy (12.1) a végsd
eredmény. ]

Megjegyzés. Az itt 1atott becslés alapjan kisebb hibdra szamitunk, ha x az [a,b] intervallum kdzepén
van, mint amikor az [a,b] intervallum széleinél volna. Ez akkor igaz, ha az alappontok kozel



egyenletesen helyezkednek el. Sejthetd, jobb lesz a kozelités, ha az alappontok az intervallum
sz€leinél siriibben helyezkednek el.

A megismert lemma segitségével az egész intervallumra érvényes hibakorlathoz jutunk:

12.3. Tétel

Az alappontok legyenek nagysdg szerint rendezettek: x,_; <x;, ahol h= max |xk —xk_1|. Ekkor

k=1,2,...,
fennall
Mn+1 n+l
|f(x)—Ln(x)|Smh , xe[a,b]. (12.2)
Bizonyitds. (12.1)-et beirva a hibatételbe kapjuk az 4llitast. ]

12.4. Az alappontok ligyes megvalasztasa, Csebisev polinomok
Az n-edfoku Csebisev polinom a kdvetkezd Osszefiiggéssel adhaté meg:

T,(x)=cos(narccosx), xe[-L1], n=0,1,... (12.3)
Belatjuk, hogy ez polinom. Legyen ¢}=arccos x, ekkor

T, (x)=cos((nt1)?) =cos(ndtdh) =
= cos(n?¥) cos ¥ F sin(nd¥) sin(}) = xT,, (x) F sin(ne) sin J.

A + és — eldjelekhez tartoz6 kifejezéseket 6sszeadva:
Ty (0) + T,y (x) =2xT, (%), (12.4)
azaz a Csebisev polinomok elédllitasara a kovetkezd rekurziét kapjuk:

Ty(x)=1, Ti(x)=x, T, (x)=2xT, (x)-T,_,(x), xe[-11]. (12.5)

Ha az elsé néhany polinomot kiirjuk, azt talaljuk, hogy T,(x)=2""x"+..., n>0. Igy vezessiik be az
1-féegyiitthatés Csebisev polinomokat a

T,(x)=2""T,(x), 0<n
utasitdssal. Ekkor igaz a kovetkez6 tétel:

12.5. Tetel

T,

S”p"m, pE 73,11[—1,1], azaz szavakban: Jeldlje 73,11[—1,1] az 1-féegyiitthatés n-edfoku

polinomokat [—1,1]-ben, akkor e polinomok k6zott az 1-re normélt Csebisev polinom lesz az, amelyik
a [-1,1] intervallumban a legkisebb maximadlis értéket veszi fel, azaz ott legjobban kozeliti a 0
fiiggvényt.

Bizonyitds. A T,(x) polinomok a cos fiiggvénynek megfeleléen -1 és 1 kozott oszcillilnak. A
sz€ls6érték helyek:

cos(narccos zk)=(—1)k, ahonnan z; =cosk—7r, k=0,1,...n, (12.6)
n

n+1kiilonbozd pont. Az 1-re normalt polinomok szélséérték helyei ugyanitt vannak. Most indirekt
T,

médon tegyiik fel, hogy dpe 72}[—1,1], amelyre || p"oo < . De ekkor az rzfn — p kiilonbség
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polinom n —1-edfoku és a szélsdérték helyek kozt eldjelet kéne valtani, n+1 hely kozott dsszesen n -
szer. De ez ellentmond4s, mert r(x)-nek legaldbb n-ed-fokinak kéne lennie. m

A Csebisev polinomok gydkei. cos(narccosx; ) =0— narccosx;, = > +knt—

X, = cos(zkzﬂ, k=0,1,...,n—1 kiilsnboz6 hely. (12.7)
n

Kovetkezmény. [—1,1]-ben az alappontokat valasszuk gy, hogy egybeessenek a Csebisev polinomok
gyokeivel. Igy érjiik el a legkisebb hibakorlatot az w, (x) polinomndl:

(12.8)

n+l

‘ Mn+1 1

n+1 n+1

Ol =G

Ha xe[a,b] akkor a gyokok egyszerti linedris transzformdcidval [—1,1]-bdl oda atvihetdk.

12.6. Feladatok
1. Dontsiik el, hogy az interpoldl6 polinom egyenletesen tart-e az aldbbi fliggvényekhez, ha az [a,b]
intervallumot kifeszitd alappontok szdma n — oo :
a) f(x)=sinx, xe[0,7] b) f(x)=cosx, xe€[0,7]
2. ¢) f(x)=¢€", xe[0,1] d) f(x)=(x+2)", xe[0,1]
e) f()=(x+2)"", xe[-L1]

3. Az el6z0 feladat e) példdjandl mi a helyzet, ha az alappontoknak mindig a Csebisev polinomok
gyokeit vdlasztjuk?

4. Allapitsuk meg azt az egyszerii linedris transzformaciét, amely a re[—1,1] valtozét atviszi az
x€ [a,b] valtozéba! Mi lesz az inverz transzformacid?

5. TIrjuk fel, [a,b]-ben mik legyenek az alappontok, hogy ||a)” (x)||°o minimalis legyen!

6. (12.8) abban az esetben szolgéltatja a hiba becslését, amikor xe [—1,1]. Vezessiik le a hibabecslést
arra az esetre, ha x€[a,b]!

7. A sinx fiiggvényt az [0,7/2] intervallumban milyen striin kell egyenletesen tabelldzni, hogy
linedris interpolaciét hasznalva 107 hibaval tudjuk mindeniitt a fiiggvény értékét szamitani?

8. Az el6zd feladatnal hogy mddosul az eredmény, ha masodfoki polinommal interpoldlunk? Ekkor
w, (x) maximadlis abszolut értékii helyét pontosan meg tudjuk hatdrozni?

9. Mutassuk meg, hogy a (12.1) becslés tovabbirhato: |a)n (x)| <n!(K,(b—a))"" /(4n"*"), ahol
1<K, =hn/(b—a) allando. Mikor lesz K, =17

10. A Stirling-formula szerint n!= z N27wn 1+L+ >
e 12n  288n

mutassuk meg, hogy egyenletes felosztds mellett |b - a| <e esetén limw, (x) = 0.
n—oo

—j Az eldz6 feladat segitségével

11. Igazoljuk, hogy a Csebisev polinomok ortogondlisak a (Tl.,Tj)zj‘_lla(x)Tl. (x)Tj (x)dx skalaris

szorzat szerint, ahol a sulyfiiggvény a(x)=(1— )2

12. Adjuk meg (T,,,T,,) értékét!



13. Iteralt interpolacié (Neville, Aitken, Newton)

13.1. A Neville- és Aitken-interpolacio.

A Lagrange-interpolécié hatranya, hogy tjabb osztépontok felvételekor az alappolinomokat tjra kell
szamolni. Es van, amikor nem is az interpoldcids polinom, hanem kozvetleniil annak helyettesitési
értéke kéne. Ilyenkor elényds az iterdlt interpolacio.

Legyenek az interpolacié tartépontjai {(x;, f; = f(x;)}iy . és jeloljik py, . (x)-szel azt a k -adfoki

polinomot, amelyre
po,l,.‘.,k(xj):f(le j:0717~--aka (131)

azaz interpolacidés polinom a megjelolt pontokra. Megmutatjuk, hogy e polinomok rekurzidval is
felépithetok. Tekintsiik a kovetkezd determindnst:

1 X=Xy Poy,..x(X)

(13.2)
X=Xr1 Pr..k+l (x)

Pol,... kk+1 (x) =
Xe+1 — X0

Kozvetlen ellendrzéssel kapjuk, hogy az 4j polinom j6l interpoldl az x =x, és x = x;,, pontokban. A
kozbiilsé pontokban pedig, ahol 0< j<k +1,

X; =Xy Pou..x(x;)

Xi = Xk+r Pr.k+l (xj)

1 X=X = (X; =X 4p)

:f(xj) !

=f(xj)~

Po,,... k. k+ (xj) =
Xk+1 — X0

Xe+1 — %o

E rekurzi6 alapjan a Neville-interpolacidéhoz a kdvetkezd szamtablazatot készitjiik:

k=0 1 2 3

X=X Jo=po(x)
X=X fi=p(x) Po1(x)
X=X, fH=p(x) Do (x) Po12(x)

X—X3 f3=p3(%) P23 (x) Pra3(x) Poi23(x)

Vegyiik észre, hogy most egy tjabb pont (x,, f,) hozzdvételével elegendd az x;-ig kész tdbldzathoz
egy ujabb sort kiszamolni. Ha az x —x; -k szamok, akkor a bal oszlop szdmainal a fels6bdl vonjuk ki
az alsot a rekurzios formula nevezjének elddllitasdhoz, pl. x —xy —(x—x;) . Példaul hatarozzuk meg

a tablazat értékeit x =2 -re, ha a tartépontok:

A szamolas menete:
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k=0 1 2
2-0=2 1
2-1=1 3 L2
T 2-11 3
1 3 1 5
2-3=-] 2 =5/2 =10/3
1-(=D|-1 2 2—(=)|-1 572

Az Aitken-interpolacié filozo6fidja hasonld, csak mds koztes polinomokat allit el6. A sorrendet az
Aitken-interpoldci6 tablazataval szemléltetjiik:

k=0 1 2 3

X=Xy Jo=Po(x)
X=X fi=p(x) Po1(x)
X=X, fHr=p(x) Poo (X) Poi12(x)

X—X3 f3=p3(x0) Po3(x) Po13(x) Po123(X)

13.2. Osztott differenciak

Miel6tt ratérnénk a Newton-interpolédcidra, bevezetjiikk az osztott differencidkat. Legyenek most is a
tartépontok {(x;, f; = f(x;)},, ekkor elsdrendii osztott differencidk:

)= f(x) S ()= ()

flxg.x1= o S X ]= (13.3)
X~ X Xyt =
mdsodrendii oszott differencidk:
XX 01— fIx;,x;
f[xi7xi+17xi+2]: f[ i+1 l+2] f[ i l+1]’ (134)
Xigo =X
és altaldban a k -adrendii osztott differencidk:
XitsXin eeos X 1= FLXi s Xyiqsenes Xy g

f['xi"xi+1""’xi+k]=f[ i+1°Mi+2 l+k] f[ i 7Vi4] i+k 1]’ (135)

Xivk — X

ahol a k-adrendii osztott differencia k+1 pontra tdmaszkodik. Az osztott differencidknak a
kovetkezd tablazatat készithetjiik:

k=0 1 2 3
X | f(x)

x| S flxgsx]

Y| fln)  fIx.x] o flxgsx, ]

X3 f(x3) Fla.xl  flxx.x] fIxg,x,%,x5]

Példa. Készitsiik el az osztott differencidk tablazatat, ha a tartépontok:

v | 12 ] 1 ‘ 2 3

1

fl-‘Z‘l‘l/Z‘lB



Az alabbi tdbldzatban az oszlopok feletti szam az osztott differencia rendjét mutatja.

1 2 3
172 2
1-1/2
) 1\ 1/2—12_1 —1/2—(—2)=1
2-1 2 2-1/2
3 3 1/3—1/2=_l —1/6—(—1/2)=l 1/6—1=—_1
3-2 6 3-1 6 3-1/2 3
13.2.1 Lemma
Fenndll az dsszefiiggés:
LF(x))
Tl X0 1= D 2, (13.6)
=0 @k (%)

itt @, (x) az (11.5)-ben megismert szorzatfiiggvény.
Bizonyités. Teljes indukciéval végezhetd. k =1-re az allitds igaz. A k -rél k +1-re valé attérésnél az

PPN N W0 o N
s geeey +

Xe+1 — X0

Osszefiiggés alapjdn az 1-gyel kisebb rendii osztott differencidkba frjuk be a tétel 4llitasat:

&S x)(x; = xp) L)X = x4)
[ ERRRR] + ]: ],—]’ [ ERRRE) ]: d , d >
Sl X ; O (%) JXgsees 2y ;) O (%))

majd rendezéssel nyerjiik az eredményt. m

Léthat6, az osztott differencia az alappontok szimmetrikus fiiggvénye. Ertéke fiiggetlen att6l, hogy az
alappontok milyen sorrendben vannak megadva.

13.3. A rekurziv Newton-interpolacio

Jelolje N,(x) az x,,Xx,...,x, alappontokra épitett interpoldcios polinomot (Newton- polinom). Ekkor
ezen polinomok a kovetkezd rekurziéval szdmithatok:

N,(x)=N,_(x)+b,m,_,(x), (13.7)
ahol a b, egyiitthaté abbdl a feltételbdl hatdrozhaté meg, hogy N, (x) interpoldl az x, pontban:

" wnfl (xn)

Azonban a b, -ek szdmitdsdra van egy ennél sokkal egyszer(ibb médszer.

13.3.1 Tétel

b, = flxy, X5, x, 1. (13.8)
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Bizonyitds. Az N,(x)—N,_;(x) kifejezés eltlinik az x,,...,x,_; pontokban a definici6 szerint, igy
w,_, (x) szerepeltetése jogos, aminek az egyiitthatdjat abbdl a feltételbdl hatdrozzuk meg, hogy
N,(x,)=f(x,).Alevezetésben N,_;(x) helyére a megfeleld Lagrange-polinomot irjuk:

- f(xp)w, (x,)

0,1 (5, — XN ()

3

b — Nn('xn) _anl(xn)z f(-xn)

n

a)nfl (xn) a)nfl (xn) (U,FI (xn) j
I LCH I < B ()

a),kl (xn) j=0 (xj — X )w;,l (xj)

:f[-x()’-xl"--’xn]’

ahol az utols6 sorban figyelembe vettiik (13.6)-ot. Eszerint az osztott differencidk tablazataban a jobb
sz€1s6 elemek adjak a kifejtéshez sziikséges b, egyiitthatokat. m

A rekurziv jelz6 nélkiil egyszertien Newton-interpoldciorol beszéliink akkor, ha a felépitésben a b,

egylitthatok helyén az osztott differencdkat haszndljuk. A rekurziv Newton interpolacié haszndlata
szokatlan helyzetekben elOnyds, példaul, ha tobbvaltozds interpolaciés formuldt akarunk késziteni,
vagy magasabb derivaltakat is interpoldlunk tgy, hogy egyes alacsonyabb rendiiek hidnyoznak.

13.4. Feladatok

1. Részletesen ellendrizziik a 3.3 Lemma bizonyitdsanak 1épéseit!

2. Neville-interpoldcidval a fliggvényt az x helyen kivanjuk kozeliteni. A tdbldzat minden sordban
az utolsé szam egy interpoldl6é polinom helyettesitési értékét adja. Milyen sorrendben frjuk fel az
interpoldcié alappontjait, hogy a tdbldzatban az utolsé elemek egyre jobb, ndvekvd pontossagi
sorrendet adjanak?

3. Neville-interpoldciéval hatdrozzuk meg azt a masodfoki polinomot, amely dtmegy a
(-1,0),(1,1), (2,6) pontokon! (Most x paraméterként bennmarad a formuldkban.)

4. Mutassuk meg, a Neville-interpolacié akkor is ugyanazt az eredményt adja, ha az elsé oszlopba
x—x; helyett az x;, —x értékeket irjuk!

5. Ugyanezt a polinomot 4llitsuk elé Newton interpoldcidval!

6. Milyen algoritmust javasoljunk a Newton-polinom helyettesitési értékeinek szdmitdsdra, ha az
osztott differencidk adottak?

7. Készitsiink Matlab programot, amely a Neville-interpolécié fiiggvényérték kozelitéseit adja egy
vektorban!

8. Készitsiink Matlab programot, amely az osztott differencidk tablazatat késziti el!

9. Készitsiink Matlab programot, amely az osztott differencidk értékeit felhasznidlva a Newton-
polinom helyettesitési értékét adja!

10. Allapitsuk meg a Newton-interpoldcié bazisfiiggvényeit és ezek segitségével frjuk fel az
interpolécios feltétel linedris egyenletrendszerét!

11. Oldjuk meg az el6z6 feladatban kapott egyenletrendszert gy, hogy az osztott differencia-séma
1épéseit kovetjiik! Mit tapasztalunk?

12. Trjuk fel azt a matrixot, ami az [f,, f,..., f,]" figgvényértékek vektorit az elsrendii osztott

differenciak [ f[x,,x,1,..., f[x,,, xn]]T vektordba viszi!
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14. Newton- és Hermite-interpolacié

14.1. Tétel, osztott differenciaval az interpolacio hibaja
Legyen xela,b], x#x;, i=0,1,...,n, ekkor

F) =L, (x)= flx,xy.%,....x,]0,(x), (14.1)
ahol [a,b] az alappontok éltal kifeszitett intervallum.

Bizonyitds. Legyen N,,, olyan, hogy az x helyen felveszi f(x) értékét. Felhaszndlva, hogy

N,(x)=L,(x), a Newton interpolécio szerint irhatjuk:

f(X)=L,(x)=N,,;(x)=N,(x)= flx,x,%,....%,]0,(x),

és ezzel kész is vagyunk, mert minden x-re N,,,-et djravdlaszthatjuk Ggy, hogy N, (x)=f(x)
teljesiiljon. m

14.1.1 Kévetkezmény
Legyen f(x)e C""'[a,b], xe[a,b], x# x;, ekkor létezik & € [a,b], melyre

A ()

(n+1)! (14.2)

flx, X0, %5, %,

fenndll.

Ennek beldtdsdhoz elegendd, ha Osszehasonlitjuk az 11.3.1 Tétel (11.9) formuldjat (14.1)-gyel.
Specidlisan n=0-ra f[x,x,]1=f'(&,), és ez kiirva a Lagrange kozépérték-tétel. Igy (14.2) nem mis,
mint a kozépérték-tétel altalanositdsa magasabbrendi osztott differencidkra. Figyeljik meg: (14.2) —

ben x is formdlis véltozoként szerepel, n+2 alapponthoz tartozik n+ 1-edrendii osztott differencia,
€s az ehhez tartoz6 derivélt n +1-edrendi.

14.1.2 Tovabbi kbévetkezmény

A (14.2) osszefiiggés alkalmas arra, hogy az osztott differencidk tabldzatit arra az esetre is
értelmezziik, amikor egy alappont tobbszor szerepel. Az alappontok ¢ -szel egyiitt az [a,b]
intervallumban helyezkednek el. Ha most [a,b] az x, pontra zsugorodik &ssze, akkor hatdrdtmenettel
kapjuk, hogy

f(n)(x()) ‘

(14.3)
n!

f[.xO,xO,...,.xO] =
%,—/
n+1 db. alappont
14.2. Hermite-interpolacio

Ha eldirjuk, hogy az interpoldlé polinom a fiiggvény derivaltjaira is illeszkedjen a megadott
pontokban, akkor Hermite-interpoldciordl beszEliink. Ilyenkor a tartépontok kozé a derivéltakat is
felvessziik:

('xk’f(i)('xk)’ i:(),]~9---,mk _1), mkE N+ .
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Példaul, ha m, =2, akkor a nulladik és az els¢ derivalt illeszkedik x, -ban. Altaldban a feltételek

szama:

D m =m+1, (14.4)

tehat m -edfokd polinom lehetséges: H, (x) =P , és az illeszkedési feltételek:

Hf;)(xk):f(i’(xk), i=0,L....m -1, k=0,1,...,n. (14.5)

14.2.1 Tétel

Ha az alappontok kiilonbozéek, a (14.5) illeszkedési feltételeknek eleget tevé H, (x) polinom létezik

és egyértelmil.

m
Bizonyitds. Legyen a polinom H (x)= Za I.x’ alakud és irjuk fel az egylitthatékat meghatdrozé
=0
linedris egyenletrendszert:
2
Lx, x . x a, S (x)

0 1 2x, ... mx)" || a |=|f'(x)]

ami most egy (m+1)X(m+1)-es rendszer. Ennek van megolddsa, ha a determindnsa det(A) #0.
Indirekt médon tegyiik fel, hogy mégis det(A)=0. Kovetkezik, hogy a homogén egyenletnek
(b=0) van nemzérus megolddsa, ami ekkor m -edfokd polinom. Vegyiik észre, a zérus jobb oldal
most azt jelenti, hogy x, m, -szoros gyoke a polinomnak. De akkor ennek a polinomnak m+1 gyoke

kéne, hogy legyen, ami ellentmondds. Ezért az egyenletrendszer métrixa invertdlhatd, és a megoldds
egyértelmil. ]

Megjegyzés. Ha a derivéltak hidnyosan vannak megadva, akkor a hidnyos (idegen széval: lakundris)
Hermite-interpolaci6 feladata nem mindig oldhaté meg.

14.2.2 Hibatétel a nem-hianyos Hermite-interpolaciora

Legyen f(x)e C™"'[a,b], x€[a,b], ekkor létezik fx € [a,b], amelyre

(m+1)
Fo-Hy=— g (), (14.6)
(m+1)!
ahol most @, (x) = (x—x,)" (x—x)™ ...(x—x,)"™.

Bizonyitds. Az 11.3.1 Tételhez hasonldan tessziik. Ha x=x,, k=0,1,...,n, akkor az 4llitds igaz, igy
a tovabbiakban legyen x # x, minden k -ra. Vezessiik be most is a
@, (z)
8:(2)= f(Z)—Hm(Z)—w—(x)(f(X)—Hm(X)), z€la,b] (14.7)

fiiggvényt, amelynek z = x -szel egyiitt m+2 gyoke van. A tétel dllitdsdhoz a Rolle-tétel (m+1)-
szeri alkalmazdsa utin jutunk. m
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Abban a specidlis esetben, ha minden alappontban a fiiggvényérték és az els6é derivalt adott, Hermite-
Fejér interpoldciorol beszéliink.

Erdemes még sz6t ejteni arrél, hogy a Newton-interpolaciét hogyan alkalmazhatjuk az Hermite-
interpoldcidndl. Az osztott differencidk értelmezését tobbszords ugyanazon alappont esetére mér

(14.3)-ban megadtuk. Eszerint példdul kétszer adjuk meg az x, pontot, ha f(x,) és f'(x,) adottak.
Az o(x) szorzatfiggvénybe minden kordbban alappontként figyelembe vett x; pont x—x; tényez6t

ad, az éppen interpoldlt pont csak a kovetkez6 1épésben ad tényez6t. A pontok sorrendje tetszdleges,
de a tobbszor megadott pontok legyenek egymds mellett a derivaltak miatt. Ne feledjiik, a derivéltak
megaddsa nem lehet hidnyos, példaul nem hidnyozhat az elsd, ha adott a masodik derivalt.

14.2.3 Példa

Newton interpoldcidval készitsiik el azt a polinomot, amely az x,, x; pontokra az Hermite-Fejér
interpolécidt valésitja meg!

Megoldds. A osztott differencidk tdblazata:

k=0 1 2 3
X | fo
X | fo f
X fi flxgsx]  (flxgs 1= fo) /(g = xp)
N | A fi A= flxosx DIGy = x0) (=2 f[x. 2]+ fi) Hx — xp)°

A keresett polinom:

N;(x) = fo+ folx=x,) +

f[xo’xl]_fo/(x_x )2+ fl/_zf[XO’xl
0

+f
X, — X, (x,—x,)’ (=) (=)

14.3. Hermite-interpolacios alappolinomok

A Lagrange-alappolinomokhoz hasonlé tulajdonsigi polinomok mindig megszerkeszthetok, ha nem
hidnyos a derivédltak megadédsa. Az x, pontban az k(i), i=0,1,...,m, —1-edik derivaltak adottak.

Vezessiik be az x, helyhez tartoz6

o= 1] (x_xf} . ()=l

j=0, j#k\ Xk —X;

fuggvényt. Ennek a 0,1,...,m; —1-edik deriviltja eltiinik az x;(# x,) pontokban, még akkor is, ha meg
volna szorozva egy mdsik polinommal. fgy h.(x) az x;(#x,) pontokban mdr teljesiti az

alappolinomtdl elvart tulajdonsdgokat. Az x, ponthoz tartoz6 alappolinomokat keressiik a kovetkezd
alakban:

L (x)=p,(Oh(x), p,(x)€ mel )
ahol p, ., (x) m, —1-edfoki polinom, i=0,l,...,m —1, és az i-edik polinom egyiitthat6it abbdl a

feltételbdl kapjuk, hogy (d/dx)’l, (x,)=0,, j=01,....m, —1.

A konnyebb érthetdség kedvéért tekintsiik azt a példat, amikor x, -ban a mésodik derivéltig adottak az

értékek, azaz i =0,1,2 lehet. A polinomokat x— x, hatvdnyai szerint célszeri felirni. Ha i =0, akkor
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pk,o(x)=1+(J{l(x—xk)+0{2(x—xk)2 alakd, mert A (x,)=1 és [ ((x,)=1 miatt p;, ((x,)=1. & -et

abbdl a feltételbol hatdrozzuk meg, hogy az elsd derivalt zérus az x, helyen:
[0 + 201, (x— x)1hy, (X) + p, o (O] (x)|HA =0,
innen @, =—h;(x,). Ha a mdsodik derivaltat is zéruss4 tessziik:
20, (x,)+ 20,k (x,)+ K (x,)=0,
a, értékét beirva o, = (k[ (x,))" —h{(x,)/2 az eredmény.

A p;,(x) polinom nulladfoku tagja z€érus, mert p; ,(x; )iy (x,) =0 . Hasonl6 ok miatt az elséfoku tag
egyiitthatéja is zérus lesz, mert py ,(x )y (x) + peo(x)h (x)=0. Végil [ ,(x,)=1-bél
Pia(x)=(x—x, )12 adédik.  Gyakorldsképp  igazoljuk, hogy a fenti  példdban
P =(x—x)+ o (x—x, )1

Igy a nem-hignyos Hermite-interpolaciét a kovetkezd formula llitja el:

n hy—

1
H, (x)= Z Z fk(i)lk,i(x) .

k=0 i=0
Vegyiik észre, a kapott eldallitds egy ujabb igazoldsit adja annak, hogy a nem-hidnyos Hermite-
interpoléci6 feladata egyértelmiien megoldhato.

14.4. Inverz interpolacio

Errrdl beszéliink, ha a fiiggd és fiiggetlen valtozékat felcseréljiik: Igy x = x(y) tipusd polinomot

kapunk. A technikat akkor alkalmazzuk, ha arra vagyunk kivancsiak, hogy a fiiggvény egy adott
értéket mely helyen vesz fel, példdul, ha a fiiggvény gyokét keressiik. Ekkor a kozelitd polinomba
y =0-t helyettesitve a gyok helyére kapunk egy kozelitést.

14.5. Feladatok

1. Szarmaztasssunk interpoldciés formuldt, amikor a tartépontok: (x,, f,). (X, f;, f1', f1)

2. A szinusz fliggvény egyenletes tabelldzdsakor a derivéltja is ismert a koszinusz fiiggvénnyel valé
ismert Osszefiiggés miatt, igy Hermite-Fejér interpolaciét alkalmazhatunk két alappont kozott.

Milyen siirlin kell egyenletesen tabelldzni a fiiggvényt [0,77/2]-ben, ha mindeniitt 10~ hibaval
szeretnénk a fliggvény értékeit megkapni?

3. 1rjuk fel az Hermite-Fejér interpoldciohoz tartozé hibaformulat, ha az interpoldcié a Csebisev
alappontokon torténik.

4. Mutassuk meg, hogy Hermite-Fejér interpoldciéndl h, (x) = (l " (x))2 s Pro()=1- 21,: (x)(x—x,)

€s p (D) =x—x,.
5. Melyek az Hermite-interpoldcids bazispolinomok, ha a tartépontok: (X, f,, fy)»és (X, fi» [)?

6. Készitsik el az Hermite-interpolacio bazispolinomjait, ha a tartépontok: (x,, f;. f(f), és

(x5 f;> fl'j . Bér hidnyos a derivaltak megadésa, a bazispolinomok mégis 1éteznek.

7. Egy fliggvényhez tartozé négy pont: (1,—1), (2,1), (3,2), (5,3). Inverz interpoldciét vélasztva
hatdrozzuk meg a gyok kozelitését Neville-interpolacidval!



8. Altaldnositsuk a Neville-interpol4ciét Hermite-interpolcid esetére!

9. Legyen f(x)= Zajxj n -edfoki polinom. f[x,,x,,...,x,]="?

Jj=0

n . .
10. Igazoljuk: 3 &€ [xy,x]: %Zx({xln_’ =&" ahol n=1-re £ a szdmtani kozép.
n+
j=0

15
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15. Interpolacio spline (donga-) fliggvényekkel

15.1. Spline- vagy dongafiiggvenyek

Ha az interpolél6 polinomok fokszdmét noveljiik, gyakran tapasztalhatjuk, hogy a magasabb fokszamu
polinomok erételjes hulldmzadst mutatnak az alappontok kornyezetében. Olyannyira, hogy ranézésre
sem hihetd, hogy a fiiggvényt jol kozelitik.

A spline fiiggvényekkel torténd interpoldaciondl az otlet az, hogy az egyes részintervallumokban csak
alacsony fokszdmi polinomokat engediink meg, az intervallum-hatirokon pedig a polinomokat
folytonosan illesztjiik. Lehetdség szerint a folytonossdgot a derivaltakra is el6irjuk.

Spline [ejtsd: ‘szpldjn’] angolul dongit jelent, ami azokat a faborddkat jelenti, amikkel a kadar kirakja
a hord¢ alakjat. Spline-oknak hivjdk angol nyelvteriileten azokat a hajlithato, gorbithet6 ‘vonalzékat®
is, amelyekkel gérbe vonal rajzolhato.

Itt most matematikailag hasonlé dolog torténik: az egyes részintervallumokban fiiggvényiveket
polinomokbdl  készitiink, amelyeket ,0sszevarrunk” az intervallum-hatdrokon valamilyen
folytonossdgi kovetelmény szerint. Szemléletesen szélva: dongafiiggvényeket alkalmazunk.

A tovibbiakban legyenek O ={x,, f, = f(x;)}., a tartépontok, az abszcisszdk legyenek nagysig
szerint rendezettek: x,_ <x,, 0<i és §,(®,) jeldlje az [ -edfoki spline-ok halmazit. Ez azt jelenti,
hogy §,(®,) elemei minden [xi_l,xi] részintervallumon [ -edfoku polinomok. A spline interpolacié

egyszerlien targyalhat6 az u,(x) kalapfiiggvények segitségével:

Az u(x) kalapfiiggveny Az u(x) kalapfiiggveény derivaltia
1 e
| |
l l
1l | |
0.5} } ;
| |
— | |
2 5 | |
5 S0 | ———
| |
05} l l
| |
-0.5} l l
| |
—
0 _1 L L
X1 X; Xir1 Xi1 X i+1
1. é&bra. A kalapfiiggvény és derivaltja
X—X
i-1 <y< 1
> ha x,_ <x<x ha x_, <x<x
X. X. ’ i-1 i
! i X =X
X, —X
_ i+1 ’ _1
u(x)=4———, ha x, <x<x,, u(x)= , hax <x<x,,
Xt =X X1 — X
0, egyébként 0, ha x<x_,, x,, <x

Az els6 derivélt az alappontokban nem létezik, csak az alsé és felsé hatarértékiik. Késébb ennyi
szamunkra elég lesz. A kalapfiiggvény magasabbrendii derivaltjai mind eltiinnek.
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15.2. Els6foku spline-ok: s(x)€ S,(©,)

s =1, xxf 4

1
i X X — X

i i-1 —

20 xelx.x]. (15.1)

Az eredmény egy tortvonal. A szdmitégép nagyon gyakran igy rajzolja ki a ®, halmazzal adott

fliggvényt. Ha a felbontds elég siiri, akkor nem annyira szembetiind a vonalak torése. A
kalapfiiggvények segitségével ez az s(x) fliggvény Lagrange-alappolinom stilusban igy irhaté:

s(x)= i Sfu, (%) (15.2)

15.3. Masodfoku spline-ok: s(x)e S,(0©,)
Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy a kezddpontban adott f(a) és f '(a). Ekkor az
I, =a ‘ X, ‘ X,

J(x) ‘ J (%) ‘ Jf(x)

pontokra készithetiink Hermite-interpoldciéval egy madasodfokd polinomot, amely az elsd

intervallumhoz tartozik. E polinom x,-ben felvett derivéltjdval és f(x,)-gyel folytassuk az eljarast

ugyanigy az [xl,xz] intervallumra. Altaldnosan [xl.,xm]—ben a Newton interpoldcié segitségével

készitett polinom tdbl4zata:

'xi f(xi)
X f(xi) f'(xi)
X S flx,x] SIx,x,1- (%) ,

X — X,

i+ i

S(.X) = f(-xi)+ f '(-xi)(-x_-xi) + f[xi’xi’xi+1](x_xi)2’ xXe [-xi’ -x,'_H] >
ahol a fiiggvény derivaltjat mindig az elz0 intervallumban készitett polinombdl kapjuk.

Ha az indul6 derivalt nem ismert, az elsd intervallum polinomjit vehetjiik linedrisnak. Egy madsik
lehet6ség az els6 harom ponton atvetett paraboldval kezdeni, majd az eljardst a megismert médon
folytatni.

15.4. Harmadfoku spline-ok: s(x)e S,(0,)

Most az interpoléaciét egy az [xo,xl] intervallumban készitendd hidnyos Hermite-interpolacidval
kezdjiik.

Az {x,. foo £} {x. fi. £} tartépontokhoz  tartoz6  harmadfokd  Hermite-interpoldcids
alappolinomokat jeldlje [, (x). Az elsd index az abszcissza indexére utal, a masodik pedig a derivalt
rendjére. Az elsé polinomra teljesiil: [,,(x,) =1, [,(x)=0, I(x,)=0 és I,(x,)=0. A mésodik
derivalt els6 vagy alacsonyabb foku és mindkét pontban eltlinik, emiatt csak az azonosan 0 fiiggvény
lehet. Kovetkezésképp [, (x) elséfoku és az x, és x, helyen felvett értékei teljesen meghatdrozzak:

Lo(X)=(x, =) [(x, —x,) =u,(x), xe€ [xo,xl]. (15.3)
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Az [,(x) polinomot meghatdrozé dsszefiiggések: [,(x,) =0, 1,(x)=0, I,(x,)=1 és I,(x)=0.

A masodik derivalt els6fokd és a felvett értékei alapjan Iy,(x)=u,(x), x€[x,,x]. Ezt kétszer

integralva
, iy (x)
l = ,
02(%) 2u; (x) vh
Cug(x) | puy(x)
Iy, (x)= 600 + ﬁu(',(x) +7, xe[x,x]

ahol kihaszndltuk, hogy u(x) az intervallumban konstans. Mivel u,(x,)=0, emiatt /,(x,)=0-bol
y =0 kovetkezik. Az [, (x,) =0 feltételbol pedig f=—-1/ (6u6 (x)) adodik, igy

Uy (x) = 1y (x)

Ly, (x)= 15.4
02 (%) 617 (x) (15.4)
Az [,(x) és [,(x) polinomok meghatdrozdsa teljesen hasonléan torténik, az eredmény:
3
u; (x) —uy (x
Lo (x) =u,(x), llz(x)=M, xe[x),x] (15.5)

61 (x)
Ezekkel az [x,,x,] intervallumban interpoldlé harmadfoku polinom:

Po3(X) = folop () + fo/’lm (0)+ filip (x) + fl”ll2 ()=

,,Mg (X) —U, (X)

_ ,,M13 (x)_ul (x)
= fouo(X) + £, 6u(')2 ) —_—

+ flul (X)+f1 6u/2 (.X)

Most tegyiik fel, a fliggvényérték és a mdsodik derivalt az x,,x,,...,x, alappontokban adott. Akkor e
formula mintdjara minden intervallumban fel tudunk irni egy harmadfoku interpol4lé polinomot:

3
r Uiy (X) —Uy, ()C)

A DU e o+ £ v
ui+1 X

61 (x)

de a kalapfiiggvények definicigjat szem elOtt tartva ezt a polinom-sereget egy szummaval is
megadhatjuk a teljes intervallumra:

Pis (%) = fu () + f;

. xelx.x,]

(X)) —u,(x)
61 (x)

fgy olyan fiiggvényiink van, amely minden részintervallumban harmadfokd polinom, és az
alappontokban folytonos a fiiggvény és a masodik derivaltja.

Prapys () =D fu () + f, . xe[a,b]. (15.6)
i=0

A latottak alapjan a ®, tartépontokra a harmadfoku dongafiiggvényt a kovetkez6képp vessziik fel:

u,.3 (x)—u,(x)
6u’* (x)

1

s3(x):Zfl.u,(x)+s,. , xe€la,bl, s, =s(x). (15.7)
i=0

Az s, masodik derivéltakat abbdl a feltételbdl hatdrozzuk meg, hogy az els6 derivaltak is legyenek

folytonosak az alappontokban. Az els6 derivalt

3Lti2 (x)—-1

61/ () , x€la,b] (15.8)

55 (xX) = ful(x)+s,
i=0
csak akkor lesz folytonos, ha minden alappontban az alsé és felsd hatarérték megegyezik. Jelolje
s3(x;—) az alsé, sy(x;+) a fels6 hatdrértéket az x; helyen. Ekkor csak két kalapfiiggvény ad
nemzérus jarulékot a hatarértékekhez:
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3u? (x)—1  3ul(x)-1
’ + si ’ =
6u;_; (x;—) Ou; (x;—)

8505 =) = fioqui_ (=) + fi (=) + 5,

—f. .+ f. +2
_ Jia fz Si-1 S’h 1» ahol h_ =x;—x,_,

h, 6
és
i+l BuS(x) =1 fo—f s +2s;
n )+ — i+1 i Pitl ih.
S5 =Y fu () +s; 6 () N P

Jj=i
A kettdt egyenldvé téve az x; pontban:

28, + 5, 25, +s,

Pl 81 S = fln, 1= S =

Ez tovabb rendezve

S M n s; (h_, +h)
6 3

IH f[xl’xl+1] f['xt 1’

majda o, =h_ /(h_ +h) jelolés bevezetésével az
§,,0,,+2s,+s,,(1-0,_)=6f[x_,x,x,,], i=12,...,n—1. (15.9)

alakra egyszertisodik.

A kapott haromatl6jd linedris egyenletrendszer madtrixa diagondldomindns, ami a megoldas
szempontjdbol kedvezd. Azonban az egyenletrendszer nem hatdrozza meg s, és s, értékét, igy a

kezdd- és végpontban még feltételeket kell eldirnunk. A gyakorlatban az aldbbi hdrom megoldds
valamelyikét szoktdk vélasztani:

1. Hermite-peremfeltétel: az elsd derivaltak f'(a) és f’'(b) adottak.

2. A masodik derivalt értékérdl rendelkeziink a kezd6 és végpontban. Ha nem ismerjiik, s, =s, =0

egy lehetséges vélasztas. Hagyomdnyosan ezt nevezik természetes spline-nak. Ennél azonban jobb
megoldds, ha a széls6 két intervallumban a harmadik derivéltat konstansnak vessziik: az igy kapott

s, €s s -et tartalmazd kifejezéseket hozzdvéve az (15.9) rendszerhez kapjuk azt a spline-

interpoléciét, amely harmadfokd polinomig pontos.

3. Periodikus hatarfeltétel. Ha a fiiggvény periodikus, és a teljes periddusban torténik az interpolacio,
akkor a fliggvényt és derivéltjait a két végpontban egyenl6vé tessziik.

15.5. Példa

Az Hermite-féle peremfeltétel mellett hogy fog kinézni a megoldandé (15.9) egyenletrendszer elsd és
utolsé sora?

Megoldds. (15.9)-ben vegyiink i=0-t és az x , formdlisan felvett alapponttal tartsunk x,-hoz.
Ekkor o_; = 0 ésigy

25048, =6 f1x0, % 5, 1=6( f1x5.x,1= £ )/ . (15.10)
Az utols6 egyenlethez helyettesitsiik (15.9)-be i =n-et és x,,, tartson x, -hez:
S, +2s,=6f[x,,x,.x,1, (15.11)

E két egyenlettel kiegészitve (15.9)-et mar annyi egyenletiink van, mint az ismeretlenek szdma.
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Hegediis: Numerikus Analizis II.

15.6. Feladatok

1.
2.

Hogy egyszerlisodik (15.9), ha az alappontok egyenld tavolsdgra vannak egymasto6l?

Hogy mddosul (15.9) els6 és utolso sora, ha a szelsd két intervallumban a harmadik derivaltat
tessziik 4llandéva? (Utmutatds: pl. az Xy, X, €s x,,x, pontok kozott képezziik differencia-
hdnyadossal a harmadik derivaltakat és tegyiik 6ket egyenlové: (s, —s,)/h =(s,—s,)/h,. Az
utolsé hdrom pontndl jarjunk el hasonléan. A kapott eredményt helyettesitsilkk a megfeleld
egyenletbe.)

Mutassuk meg, hogy legalabb négy tartépontndl az eldbbi médon készitett spline harmadfoku
polinomra pontos, azaz annak pontjaibdl visszakapjuk magat a polinomot.

A harmadfokd dongafiiggvényt Ugy is reprezentdlhatjuk, hogy egy intervallumon belill a
polinomot az intervallum hatdrain felvett fiiggvényértékkel és az els6 derivélttal adjuk meg. Az
Hermite-interpoldciés alappolinomokkal készitsiik el az interpoldlé formuldt az (x,,x;)
intervallumra, 1d. 14.5.5 példa. Igazoljuk, hogy (15.6)-hoz hasonléan a kovetkezd formula
nyerhetd:

17 (X) =] (%)

p 51,3 = n i_2i3 +3i2 +J; ;
Prass () ;f( u) (x)+3u] () + f, "

Ha a harmadfoku dongafiiggvényt a részintervallumok hatdrain felvett fiiggvényértékkel és az elso
derivalttal reprezentéljuk, akkor az el8z6 feladat alapjan a kovetkezd kifejezést kapjuk:

, x€l[a,b].

) (x)—u (x)

u; (x)

ahol f, =s,(x,), t,=s/(x;) és u,(x) az i-edik kalapfiiggvény. A részintervallumok hatdrain a

, x€la,b],

500 = Y £ (<20 (0 + 302 (0) 1,
i=0

mdsodik derivélt egyeztetésével szarmaztassunk egyenletrendszert a f, paraméterek
meghatdrozdsara!

Szeretnénk harmadfokd spline fiiggvénnyel kozeliteni a kovetkezd differencidlegyenlet
megoldasit: —v'(x)=g(x), x€[0,1], v(0)=v(1)=0, ahol g(x) megadott fiiggvény.
Osszuk fel a [0,1] intervallumot 7 egyenld részre és irjuk fel (15.9) felhasznaldsaval a kozelitést
meghatirozd egyenleteket. A differencidlegyenletbdl nyerhetd informacié alapjan alakitsuk at az
egyenletrendszert, hogy megoldasul a v(x;,), i =1,...,n—1 értékek kozelitéseit kapjuk!

Az interpoldciénal tanultak alapjan adjunk fels6 becslést az elséfoku spline kozelités hibdjara!



