6. Gram-Schmidt ortogonalizacio, QR-felbontas

Az egyszert linerdris algebrai transzformdaciok kozott a harmadik fejezetben megismerkedtiink a vetitd
matrixokkal. E matrixok alkalmasak arra, hogy a vektorok egy adott készletébdl ortogondlis
vektorokat allitsunk el6. Ha ezen vektorokat egy matrix oszlopaiba rendezziik, akkor a kapott médszer
a matrix egy Ujabb felbontdsat szolgaltatja, ezt hivjuk a QR -felbontdsnak.

6.1. A Gram-Schmidt ortogonalizacio

Tegyiik fel, van egy linedrisan fiiggetlen vektorokbdl all6 halmaz: {ai}le, a,e R™. Szeretnénk e

vektorok felhaszndldsdval olyan ortogondlis rendszert késziteni, amellyel a halmaz vektorai
eldallithatok. Ekkor eljarhatunk a kovetkezoképpen. A késziilé ortogondlis vektorokat jeldljiik ¢ -val.

Az els6 1épésben vilasszuk g, =a,-et. A kovetkezd vektort készitsiik ugy, hogy az a, vektort

szimmetrikus - vagy mds szohaszndlattal - ortogondlis vetitéssel ortogonalizaljuk g, -re:
T
[I—qlTiJaz:qz. 6.1)
4
Beszorzdssal ¢{ g, =0. A kovetkez$ vektort gy készitjiik, hogy az a; vektort g, és g,-re

(I 9292 ][1 h% ] a5 =gs. 6.2)
%4 a4

Ismét beszorzdssal ellendrizve kapjuk, hogy ¢, L g; és g, 1 g;. A tovdbbiakban vezessiik be az i -
edik ortogondlis vektorhoz a

ortogonalizéljuk:

P=I- qlq’ (6.3)
a; 4;

vetitomatrixot. Latjuk, ha ezzel a madtrixszal barmely vektorra szorzunk, eredményiil a ¢; vektorra
ortogondlis vektorhoz jutunk.

Az i+1-edik ortogondlis vektort a kovetkezd vetitések sorozatdval kapjuk az a,,; vektorbdl:
BBy Ry =g - (6.4)

Vegyiik észre, a vetitdmatrixok a szorzatban tetszOleges sorrendben irhaték a benniik szerepld
vektorok ortogonalitdsa miatt. Fenndll az 6sszefliggés:

3371H ZH[I QJqJ } I — Zq]q] (65)

j=1 434, =y

aminek az igazoldsat egy feladatra hagyjuk. Ez mutatja, hogy numerikusan kétféle lehet6ség van az
ortogonalizdldsra. Az egyik, amikor a fenti Osszefiiggésben a szummads alakot hasznéljuk. Ekkor

minden q; vektoraz a,, vektorral szorzédik €s (6.4), (6.5) dsszevetésébdl kapjuk:

: T
L qq;d; q q 1

9iv1 =iy _2%’ = =gt ZL’ (6.6)
=t 454 J=1 q; qj

azaz minden a_, vektor az ortogondlis vektorok segitségével elddllithatd, ahol a kifejtési egyiitthatok

i+l
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T
q;a;,
Tiin =—7 - (6.7)
q;4;
Ha (6.4)-ben a matrixszorzatot alkalmazzuk, akkor a kovetkezd vektor-sorozatot készitjiik:
4 =0y, =Rz s 20 = P2 @ = 50
A vetitOmatrixok kifrasaval ekkor az
T
9; %,
Tl =—7 (6.8)
q;9;

eldallitasra jutunk.

A szumméds alakot nevezziik a klasszikus Gram-Schmidt (G-S) ortogonalizdcionak, a szorzatmatrixos
valtozatot pedig mddositott Gram-Schmidt ortogonalizdcionak. Ake Bjorck a numerikus tulajdonsdgok
vizsgélata sordn kimutatta, hogy a médositott G-S mddszer jobb hibatulajdonsidgokkal rendelkezik.
Ujabb eredmények szerint mindkét médszer egyforman j6, ha minden ortogonalizacids 1épést kétszer
hatjunk végre. Ekkor a kapott normdlt vektorok ortogonalitdsa kozel gépi pontossdggal teljesiil.

6.1.1 Feladatok

e [gazoljuk a (6.5) formulat!

® Mutassuk meg, hogy a (6.7) €s (6.8) formulaval adott r,,,, megegyezik!

® Gytjtsiik az ortogondlis vektorokat a O =[q,q,...q;] matrixba. Vezessiik le, hogy PP_,...F =
-1
=1-0(0"0) 0"

e Legyen Ae R™", ahol A oszlopai linedrisan fiiggetlenek. Ellendrizziik, hogy —A(ATA)i1 A"

szintén vetitdmatrix és egy vektorra alkalmazva az eredmény olyan vektor lesz, amely A 0Osszes
oszlopéra ortogondlis.

6.2. Tétel, QR-felbontas

Legyen Ae R™" ahol A oszlopai linedrisan fiiggetlenek. Ekkor A mindig felirhat6
A=OR (6.9)

alakban, ahol Q oszlopai egymdasra ortogondlis vektorok és R felsé haromszog matrix. Q és R
oszlopai az elsdvel kezdve rekurzivan felépithetok.
Bizonyitds. Sziikséges n < m, kiillonben nem lehetnének A oszlopai linedrisan fiiggetlenek. Fogjuk fel
az A matrixot gy, mint ami az a,,q,,...,a, oszlopvektorokbdl van dsszedllitva és alkalmazzuk az
eldz06 szakaszban megismert G-S ortogonalizaciét! Ekkor (6.6) és (6.7) dszevetésébdl kapjuk:

i+l

iy = zq/'rj,iﬂ’ ahol 7,4 =1.

j=1
Az A=|a,,a,,...,a,], O=lq,.q,,...,q,] matrixokkal ez pedig nem mds, mint a (6.9) elddllitds, ahol
R=[r;]. A G-S ortogonalizdcioban az r;, i>j elemek nem voltak definidlva. Nincs is rdjuk

sziikség, igy ezeket az elemeket zérusnak valasztva (6.9) pontosan teljesiil. =



6.2.1 Feladatok

® A G-S ortogonalizaciondl kidolgozhaté az a véltozat, amikor a g i vektorok normaltak, Hq ; “2 =1.

Irjuk 4t a formulakat erre az esetre!

e Legyen D=Q"Q, ezzel Q=0D™"'* oszlopvektorai normaltak. (6.9)-ben legyen A=QR . Adjuk

meg R -et matrixos alakban és a normalt ortogondlis vektorok segitségével fejezziik ki r; -t

e A 3.12 gyakorlatban lattuk, hogy minden x vektor egy oe, vektorba vihetd tiikrozéssel, ahol

|0'| =||x||2 . Ha egy ilyen tiikr6zést alkalmazunk A elsd oszlopara, akkor a QR -felbontis az els6

oszlopra megvaldsult: R, =1—2vv, /v/v, ortogondlis matrix, ahol v=x—0e, és A=R,(RA).

Hogyan folytassuk a tiikrozéseket, hogy egy OR -felbontdshoz jussunk?

e Ha rendelkezésiinkre all A egy OR -felbontdsa, hogyan oldjunk meg egy Ax=»> egyenlet-

rendszert?

6.3. Példa QR-felbontasra

Elkészitjiik az

b
Il
N = N =

—_ =

-1

N z[al a, a3]

1

mdtrixra a QR -felbontds nemnormalt valtozatit. Induldskor ¢, =a, és g ¢, =10. A kovetkezd

vektorhoz ¢/ a, =6 és

%T% =

25

T 44

2 T

észrevesszik: g, q, = (a
111

T
qlTj[az — 4,
q

1 1 2
1 62| 1|1
1] 10)1] 5] 2
1 2 -1

—=§, ezt az eredményt eldallithatjuk a kapott g, vektorbdl, de ugy is szamithatjuk, hogy

(%Taz )2 _
CI1T%

— ﬁ = % A harmadik vektor

10

q, 4,

T

. _
T =a,a,
q, 9,

eléllitdsahoz ¢ a, =5 és q.a, =—2, ezekkel a harmadik vektor és a QR -felbontds:

-1 1 2 1
T T
q,a q,a 30 1|12 251 1|2
4 =a;— 4, 173_ 2 §3_ -5 =5 ’
q, 9, 49, |—2| 2|1 2-5|2 2| -1
1 2 -1 -2
1 2/5 1/2 2
1 3/5 1/2 1 3/5 1/2
2 -1/5 1 -1
A= =5 |= 0 1/5 -1
1 2/5 -1/2 1 2 -1
1 0o 0 1/2
2 -1/5 -1 2 -1 -
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6.3.1 Feladat
2 6 5
Készitsiik el a kovetkezd matrix QR -felbontdsat: | -1 —4 1
-1 2 -3
6.4. Az Arnoldi-modszer
Ez a Krilov-bdzis vektorainak G-S ortogonalizdcidja. A Krilov-bdzis vektorai x,Ax,A’x,..., ahol

x#0, egyébként tetszbleges induléd vektor. Az Arnoldi-mdédszernél ennek alapjan ¢, =x/ ||x||2, a
kovetkezd vektor Ag, és ezt g,-re g,-re ortogonalizdlva kapjuk g, -t. Altaliban q.,, -et ugy kapjuk,
hogy az Ag; vektort ortogonalizdljuk a meglévé g; vektorokra és az eredményt normaljuk. Beléthato,
hogy az igy nyert g, vektorok ugyanazt az alteret feszitik ki, mint a Krilov-bdzis vektorai. A

modszerrel a kovetkezd OR -felbontdashoz jutunk:

[ql Aq, Ag, ... qu‘]z[% q --- qi+1]R’ (6.10)

ahol R fels6 haromszogmatrix. Ebbdl a sémédbdl szokds elhagyni bal oldalon az els6 vektort, g,-et. Ez
azt jelenti, hogy a jobb oldalon R els6 oszlopdt is elhagyjuk. S6t, hogy R helyén négyzetes matrix
maradjon, az utols6 sordt is elhagyjuk. Jeloljik a maradék matrixot H -val. Ekkor a g; vektorokbdl

matrixot képezve a
Q:[ql 4 - qz‘]’ AQ:QH+hi+1,iqi+leiT (6.11)

Osszefiiggésre jutunk, ahol H un. felsé Hessenberg-féle matrix. E matrixok kozeliek a felsd
haromszogmatrixokhoz, azzal a kiillonbséggel, hogy a f64tl alatti elemek sem zérusok. A rendszert
jobbrdl az e, vektorral szorozva kapunk rekurziét g,,, szamitdséra:

Ag; = Zlhﬁqj' + 1y G hji = q]T'A% ’ (6.12)
=

ah

i1 =0, akkor a rekurzid

elemet abbdl a feltételbdl hatdrozhatjuk meg, hogy ¢,,, normalt. Ha #,

i+1,i

megdll és i <n esetén Q oszlopai A egy invaridns alterét feszitik ki.

6.4.1 Feladat

1. Legyen az x kezdOvektor A hdrom sajatvektoranak az Osszege. Hany 1épés utdn all le az Arnoldi-
modszer?



7. Az algebrai sajatértékfeladat

Eszerint keresend6 egy (A, y,x) hdarmas, amelyre teljesiil
Ax = Ax, y'A=Ay", (7.1)

ahol 4 az Ae R™" matrix sajdtértéke, x a jobboldali és y a baloldali sajdtvektor. A sajatértékek a
|/11 —A| karakterisztikus polinom gyokei és a sajatértékhelyeken Al — A szinguldris. A determindns
alakbdl lathatd, hogy a matrix hasonldsdgi transzformdltjanak karaketerisztikus polinomja ugyanaz:
Al =7 AS| =|$7 (A1 - A)S| =|S7'|| 41 - A||S|=|AI - 4], tehat a hasonlésdgi transzformicié a
sajatértékeket helyben hagyja.

A matrixot 4ltaldban valdsnak tekintjiik. De mivel valds matrixnak is lehetnek komplex sajatértékei és
sajatvektorai, emiatt sokszor a komplex esetre is gondolni kell.

7.1. Néhany tulajdonsag

Az aldbbiakban felidéziink néhdny a sajatértékfeladattal kapcsolatos ismeretet.

7.1.1 Legalabb 1 sajatpar létezése
Minden A, sajatértékhez tartozik legaldbb egy jobb- és baloldali sajatvektor.

Mert 41— A és AI— A" magtere legaldbb 1-dimenzi6s (ui. nemcsak a null-vektorbdl 4ll). m
7.1.2 Linearis fliggetlenség

Kiilonboz6 sajatértékekhez tartoz6 sajatvektorok linedrisan fiiggetlenek.

Ennek a bizonyitdsa indirekt médon torténhet. Feltessziik két kiilonbozd sajatértékhez tartozé
sajatvektorrdl, hogy linedrisan Osszefiiggdk. Ekkor ellentmonddsra jutunk, mert két vektor ugy lehet
linerarisan 6sszefiiggd, hogy egyirdnydak, ekkor viszont nem lehetnek a sajatértékek kiilonbozok. m

7.1.3 Kilénb6z6 sajaértékhez tartozo6 bal és jobb sajatvektorok ortogonalitasa

Legyen v, a A sajatértékhez tartozé bal sajatvektor, u j pedig a /11- sajatértékhez tartozé jobb

sajatvektor, i # j . Ekkor vl-Tuj =0.
Bizonyitds. Tekintsiik a kovetkezd kifejezést: viT Au; = /11VIT u; = ﬂjviT u;, ahol az egyik esetben a bal, a

mésik esetben pedig a jobb sajatvektor tulajdonsdgot alkalmaztuk. Kapjuk, hogy (4, —ﬂj)v,-T u;=0,s
ebbdl kovetkezik az allitas, mert A, # /11- .

7.1.4 Koévetkezmény

Ha minden sajatérték kiilonbozd, akkor a sajdtvektorokat egy X =[xx,...x,] é Y =[y,y,...y,]

n

matrixba rendezve kapjuk:
AX =XA, Y'A=AY". (7.2)

A linedris fiiggetlenség miatt X és Y invertdlhatok, igy X 'AX =A=Y"AY™", ahol a transzponalt
inverzét jelsltik —7 -vel. Irhatjuk: Y" =D7'X', ahol D egy nemszinguldris diagondlmatrix és



6 Hegediis: Numerikus Analizis

szerepe csupdn annyi, hogy az y, vektorok hosszat skdldzza. Tehat az éltalanossdg megszoritdsa

nélkiil vehetjiik: Y" = X', a sajdtvektorok sajét-altereket adnak, a vektorok hossza tetsz8leges. A
kapott alak mutatja, hogy ekkor a matrix hasonldsdgi transzformdciéval diagonalizdlhato.

7.1.5 Schur tétele

Minden négyzetes matrix unitér hasonldsagi transzformécidval felsd haromszog alakra hozhatd.
Bizonyitds. Jeldlje R(u)=1—-2uu" /u”u a Householder tiikrzé matrixot. Legyen x# e, egy normalt
sajatvektor, ||x|| , =1, amelyet skdlazzunk gy, hogy az els6 eleme valds, nempozitiv szam legyen. (Ezt
mindig elérhetjiik, ha a vektort a nemzérus —x,; / |x1| szdmmal beszorozzuk.) Ekkor R(x—e )e, =x €s
R(x—e¢)x=e¢, . Feltéve, hogy Ax=Ax teljesiil,

R(x—e¢)AR(x—¢)e, =R(x—¢)Ax=R(x—e)Ax=Ae,.

Mivel R(x—e,) involutérius (azaz megegyezik az inverzével), hasonldsagi transzformaciot végeztiink,
ahol az els6 oszlopvektor az e, vektor A-szorosdba ment 4t, amivel a fels¢ hdromszog alak az elsé

sorban és oszlopban el6dllt. Az eljarast folytatva az eggyel kisebb méretli jobb alsé blokkokra, végiil a
kivént alakra jutunk. m

Megjegyzés. Ha x=e,, akkor A elsd oszlopa mar Ae, alakid. A felsé haromszog-alakra hozds egy

1épése egyben defldcios mddszer, mert olyan 1-gyel kisebb méretli matrixot kapunk a jobb alsé
sarokban, amelynek a sajtértékei a megtalalt A -t kivéve megegyeznek a kiindulé métrixéval.

A Schur-tétel segitségével tovabbi fontos tulajdonsagok lathatdk be.

7.1.6 Tétel, diagonalizalhatésag unitér hasonldsagi transzformacioval
Az A matrix normdlis < A unitér hasonldsagi transzformdciéval diagonalizdlhatd.
Bizonyitds. Ae C™" normdlis, ha teljesiil AA” = A"A, " a transzpondlt konjugéltat jelsli.
& : Tth Legyen A=UAU" ,innen AA” =UAU"UAU" =UAAU" =UAU"UAU" = A" A.
= : Ha A normadlis, akkor barmely unitér hasonldsdgi transzformaltja is az. Legyen a Schur-tétel
alapjan B=U" AU fels6 hdromszogmétrix, ekkor BB” = B" B . Ennek az 1,1-index{i eleme:
2

n
2 2 2
T ppH  _ || pH T pH _ _
e, BB 31—HB 61“2 Z‘blj‘ =, B Bel—||Bel||2—|bn| ,
j=1

azaz B els6 sordnak kettes normdja megegyezik az elsd oszlopéval. Ez csak ugy lehetséges, ha
b; =0, j=2,...,n. Az eljrast folytatva az eggyel kisebb méretii jobb als6 blokkal, minden sorra azt

kapjuk, hogy csak féatlbeli elem lehet nemzérus. m
A tétel kovetkezménye, hogy a valds szimmetrikus maétrixok ortogondlis, az hermitikus maétrixok
pedig unitér hasonlésdgi transzformacidval diagonalizdlhatok. E matrixok sajatértékei mindig valdsak.

7.1.7 Tétel

Az egyszeres sajatértékhez tartozd y bal- és x jobboldali sajatvektorok skalaris szorzata nemzérus:
yix#0.

Hozzuk a métrixot unitér hasonlésagi transzformaciéval felsé hdromszog alakra: B=U" AU . Ekkor a
sajatvektorok atmennek az y—>U"y és x—U"x vektorokba, ahonnan lithat6, hogy skaldris
szorzatuk nem véltozik meg. Az 4ltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy



A b
B=
0 C
alakd, ahol A az x és y vektorhoz tartozé sajatérték. A transzformdlds utdn x dtment e, -be, a bal

oldali vektor pedig legyen y"U = [7_7 vy ] . Ha ezzel balrél szorozzuk B -t , akkor

_ A b . _
(7 yé"][o C}{nﬂ gt +yicl=a[7 ¥,
ahonnan 77b" + yY'C = Ay . Haitt 77 = y" x zérus volna, akkor a jobb alsé C blokknak A sajétértéke
volna. Ez ellentmondana annak, hogy A egyszeres sajitérték. m

7.1.8 Jordan-blokkok
A

Jw=| # e (7.3)

U

alaku maétrixot Jordan-blokknak nevezziik. Ez a hasonl6sagi transzformdciéval nem diagonalizdlhat6
matrixok prototipusa. Ranézésre lathatd, hogy a karakterisztikus polinomja |/lI -J (,u)| =(A-w)",
tehat A= k -szoros gyok. A sajatértékhelyen a karakterisztikus matrix rangvesztése csak 1, mert a
bal als6 sarokelemhez tartozé aldetermindns éppen az atl6 feletti —1-esek szorzata lesz, igy a rang
csak eggyel csokken. Kovetkezésképp 1 jobb és baloldali sajdtvektor van, e, és ¢/ , amelyek skaldris
szorzata 0, ha k>1.

A sajatérték karakterisztikus polinombeli multiplicitdsit algebrai multiplicitdsnak, m, nevezzik. A

sajatértékhez tartoz6 sajitvektorok dltal kifeszitett altér dimenzidja pedig a sajatérték geometriai
multiplicitdasa, m,. A fenti Jordan-blokkndl m, =k és m; =1.

Bizonyitas nélkiill megemlitjiik, hogy 4ltaldban a matrixok hasonldsagi transzformaciéval Jordan-féle
kanonikus alakra hozhatok, ahol minden sajatértékhez egy vagy tobb Jordan-blokk tartozik, amelyek a
féatlé mentén helyezkednek el. Lehetséges 1x1 -es Jordan-blokk, az egyszeres sajatértékeknek példaul
ez van. Konnyen belathat6, hogy a sajatértékhelyen a karakterisztikus matrix rangvesztése egyenld
mg-vel, ami a sajatértékhez tartozé Jordan-blokkok szdma, a sajatérték algebrai multiplicitdsa m,

viszont egyenld a hozzétartozé Jordan-blokkokban 1évo atléelemek szamdval.

7.1.9 Feladatok

1. Legyen A olyan felsd Hessenberg matrix, amelynek minden atl6 alatti eleme nemzérus. Mutassuk
meg, hogy ennek a métrixnak minden sajitértékéhez csak 1 Jordan-blokk tartozhat.

2. Mutassuk meg, ha A sajatértékei a A -k, akkor A™' sajtértékei 1/ 4 -k.

7.2. A sajatértékek lokalizacioja

Mivel még valés matrixoknak is lehetnek komplex sajatértékei, emiatt a komplex sikon kell megadni
olyan tartomdnyokat, ahol a sajitértékek lehetnek. Egy ilyen becsléssel mar megismerkedtiink a
normdkkal foglalkoz6 2.8 szakaszban, mely szerint a spektrdl sugdr nem nagyobb, mint a métrix
valamely indukélt normdja. Igy egyik sajatérték sem lehet nagyobb abszoliit értékben, mint példaul

||A||1 vagy ||A||m . Ennél pontosabb becslést tesz lehetdvé
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7.2.1 Gersgorin tétele

Legyen az i-edik K, Gersgorin-kor kozéppontja a,, sugara pedig r, = “eiT (A-a,l )H , ami nem md4s,

i

mint a matrixban az i -edik sorelemek abszolit 6sszege a diagondlelem kivételével. A tétel szerint az
A miatrix sajatértékei a Gersgorin-korok egyesitett halmazdban vannak.

Bizonyitds. Tekintsik az Ax=Ax egyenlet i-edik sordt, ahol x sajatvektor, A a hozzétartozé

Xi

. . n a;x; n
sajatérték, és |x,-|:||x||w. Kissé atrendezve: A—a,; = Z —~2 " ahonnan |/1—aii|£ Z
j=ljzi Xi J=Lj#

n
< z ‘aij‘ = r;. Minden sajatértékre felirhatunk egy ilyen Osszefiiggést, ez adja az allitdst. m
j=1, j#i

7.2.2 Masodik tétel

Ha a Gersgorin koroknek vannak diszjunkt részhalmazai, akkor minden ilyen részhalmazban annyi
sajatérték talalhat, amennyi a hozza tartozé Gersgorin korok szdma.

Bizonyitds. Fel kell haszndlnunk azt az itt nem bizonyitott eredményt, hogy a madtrix sajdtértékei a
mdtrixelemek folytonos fiiggvényei. Bontsuk a matrixot két részre, és képezziik az A(€) =D + €A
matrixot, ahol D a f64tl6t tartalmazé diagondlmdtrix, A, pedig a nemdiagondlis rész. Ha most £=0,

akkor minden kor sugara zérus. Ha £ 1-hez tart, akkor minden sajatérték kifuthat a kézéppontbdl, de a
folytonossdg miatt nem ugorhat at egy masik — a sajatjatol diszjunkt korhalmazba. m

7.2.3 Példa

A Gersgorin-tétel alkalmazdsdt kombindlhatjuk diagondlmatrixszal készitett hasonldsagi
transzformacidval. Ezzel véltoztatni tudjuk a korok sugardt, és egyszeriien készithetiink a célnak
megfeleld becslést. Példaul mutassuk meg, hogy a

A=

p— e OO
NS )}
W = W

matrixnak nincs zérus sajatértéke!

Az els6é Gersgorin kor kézéppontja 8, sugara szintén 8, igy ez a kor tartalmazza a zérust. A tobbi kor
nem. Alkalmazzuk a D™'AD hasonlésdgi transzforméciét, ahol D =diag(2 1 1):

8 5/2 3/2
D'AD=|2 4 1
2 2 5

ezzel a kivant célt elértiikk, mert az elsé kor sugara 4-re csokkent és a masik két kor tovabbra sem
tartalmazza a zérust. Figyeljik meg, milyen sor és oszlopban lesz véltozds, ha az alkalmazott
diagondlmdtrixban csak egy elem kiilénbozik 1-t41!

7.2.4 Feladatok

Bizonyitsuk be:
1. A matrix fé4tl6-domindns, ha a Gersgorin korok nem tartalmazzak a zérust.
2. A f6atl6-domindns matrixok invertdlhatok, mert nincs zérus sajatértékiik.

3. Az i-és j-edik sorok és oszlopok cseréje a diagonal-dominancidt nem véltoztatja meg.



4. A matrix rangja legalabb akkora, mint azon Gersgorin korok szdma, amelyek nem tartalmazzédk a
zérust.

5. A baloldali sajatvektorok segitségével is készithetiink Gersgorin-koroket a matrix oszlopai szerint.

6. Dontsiik el Gersgorin tétele és diagondlmatrix hasonldésagi transzformacié segitségével, hogy A

7 6 3
invertalhaté-e: A=|1 5 1
4 -2 6

7.3. A karakterisztikus polinom szamitasa
Tekintsiik az un. Frobenius-féle kiséré mdtrixot:

[0 0 ... 0 -q,

1 0 ... 0 =—q
F= - o (7.4)
.0 -—a

1 —a,_, |

n—2

Az utolsé oszlopa mentén kifejtve igazolhaté, hogy det(Al—F)=21" +z:; aA' . Eszerint a

karakterisztikus polinom egyiitthatéinak eldéllitdsa konnyl, ha van valamilyen hasonlésagi
transzformdcid, ami az A maétrixot ilyen alakra hozza. Danyiljevszkij 6telete szerint ez megvaldsithatéd
a Gauss-Jordan médszernél megismert egyszerii transzformacidés matrixszal, ha a matrix els6é oszlopat

nem e,-be, hanem e, -be vissziik. Legyen tehdt az els§ transzforméciés matrix 7, =1+ (Ae, —e,)e, ,
A, =T, AT, és ekkor a hasonlésdgi transzformdcié eredményeként az elsé oszlop e, lesz:
_ (Ae, —e,)el (Ae, —e,)el
e =T 'ATe, =|  ——1—="2 |A(I +(A¢, —e))e, Je, =| | ———272 |Ae, =e,.
=l A ( e, Ae, ( e e, Ae, b
Altaldban a k -adik 1épésben T, = +(A.e, —e,,,)el,,, és a kordbbi oszlopvektorok sem romlanak el,
mert az elobbihez hasonléan kapjuk:

(1 _ (A, — ek+l)ekT+l

ol Ae ]Ak (1 +(Ae, —e.)eg, )el =e,, [<k.

Egy transzformaciés 1épés végrehajthatésdganak feltétele, hogy a diagondlelem alatti elem legyen
z€rustdl kiilonb6zd. Ha nem igy volna, sor-cserével mozgassunk egy 4tlé alatti nemzérus elemet az
atléelem ala és hajtsuk végre a hasonlé oszlopok cseréjét is a hasonlésagi transzformicié megdrzése
végett. Az algoritmus n —1-edik 1épésében a (7.4) alakhoz jutunk.
Ha a matrix hdromatl6ju, a karakterisztikus polinom egyszerii rekurzidval szimolhaté. Példaul a
A-d, -

-a, A-d,

- _Cn—l

—a,, A-d,

n—1
determindns rekurzidja

piﬂ(/l) = (ﬂ - d,-+1)l7,- (ﬂ) —a,Cp;, (/1)’ Po = 1’ P = A= dl ’ (75)
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ahol p,(A) a bal felsé i-edrendii blokk determindnsa. Az i+1-edrendli determindnst az i+1-edik

oszlop szerinti kifejtéssel kapjuk és az eredmény a kapott rekurzi6. A rekurziéval a polinom
helyettesitési értékét is konnyen szdmolhatjuk.

A rekurziét meg lehet csindlni a fels6 Hessenberg-mdtrix karakterisztikus polinomjdra is. Legyen
példaul p, =1 és alulrdl felfelé oldjuk meg a kdvetkezd egyenletrendszert:

A-2 1 3| | P

2 A+1 2 |p,|=| 0
0 2 A-1]|p 0

Az utolsé sorbdl p,(1)=(1-1)/2 , a masodik sorbdl pedig 2p,(A)+(A+1)p,(4)+2=0, ahonnan
p, kifejezhetd. Ezekkel az els sor adja p(A) kifejezését. A matrix determindnsa akkor lesz zérus, ha
p(A) zérus, tehat p(A) gyokei megegyeznek a métrix sajatértékeivel. Figyeljik meg, p(4)=0
esetén p,(4), p,(A), p,(A) a A sajatértékhez tartozé sajatvektor elemei.

7.3.1 Feladat

2
1 R cri s 2 . + —
Igazoljuk, hogy a 2x2-es A matrix sajatértékei: 4, = D 2a22 i\/(a” 2a22j +a,a,, .

7.4. Tétel

Minden matrix unitér hasonl6sagi transzformacidval felsé Hessenberg-alakra hozhato6.

Bizonyitds. Az elsé 1épésben legyen u, =(A—eel Ae,, "”1”2 =|O'1|, tehat A elsd oszlopdbdl az
atléelemet elhagyjuk. A hasonldsagi transzformdiciot az R(u, —o,e,) tiikkrozd madtrixszal végezziik,
ahol a kivondsi jegyveszteség elkeriilése érdekében o, eldjelét aszerint vélasztjuk, hogy u, /o,
masodik elemének valds része legyen negativ. Ekkor R(u, —0,e,)A az elsd oszlopot a, e, +0,e,-be
viszi, (az els6 elem véltozatlan az elsé oszlopvektor mdsodik elemmel kezd6dd részét pedig o,e,-be
titkroztiik). Ugyanezzel a tiikr6z6 matrixszal jobbrdl szorozva az elsé oszlop mér nem fog valtozni,
mert R(u, —0,e,) elsd sora és oszlopa e/ és e. Ezzel A, =R(u, —0,e,)AR(u, — 0,e,) €lsd oszlopa
mutatja a Hessenberg-alakot. A kdvetkezd 1épésben az imént latottakat alkalmazzuk A, eggyel kisebb
méretl jobb alsé blokkjara. Az eljarast folytatva végiil a kivant teljes Hessenberg-alakra jutunk. m

7.5. Iteracios modszerek

7.5.1 A hatvanyiteracio
A médszer azon az észrevételen alapul, hogy k novekedésével A*x,-ben a legnagyobb sajdtértékhez
tartoz6 komponens fog felerdsddni. A konvergenciara kimondhatjuk a kdvetkezd tételt:

Tegyiik fel A n-edrendii valds vagy komplex matrix és a sajatértékeire teljesiil

|4]> |4 2|4 =...2|4,].

Tovéabba a matrix egyszerll struktirdji, azaz annyi sajitvektora van, mint a matrix rendje. Ekkor a

spektralfelbontds A = z; Au,v, , ahol v, ,u, abal és jobb sajdtvektorok és kifejthetd a sajatvektorok

. n
szerint: x, = Zk*lakuk . Ekkor
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limLAmx0 =au, (7.6)

m—o A

n
Bizonyitds. A modszer szerint képezzik az x, = Ax,_, =2akﬂ,i"uk vektorokat és innen kapjuk
k=1

A"x, 2 : . .
/11—"1(’:205,( (f} u,. Az m— o hatiratmenette]l kapjuk az allitdst, mivel a tobbi sajatvektor
k=1

szorz6ja zérushoz tart. m

Latjuk, a konvergencia gyorsasidgat o, #0 esetén lényegében a A, /A, hanyados szabja meg. Az

algoritmus:
m=12,...—re:
ym+1 = A'xm 4
— ym+1
m+l T .
| ym+1 |

A normdnak célszerli példaul a végtelen normadt vélasztani. A sajatérték a

T T

ﬂ'l(m) — X Y1 — xmAxm
T T

XonXom XonXom

kifejezéssel becsiilhetd. A hatvidnymoddszerrel a spektrum (= a matrix sajatértékeinek Osszessége)
sz€lein 1évé egyszeres sajatértékeket kereshetjiik sikerrel. Az inverz hatdnyiterdcioval azonban
kereshetjiik a spektrum belsejében elhelyezkedo sajatértékeket is. Ekkor az iterdcio egy 1épésében az

xm+1 = (2'1 - A)ilxm

vektort szamitjuk. A (A —A)"' matrix sajatértékei 1/(A=4,), k=1,...,k, innen ldthaté: ez is
hatvanyiteracié, ami a A paraméter értékéhez legkozelebb esé sajatértékhez és a hozzatartozo
sajatvektorhoz fog tartani.

A sajatprobléma megolddsdra az egyik legjobb moédszer a QR -moddszer. Ekkor elkészitjiik az
A=Q,R, OR -felbontést és a kdvetkezd matrix A, = R0, =0/ AQ, , tehit egy ortogonlis hasonlésagi
transzformacié eredménye. A k -edik lépésben A =R, O, ,. Megmutathaté, hogy amennyiben a
matrix egyszerl struktirdju és a sajatvektorok matrixdnak van LU -felbontdsa, akkor a QR -mddszer

egy fels6 haromszogmatrixhoz konvergdl. A konvergencia még gyorsithaté, ha a felbontdsokat
kombindljuk egy xI mdtrixszal vald eltoldssal is, ahol x a sajatérték egy becslése. Ekkor a QR -

modszer konvergencia-sebessége masodrendil, szimmetrikus matrixoknal harmadrendii lesz.

7.6. A sajatertékfeladattal kapcsolatos egyenlétlenségek

A Gersgorin-korok ismertetése sordn mar megismerkedtiink ilyen oOsszefiiggésekkel. Itt folytatjuk a
vizsgdlatainkat. Arra vagyunk kivdncsiak, hogyha van egy kozelit6 (A,u) sajatparunk, mit

mondhatunk a joésidganak jellemzésére. Egy masik feladat, hogyha a matrixelemeket kissé
megvéltoztatjuk (— perturbdljuk), hogyan véltozik meg a sajatpar?

A kovetkezd jeliléseket alkalmazzuk: M = n}%x|/1l.(A)|, m= n(1_i)n|/1l.(A)| és feltessziik, hogy a matrix
invertalhat6. Mindig indukalt matrixnormat hasznalunk.

A spektralsugdar és az indukdlt normak Osszefiiggésébdl mar ismerjitk: M < ||A||, 1/m< “A’IH , a kettd

0sszeszorzasabol:



12 Hegediis: Numerikus Analizis

M < cond(a)= laj|a™]. (7.7)
m

Ez jelzi szamunkra, hogyha abszoliit értékben a legnagyobb és legkisebb sajatérték hanyadosa nagy,
akkor a matrix kondiciészama nagy.

7.6.1 Lemma

Legyen D =diag(d,,...,d,) diagondlmatrix, ekkor ||D||p = n%%x|d,.|, 1< p<oo,

Bizonyitds. Legyen |a’k| > |dl.| minden i -re. Az indukdlt norma definiciét alkalmazva
|P

Zn d;x; =|d|Ps Z | /d|
xi|p k (X) Z,_1|xz’|

mert a nevez0 nagyobb a szdmlalondl, ha van olyan nemzérus x, elem, amelyre |di /d k| <l. m

Dl = sup

e ol

i=1

7.6.2 Tétel, sajatpar j6saga

Legyen A egyszerii szerkezeti: AU =UA, ahol U a sajatvektorok matrixa és A a sajatvektorokat
tartalmazé diagondlmadtrix, tovabba (4, x) a sajatpér egy kozelitése. Ekkor az r = Ax — Ax jeloléssel

mln|/1 /1| ” " cond(U) || . || p-norma . (7.8)

Bizonyitds. Ha A, = A valamely i -re, akkor az allitds igaz. Tegyiik fel, 4 # A, ezzel A— Al invertdl-

haté: x= (A - Al )71 r=U (A - Al )71 U~'r. A normékra 4ttérve és az el6z6 lemmat alkalmazva

o s =22,
mln|/7, /1|

A kapott egyenlStlenséget rendezve kapjuk a allitast. m

7.6.3 Kovetkezmény

Hermitikus madtrixokra U unitér, emiatt cond,(U)=1 és n(1_i)n|/1i—/1|£||r||2/||x||2, ami nagyon
egyszertien szdmolhatd.

7.6.4 Tétel, alsé becslés cond(U)-ra

Ha A egyszeri szerkezeti és invertdlhatd,

4] S cond(A)
., Scond), HA Hm <cond(U), ond(A) <cond(U) (7.9)

Bizonyitds. A harmadik 0sszefiiggés az elsd kettd 0sszeszorzdsdval adédik. Az els6 egyenlGtlenség az
A=UAU"" normjét képezve adédik, a masodik pedig az A~ =UA"'U™" kifejezésbol. m

7.6.5 Feladatok
Mutassuk meg, hogy
[v]<[[av]/m.
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2 sl
3. cond(U)<cond(AU)cond(A) .

7.6.6 Tétel, (Bauer, Fike)

Legyen A egyszeri szerkezetli és E egy ugyanolyan méretli matrix. Ha u az A+ Ee C"™ egy
sajatértéke és AU =U A , akkor

min| 4, — 4| <|[E] cond , ). (7.10)
Bizonyitds. Tegyiik fel u¢ {4(A)}, mert kiilonben igaz az llitds. Mivel u sajatérték, kovetkezik,
hogy U (A+E—ul)U =A-ul+U™" EU szinguldris, ahonnan étrendezéssel I + (A — ul )71 U EU
adddik. Ez az utébbi matrix pedig csak akkor lehet szinguldris, ha (A — ul )_1 U™ EU -nek van egy 1
abszolit értékii sajdtértéke, amibsl 1<|(A-ul) U EUHP <|(a-pry” HP |E], cond, ). Ezt

rendezve kapjuk az allitast. m

7.6.7 Tétel, inverz perturbacio

H
Legyen (A4,x) egy kozelité sajatpar, r = Ax— Ax . Ekkor az E:—”rxT, ||E||2 = ||||r||||p , p=2,F (Fa
X 2 X P
Frobenius-norma) matrixszal a (4,x) sajatpar az
(A+E)x=Ax (7.11)

egyenlet pontos megoldésa.

H

. Py rx
Bizonyitds. [A— —

jx:Ax—r:ﬂx. n
x"x

Példaul, ha ||r||2 /||x||2 ~107, a madtrix elemei 1 koriiliek, akkor (A,x) pontos megolddsa egy

matrixnak, ami A-t6l csak a kilencedik jegyében kiilonbozik. Ha A-t csak 7 jegyre ismerjiik, akkor
nincs érteleme tovabb folytatni az iteraciét.

7.6.8 Tétel, egyszeres sajatérték perturbacidja

Legyen (A4,x,y) egy A-hoz tartozé sajatharmas, ahol A egyszeres sajatérték. Az A+ E matrix
sajatértékének megvaltozasa els6 rendben

y" Ex

A=A+ e +O(E[}) (7.12)
és
[1-4< %”E”2 +O(|E[D) - (7.13)

Bizonyitds. A masodik Osszefiiggés az els0 kovetkezménye, ha normdkra tériink 4t. Az elsd
bizonyitdsahoz legyen a sajatérték megvaltozdsa i, a sajatvektoré pedig h:

(A+E)(x+h)=(A+u)(x+h).
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Feltessziik, hogy E — 0 esetén ¢ — 0 és h — 0. Beszorzas utdn a mdsodrendl tagokat hagyjuk el:
Ah+Ex=Ah+ ux.
Szorozzuk ezt a kifejezést balrél az y' sajdtvektorral, ekkor mindkét oldalon az elsé vektorok is
kiesnek és az els6 bizonyitand6 dsszefiiggéshez adédik
y" Ex

T .

y Xx

(7.14)

Itt a nevezd nem lehet zérus a 7.1.7 Tétel miatt. (7.13)-ban ||E||2 szorzdja nem mds, mint az x és y

vektorokndl a bezdrt szog koszinuszdnak reciproka: sec Z(x,y) = ||x|| 5 ||y|| ! ‘ yTx‘ . Szokas ezt az értéket

a A sajdtérték kondicidszamdnak nevezni. m
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8. A legkisebb négyzetek modszere

8.1. Egy illesztesi feladat.

Gyakran taldlkozhatunk a kovetkezd feladattal: adottak a (ti,yi), i=0,,...,n pontok, ahol a f,
helyhez tartoz6 y, értéket valamely merésbdl kapjuk. A mért fiiggvényértékeket hiba terheli. Az

eld4llé pontsorozatot — vagy annak egy részét - szeretnénk

egy f(1)= 2:20 ¢, @, (1) figgvénnyel kozeliteni (pl. @, (1) = t:

zjzocjgoj(t[)z y. (8.1)
Esszerinek latszik ezt a feladatot tigy megoldani, hogy az eltérések négyzetosszege minimalis legyen:
ZZO()’I- _Z’;‘:ocjtij)z =min (8.2)

vagyis, (6.1)-ben a c; linearkombindcios egyiitthatokat e feltétel szerint keressiik. A (6.1) feladat a c;,

ismeretlenekre egy linedris egyenletrendszer, gy tekintsiik dltaldnosan az
Ax=b, Ac R™", xeR", be R" (8.3)

egyenletrendszert, ahol most az egyiitthatomatrix nem kvadratikus, hanem téglalap alakd, és az sem
biztos, hogy mindig van megoldasa. A legkisebb négyzetes tulajdonsagnak eleget tevé megoldashoz

(||b - Ax”i =min ) vizsgdljuk meg a projektor (vetité) matrixokat!
8.2. Vetité matrixok, projektorok

8.2.1 Definicio
A P madtrixot projektor vagy vetité mdtrixnak nevezziik, ha eleget tesz a P =P isszefiiggésnek.

Innen rogton kovetkezik: P(I —P)=(I—P)P=0. Ha P invertilhat6, akkor P~'-et a definidl6
egyenletre alkalmazva kapjuk: P = 1. Ugyancsak egyszerl ellendrizni, hogyha P projektor, akkor
I—P is az.

Figyeljilk meg: P a transzformdlt vektort egyszeri alkalmazas utan helybenhagyja: P(Px)= Px .

Ezutdn akdrhinyszor alkalmazzuk a projektort, az eredmény ugyanaz marad, ugyanigy, mint
vetitéskor. Mivel P akarhdnyadik hatvdnya Onmaga, emiatt haszndlatos az idempotens mdtrix
elnevezés.

Példa projektorra: Legyen Ae R™", Be R™", n<m, ' jelolje a transzpondltat és legyen B’ A
invertalhat6. Ekkor

P=P(A,B")=AB"A)"'B"
olyan projektor lesz, amely A oszlopvektorainak alterébe vetit:
P(A,B"): R™ —Im(A).

(I — P)P =0 -bél pedig kovetkezik: barmely z vektorra {I —P"(A,B")}z L Im(A).
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8.2.2 Tétel.

Legyen P(A) az AcR™ altérbe vetitd projektorok halmaza. Ekkor barmely x¢& A, Px#0
vektorra
x' Px
max —— =|
o ],

Px

b

ahol P. az altérbe vetitd szimmetrikus projektor.

Bizonyitds. Szemléletesen szélva: az x vektorral P.x zdrja be a legkisebb szoget. Ha P, Pe P(A),
akkor
PP=P

hiszen P oszlopvektorai az A altérbe esnek, és ezeket egy mdsik olyan projektor mindig
helybenhagyja, amely ugyanabba az altérbe vetit. Felhaszndlva a Cauchy-egyenldtlenséget, adédik

xTPx:xTRPx g _
[P, lPx, P : 8.4)

ahol a maximum még a Px= AP.x, A >0 feltételt kielégitd P projektorok mellett is el6dll. m

8.2.3 Tétel

Ugyanazon altérbe vetitd projektorok kozott a szimmetrikus projektor egyértelm.

Bizonyitds. Indirekt. Tegyiik fel, £ és P, két ugyanabba az altérbe vetit6 kiilonb6zd szimmetrikus
projektor, ekkor

RPh=P, = P=PF =R R =PRR=H,
ahonnan ellentmondd4sra jutottunk. ]
8.2.4 Tétel
Az x vektor A altértdl valg tdvolsdga kettes normdban:
(1 =P)A|,. PeP(A).

Bizonyitds. Minthogy P x zirja be a legkisebb szoget x -szel, igy a P.x irdny mentén taldlhat6 az a

pont A -ban, amely legkdzelebb van x végpontjahoz. Keressiik tehat azt a A-t, amelyre x—APx

norma-négyzete
|x— lﬂx”z =x"x=2Ax"Px+A’x"Px
minimdlis. Derivaldssal kapjuk, hogy a minimum helye A =1-nél van. Tehat (/ —P,)x L A és a kettes
normdja az x vektor A altértdl val6 tivolsiga. m
8.3. Matrixok altalanositott inverze, a pszeudoinverz

Mitrixok 4ltaldnositott inverzét akkor értelmezziik, ha az inverziik nem létezik. A pszeudoinverz a
linedris egyenletrendszernek azt a megolddsat adja, amelyre az eltérés vektor, mas szdval reziduum,
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r=b— Ax kettes normdja minimalis. Ha tobb megoldds is van, akkor a legkisebb kettes normdju
megoldast szolgéltatja. Emlékeztetdiil két kis lemma felidézésével kezdjiik.

8.3.1 Lemma.

Legyenek az L matrix oszlopai linedrisan fiiggetlenek. Akkor LB = LC-bdl B = C kovetkezik.

Bizonyitds. Atrendezve L(B—C)=0. L oszlopainak barmely linedris kombinaciGja a linedris

fliggetlenség miatt csak akkor lesz zérusvektor, ha B—C oszlopvektorai zérusok. m

8.3.2 Lemma.

Legyen Ae R™". Ekkor A" A pozitiv szemidefinit. Ha A oszlopai linedrisan fiiggetlenek, azaz A
oszloprangt, akkor A" A pozitiv definit.
Bizonyitds. Legyen y = Ax, ekkor x' A"Ax=7y"y>0.Ha A oszloprangi, az el6z6 lemma alapjan

y = 0-bél kovetkezik x =0, igy ez esetben A" A pozitiv definit. [

8.3.3 A pszeudoinverz

A tovdbbiakban megmutatjuk, hogy minden madtrixhoz 1étezik pszeudoniverz, vagy Moore-Penrose

féle 4ltaldnositott inverz A", mely a kozonséges inverzzel egyenld, ha a madtrix nemszinguldris,
egyéb esetben viszont minimdlis kettes norma tulajdonsdgokkal rendelkezik. Ezt a métrix inverzet a
kovetkezd tulajdosdgok definidljak:

1. AATA=A, 2. AFAAT = A",
3. AA" hermitikus, 4. A*A hermitikus.

A definicié komplex matrixokra vonatkozik, mi most valds esetben a hermitikus tulajdonsag helyett a
szimmetrikussdgot koveteljik meg. Vegyiik észre: Ha az elsd egyenletet jobbrdl, vagy balrdl

szorozzuk A" -tel, az adédik, hogy AA" és A"A projektorok és a 3. és 4. feltétel szerint még
szimmetrikusak is. Az els6 feltétel alapjan AA™ Im(A) -ba vetit, az A(I — A*A)=0 alakbdl pedig azt

latjuk, hogy I —A"A a ker(A) -ba vetit6 szimmetrikus projektor.

Tegyiik fel: A=LU, ahol L és U kozbiils6 mérete r=rang(A), Le R™", UeR"™. A
tovabbiakban az LU rang-faktorizacié ismeretében eldallitjuk a pszeudoinverzet.

8.3.4 Tétel, a pszeudoinverz elééllitasa

Legyen A=LU egy rang faktorizdci6. Akkor egyértelmilen létezik A" =U'L",
aholL' =(L'L)"'L" é U =U"WUU")".

Bizonyitds. Az egyértelmiiséget indirekt dton bizonyitjuk. Tegyiik fel van kettd: A" és A, . Ekkor a

szimmetrikus projektor egyértelmlisége miatt A’ A= A A illetve AA’ = AA; . Ezeket, és a definidl6
egyenleteket felhasznélva adédik

A = ATAAT = ATAAT = ATAAT = A]
amivel ellentmonddsra jutottunk. A tovabbiakban megkonstrualjuk a pszeudoinverzet.

Vegyiik észre: Im(A)=Im(L), igy ebbe az altérbe vetitd egyértelmii szimmetrikus projektor
AA"=LL =L('L)'L', és L'=(I"L)"'L" kovetkezik a 8.3.1 Lemmdbol. Hasonléan az
Im(A")=ImU") altérbe vetitd egyértelmii szimmetrikus projektor A*A=A"(A") =
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=U"(U" =U0'U=U"WUU")"'U, ahonnan U* =U"(UU")™". Ezek alapjan L'L=UU" =E,

r -edrendli egységmatrixok, és ezzel

AA"=LL=LUU'L és AA/A=U'U=U"LLU,
Ebbél kiolvashat6, hogy A" =U"L". ]
8.3.5 Megjegyzések

Ha A oszloprangi, akkor L= A és U =1, megfeleld vélasztds, és A™ = (ATA)' AT kbvetkezik. Az
A=QR faktorizdciénal kapjuk: A* =R'Q" . Ha A sorrangu, akkor L=1, és U =A a megfeleld
valasztds, amivel A" :AT(AAT)_I. Ha most AT =QR, akkor A" :Q(RT)_I. Végiil, ha A rangja

kisebb, mint a legkisebb mérete, azaz, vannak linedrisan 0sszefiiggd sorok és oszlopok, akkor mindkét
oldal fel6l végzett ortogonalizacidval elérhetd az A =Q,BQ, alak, ahol Q,, O, ortogondlis matrixok

és B fels6 bidiagondlis matrix. Ekkor A" =Q, (B)"'Q. Maitrixokndl a rang numerikus
meghatdrozdsa néha nagyon kényes feladat.

8.3.6 Tétel, lineéaris egyenletrendszer megoldhatésaga

Legyen P Im(A)-ba vetitd projektor. Ekkor az Ax=»b egyenletrendszer akkor és csak akkor
konzisztens (megoldhatd), ha Pb=5b.

Bizonyitds. Sziikségesség. Ha a rendszer megoldhatd, akkor be Im(A) és Pb=> -nek teljesiilni kell.
Az elégségességhez vilasszuk az AA™ szintén Im(A) -ba vetitd projektort, amelyre AA*b=b teljesiil.

Innen kiolvashat6, hogy x=A"bh egy megoldds. m

8.3.7 Tétel, a pszeudoinverzes megoldas tulajdonsagai

Az Ax=b linedris egyenletrendszer daltaldnos megolddsa a pszeudoinverz segitségével a
kovetkezdképp 4allithaté elo:

x=x,+x,=A"b+(I-A"A), teR", (8.5)

ahol x, egy partikuldris megoldds és x, a homogén egyenlet dltaldnos megolddsa. Ha a rendszer

megoldhat6, akkor A*h egy partikuldris megoldds és (I —A"A)t a homogén egyenlet dltaldnos

megolddsa. Ha a rendszer inkonzisztens, akkor A*h az a legkisebb négyzetes megoldds, melyre
b— AA'b kettes norm4ja minimdlis. Minden esetben A™h a minimdlis kettes normaji megoldis.

Bizonyitds. A 8.1.4 Tétel alapjan Hb — AA'D

, @ b vektor Im(A) -t6l valé tdvolsdga. Tovabba vegyiik

észre, (8.5)-ben két ortogondlis vektor van, mert A*A az elsd vektort a pszeudoinverz tulajdonsdgok

A'b z +”(1 - A*A)ruz ,

miatt helyben hagyja, a masodikat pedig zérusba viszi. Emiatt irhatjuk: ||x||§ :‘

ami akkor a legkisebb, ha t=0, vagy [ -A"A=0. m

8.4. Feladatok

1. Legyen A=LU egy rang-faktorizicié. Ekkor irjuk fel azt a szimmetrikus vetitdématrixot, amely
Im(A) -ba vetit.

2. Irjuk fel az A matrix null-terébe vetit$ szimmetrikus projektort! Adjuk meg az x vektor Nul(A) -
tél valé tdvolsdgat!



10.
11.
12.
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Egy egyenes dthalad az r, és r ponton. Adjuk meg az x vektor és ez az egyenes tdvolsiagat!

Igazoljuk, hogyha a matrix invertdlhatd, akkor a pszeudoinverze megegyezik az inverzével.

2 4 6] .
Al = {0 5 5} . Irjuk fel az Im(A) -ba vetitd szimmetrikus projektort!

Két sik normdlvektorat az 5. feladat sorvektorai adjdk. Melyik az a szimmetrikus projektor, amely
a két sik kozos részébe vetit?

P R S | P végpontja milyen tdvol van az el6bbi két sik kdzos részétdl1?

2 0 3
A=|-4 5 -=2|, rang(A)=2. AT =?
6 -5 5

Az elébbi matrixszal mi lesz Ax=b pszeudoinverzes megolddsa, ha bl = hn -1 11?
Igazoljuk, hogy I —A"A=0, ha A oszlopai linedrisan fiiggetlenek.
A pszeudoinverz 4 tulajdonsagabdl vezessiik le: (A*)" =(A")*.

Az A matrix kozelit6 sajatvektora x. A hozzatartozd A sajatértéket ugy szeretnénk kozeliteni,
hogy ||Ax—/7,x||2 minimdlis legyen. Mi lesz ekkor A kifejezése?
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9. Ortogonalis polinomok

Gyakran polinommal kell végezni a legkisebb négyzetes illesztést. Ilyenkor specidlis modszert
készithetiink ortogondlis polinomok segitségével. Késébb a numerikus integrdldsi médszereknél is
sziikségiink lesz az ortogondlis polinomokra, igy most roviden megismerkediink veliik.

9.1. Fiiggvények skalaris szorzata.

Az f és g fliggvény skaldris szorzatat a kdvetkezd utasitassal definidljuk:

b
(f.8)=[ rmgmaxdx, ax)>0 ©.1)

ahol a(x)-et sulyfiiggvénynek nevezziik és feltessziik, hogy a kijelolt integral létezik. Mi most a
polinomok hasznalataval dsszefiiggésben egyszerlibb skaldrszorzatot fogunk hasznalni, nevezetesen:

m
(f’ g) = Zf(xi )8 (x;)w; (9.2)
i=1
ahol x;, i=0,1,...,m az illesztés alappontjait, w; pedig a hozzditartoz$ siulyokat jelenti. Gyakran

w; =1 minden i -re.
Ellendrizziik, hogy a fenti definiciék rendelkeznek a skaldris szorzat tulajdonsagaival!

Természetesen most is igaz, hogy a skaldris szorzat normét definial:
2
I =(r.1). 9.3)

Ezek utdn semmi akadalya sincs annak, hogy az x', i=0,1,... linedrisan fiiggetlen rendszerbdl Gram-
Schmidt ortogonalizdcidval ortogondlis rendszert készitsiink: igy kapjuk az ortogonadlis polinomokat.

9.1.1 Definicid.
1-féegyiitthatos az a polinom, amelynél 1 a legmagasabb foku tag egyiitthatdja.
9.1.2 Tétel

Legyenek p;(x), i=0,1,... 1-fegyiitthatés i-edrendii polinomok. Ekkor bdrmely g(x) polinom

egyértelmiien el6éllithaté a p; polinomok linedris kombindciéjaként:

9(x)=Yb;p;(x). 9.4)
j=0
Bizonyitds. Legyen p,(x)=x'+ piii,lx"_1 +...+p;o, ekkor a b; egyiitthatokat meghatdrozo linedris
egyenletrendszer:
1 P Pa o Paol[bo] [
L py o P ||l 4
| U Cl=] o 9.5)
o . . E .
L 1 ]|b,] |a,|
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Ez alulrdl felfelé haladva egyértelmtien megoldhat6.

9.1.3 Kbdvetkezmény

Legyenek p,-k ortogondlis polinomok. Akkor p,., ortogondlis minden legfeljebb n-edfoku
polinomra.

9.2. Az ortogonalis polinomok rekurzidja

Az 1-fOegyiitthatés ortogondlis polinomok a p,(x) és p;(x) polinomok ismeretében rekurzive
felépithetok:

Pu+1 :(x_anﬂ)pn _ﬁnpnfl‘ (96)
Bizonyitds. Vizsgaljuk az
(i, p) = (Prsxp,)
skalaris szorzatot! Az eredmény zérus, ha
k+1l<n és n+l<k

a 9.1.3 Kovetkezmény miatt. Nemzérus az eredmény, ha

n—1<k<n+1,
igy xp, kifejtheté a p,_,p,,p,,; polinomokkal:

APy = P+t +an+1pn +ﬁnpnfl’

ahonnan p,,, -re rendezve kapjuk (9.6)-6t. |
9.2.1 Tétel
Az o, és B, kifejtési egyiitthatkra érvényes

Oy L) ), (9.7)
(Pa>Py)

ﬁn — (xpn’pnfl) — (pn’pn) (98)

(pnfl’pnfl) (pnfl’pnfl).

Bizonyitds. Helyettesitsiik xp, értékét a rekurziébol. Az ortogonalitds miatt ¢,,, értéke rogton
adodik, ha a (9.6) rekurzié mindkét oldaldn skaldris szorzatot képeziink p,-nel. B, értéke hasonléan

késziil, csak most a skaldris szorzatot p,_;-gyel vessziik. Az dtalakitdsban x-et atvissziik p, -hez, és

n-1

az xp,_, =p, +0,p,_ + B, 1P,_» 1-gyel kisebb indexii rekurzids dsszefiiggést helyettesitjiik:

ﬁ — (xpn’pn—l) — (pn’xpn—l) — (pn’pn) -
! (pn—l’pn—l) (pn—l’pn—l) (pn—l’pn—l)

9.3. Legkisebb négyzetes kézelités ortogonalis polinomokkal

A (9.2) skaldris szorzat mellett az indul6 polinomok, ha w; =1 minden i -re
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po=L |polf =Y 1=m+1. 9.9)
j=0

A kovetkez6 polinomot p, -et keressiik x —¢; alakban! Ekkor az ortogonalitds miatt

(Po-P1)=0=(po,x~a) = (po.x)=(po-Po»)
ahonnan

1 m
al:_ X

, 9.10
m+1j:0 / ( )

igy B, -t zérusnak vehetjiik.

A rekurziébdl felépitett ortogondlis polinomokkal a mért y;, i=0,1,...,m fiiggvényértékek a
kovetkezoképp kozelithetok:
k (p.,y) m
y=Y p;—== (pj.y)=2p;x)y; (9.11)
j=0 ( pj.p ,-) i=0
Ez az elGdllitds formdlisan ugyanigy néz ki, mint a linedris algebrdban egy {g;} ortogonlis

vektorrendszer szerinti kifejtés: legyen y m+1-dimenzids vektor, ekkor

k T
q;9;y
y=) <= (9.12)
=1 4;9j

k

A (9.11)-ben lathaté P, =ij (X)p; (t)/(pj,pj) kifejezés is szimmetrikus projektor, igy a (9.11)
j=0

kozelités rendelkezik a legkisebb négyzetes tulajdonsaggal: ||(I -P) y|| a p;,j=0,....,k polinomok

altal kifeszitett altértdl vald tavolsagot jelenti.

9.3.1 Példa

Ortogondlis polinomokkal 4llitsuk eld azt az elséfoku polinomot, amely az alabbi pontsort legkisebb
négyzetesen kozeliti:

Megoldds. Eldszor elddllitjuk az ortogondlis polinomokat. p,(x)=1, innen (p,, p,)=4. Kovetkezik

3
p(x)=x—¢a;, ahol 0{1:(xpo,po)/(po,po)zij/(po,po):1/2. Még meg kell allapitanunk
j=0

3
p(x) Onmagaval vett skaldris szorzatat: ( D> Py ) = z (x i~ 0{1)2 = = i(9 +1+14+9)=5. Ezzel a
j=0

legkisebb négyzetesen kozelito elséfoki polinom:

(Po,Y) (p1.) 9 11 1.9 9 1
o+ D=t (324 2412)(X——) =2+ — (x— ).
(PO’PO) 0 (Pppl) ! 2 10 2

P(x)= —
10 4 52 4
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9.4. Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogyha az alappontok x=0-ra szimmetrikusan helyezkednek el, akkor
a; =0, i=L2,..., és apolinomok véltakozva pdros €s paratlan fiiggvények.

2. Készitsikela pg, p;, p, ortogondlis polinomokat a {-2,—-1,0,1,2} alappontokra!

3. A Csebisev polinomok is ortogondlis polinomok, amelyek a kovetkezo rekurzidval allithatok eld:
T,=1, T,=x, T, =2xT,—T, . Ez a szokésos alak, bar igy nem 1-féegyiitthatésak. Allitsuk elé

n+l

a 4x> —3x+2 polinomot Csebisev-polinomok szerint!

k
4. P(x)= Z 2j+ l)Tj (x) . Az x, helyen ekkor mi a célszerii kiszamitasi médja P(x,)-nak?
j=0

b .
5. Mutassuk meg, hogy (p;,p;)=toBB,...5;. ahol ,uoz(po,po)[:j a(x)dx} a 0-adik

momentum.
6. Mutassuk meg, hogy a
X=o _ﬁ1
-4 x-q

n—1

_ﬂn—l x—= an

haromatl6ji matrix bal felsé sarok-aldetermindnsai ¢; €s ﬂjz parméterekkel bird ortogondlis

polinomokat adnak.
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10. Linearis egyenletrendszerek megoldasa iteracioval

A linedris egyenletrendszerek megolddsit nem mindig célszerli véges moddszerrel késziteni. Ha a
matrix nagyméretll és ritka — azaz soronként csak kevés nemzérus elem taldlhat6 — akkor az LU-
felbontds hatranya, hogy felbontaskor a matrix nemzérus elemeinek szdma megnd — bestirtisodik — ez
egyrészt tarolasi kérdéseket vet fel, masrészt a sok nemzérus elem miatt megnd a munkaigény. Az
iterdciés modszereknél ilyen nehézségek nem lépnek fel, de probléma, ha a konvergencia lassu.

10.1. Egyszerii iteracio

Legyen Ae R™ egy felbontdsa

A=M-N (10.1)
Ha M invertdlhatd, akkor a kovetkezd iterdciés modszert készithetjik: Ax=(M —-N)x=b —
x=M""(b+ Nx), azaz

K =M 'Nx® + M b =Bx® +c, (10.2)

ahol k a vektor felsd indexében az iterdciészdmot jeldli. A B madtrixot iterdcids mdtrixnak nevezziik.
Kérdés, mikor remélhetd, hogy a fenti iteracié konvergens és az milyen sebességii?

10.1.1 A konvergencia vizsgalata
Az F: R" —» R" fiiggvény kontrakcid, ha van olyan 0< ¢ <1 szdm, amelyre Vx,ye R" esetén

|Fo-F)<qfx-»y| (10.3)

teljesiil. Itt g a kontrakcios dllando, vagy kontrakcioszdm. Figyeljik meg, g <1 azt jelenti, hogy a
leképezett vektorok kozelebb keriilnek egymashoz.

10.1.2 Tétel. (Banach fixponttétel)
Legyen F: R" — R" egy leképezés ¢ <1 kontrakcids allandéval. Akkor

1) Ix eR": x =F(x), azaz van az itericiénak fixpontja és ez egyértelmii.

2) Vx'” e R" kezdbértékre x** = F(x™®) konvergens sorozat és lim P
k—oc0
qk
3) Fennall a hibabecslés: Hx(k) —x H S—Hx“) - x(O)H )
1-¢
Bizonyitdgs. Az x**" =F(x'") sorozat Cauchy-sorozat: Hx(k“) - x(k)H = HF(x”‘)) —F(x*™ )” <

< q”x(k) —x(k’l)H <q “x(k’l) —x(k’z)H <...<q" Hx“) —x(O)H . Igy a sorozat egymds utdni tagjai egyre
kozelebb vannak egymdshoz: van hatdrérték. Legyen most m >k =1. Ekkor a teleszkdpikus Osszeg
képzésével
Hx(m) _x(k)H =Hx(m) — o mD D =) ) _x(k)“ < (qnﬂ + quz +. 4 qk)Hx(l) _x(O)H —
k m k
e
I-¢ l-¢

m —> oo mellett kapjuk a 3) allitast.
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Az egyértelmiiség igazoldsihoz indirekt médon tegyiik fel: van két fixpont, z; és x,. De ekkor a
o = [F () — Flay)| <

hiszen a kiilonbség norméja nem lehet 6nmagénal kisebb. m

I, g <1, ami ellentmondas,

kontrakci6é felhasznaldsdval ||xf

(k+1)

A tétel szerint az x*™ = Bx') + ¢ iterdci6 konvergens, ha az F(x)=Bx+c leképezés kontrakcio:

[FCo=F| = [Bx+c =By =d| =[Blx=y)]| <[ B[}~ ]

Innen lathaté, kontrakcié van, ha ||B||<1. Bizonyitds nélkiill megjegyezziik: a spektrdl sugar az

indukdlt normék infimuma. Emiatt mondhatjuk: Bx+c konvergens, ha B spektrdl sugara p(B)<1.

A (10.1) felbontast reguldrisnak nevezzik, ha M invertdlhat6 és p(M N)<1.

10.2. Jacobi-iteracio

Legyen A felbontdsa A=L+D+U, ahol D=diag(A), L a matrix féatl6 alatti, U a f6atlé feletti
része (szigordan also ill. felsd A -matrixok).

A Jacobi-iteraciéonal M =D, N =—-L—-U a valasztas, ezzel
B,=-D'(L+U), ¢,=D'b. (10.4)
Komponensenkénti alak: x“*" = L Za XM —p

7 i
a.. j=1

j#i
Térigény: A,b,x",x**V . Célszerti kezdévektor, ha nincs jobb: x'” =¢, .

10.2.1 Tétel

Ha A sor szerint szigorian féatl6-domindns, akkor a Jacobi-iterdci6 konvergens.

Bizonyitds. ||B_, ||m = 11(1£;1)>(H«2,{TD‘l (L+U )”m = max Z <1, tehat van kontrakcid.

Jj#k

A

10.3. Gauss-Seidel iteracio
A Gauss-Seidel iteracional M =L+ D, N =-U a valasztas, ezzel
B, =—(L+D)"'U, ¢, =(L+D)"b. (10.5)

A Gauss-Seidel iteraci6 komponensenkénti alakjat (L+D)x*"" =-Ux* +b i-edik sordnak
kifrasabol kapjuk:

x5 = (Zau DY al,x(,’”—b} i=12,....n. (10.6)

Jj=i+l

(k)

Olyan a miiveletek sorrendje, hogy x! (k)

értékével feliilirhato. fgy a tarigény: A,b,x

elénydsebb, mint a Jacobi-iterdcional. Célszerii kezd6vektor: x'” =c .

értéke x;

10.3.1 Tétel. Felhasitasbél szarmazé iteraciés matrix normajanak becslése

Legyenek A,,A,,D nXn-es valés mitrixok, D diagondlmatrix: e] De, = d, és Hel.TAIH <|d,.| V i-re.
Ekkor fenndll:
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7 e ).
A +Dy" =Tl T Al

ahol a maximum-keresésnél elegendd a nemzérus szamlaldkat tekinteni.

Bizonyitds. Mivel A +D féatlodomindns, a kijeldlt inverz létezik. A norma definiciéja szerint
H(A1 +D)‘1A2” =ma)§H(A1 +D)"1A2xH . Legyen y=(A +D)"'Ax és tegyiik fel, a maximum y i-

Il =
edik indexénél valésul meg: || y||m =|y,.|. Atrendezéssel Ax=(A +D)y = Dy=Ax—AYy, ahonnan
az i-edik sorra H«el.TDyH°° =|d,y| SH@I.TAZH°° (R +Hel.TA1Hw|yi|. Figyelembe véve, hogy [x|_ =1, innen
atrendezéssel kapjuk az egyenldtlenséget. Mivel nem tudjuk, melyik i -re valdsul meg || y||w, ezért a
tortet a sorok szerint maximalizdljuk. Ha A, i-edik sora zérus, akkor |a’i||yl.| < Hel.T A1H|yl.| adodik, ami

feltevésiinkkel ellentmondé nemzérus | yl.| mellett, igy ezeket a sorokat elhagyhatjuk. m

10.3.2 Tétel

Ha A sor szerint szigordan domindns atl6jd, akkor

n
ya aii‘
[Bos|.. < max—==—<[B, | <1. (10.7)
-3

=

Bizonyitds. Az el6z0 tételben legyen A =L, U=A, é D a matrix foatl6jabol alkotott
diagondlmatrix. Ezzel a vélasztassal kozvetleniil adddik az elsd egyenl6tlenség.
A masodik egyenl6tlenség igazoldsahoz vezessiik be az

a, Z%i‘a@f" és f =|L Zn: ‘aii‘ (10.8)
i| Jj=

|a a,‘,‘| Jj=i+l

jeloléseket.  Eszerint ||BGS ||w < max —a

|B)[.. =max(a; + B;). Tegyik fel, a;>0. Bkkor (a;+f,)>p;/(1-a;)-bl dtrendezéssel
® 7

és igazoland6, hogy ez nem nagyobb, mint

2 .. . P . L, oors12 . .
a;+p,—a; - p,a;> B, ahonnan 1-a;, — f, >0 kovetkezik. Ez éppen a szigori fé4tl6-dominancia

feltétele, amit feltettiink. Egyenléség csak akkor lehetséges, ha a; =0. fgy

B.
Il < = =1_ﬁ—;k <+, <max(@,+ 5)=|8)|..

Ha balrdl az els6 maximumndl ¢, >0, akkor biztosan ||BGS||°° < ||BJ ||°° .;

10.4. Gauss-Seidel (GS-) relaxacio

Ekkor a gyorsabb konvergencia reményében D szerepét megosztjuk L és U kozott:

(L+D)x=-Ux+b / szorozzuk w-val
Dx = Dx / szorozzuk (1 — w)-val

Osszeadva, majd x-re rendezve:
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(D+wL)x"*" =(1-w)Dx" — wUx"™ + wb (10.9)
X =(D+oLl) ' [1-w)D-aU]x" +(D+ L) wb.
Innen az iteracids matrix
B (w)=(D+wL) "' [1-w)D-aU]. (10.10)

Ha w=1, akkor visszakapjuk a Gauss-Seidel iteraciét. A komponensenkénti alakot (10.9) i -edik
sorabol kapjuk:

t g g

i—1 n
Xk =—3(Za..x?’<“> + > ax —bl)+(1—a))xf"), i=12,....n (10.11)
a j:1

Jj=i+l

Eszerint a Gauss-Seidel relaxicié kovetkezd 1épésének eredményét megszorozzuk @ -val és ehhez
hozzdadjuk a k -adik vektor (1—w) -szorosit.

10.5. A relaxacios modszerekre vonatkozo néhany tétel

1. Ha A egyik diagonileleme sem 0, egyébként tetszoleges, akkor o(B,; ((0))2|a)—1|, azaz csak
akkor remélhetd konvergencia, ha @ 0 és 2 kozé esik.

2. Legyen Ae R™ szimmetrikus, pozitiv definit métrix és 0 <w <2 . Ekkor p(B,(w)) <1, vagyis
minden ilyen @ -ra konvergens a GS-relaxacid.

A kovetkezo két tétel blokk-haromatlds matrixokra vonatkozik. Természetesen 1 X 1-es blokkok esetén
a megszokott matrixot kapjuk vissza.

3. Legyen Ae R™ blokk-hdromatlés matrix. Akkor a megfeleld blokk Jacobi (J) és GS-iterdci6
matrixaira
2
p(B)=[PB)] .
Ez azt jelenti, a kettd egyszerre konvergens, vagy divergens és konvergencia esetén a GS-itera-

ci6 kétszer gyorsabb.

4. Legyen A blokk-haromatlds, szimmetrikus és pozitiv definit. Ekkor a blokk-Jacobi iteracio,
valamint a blokk-GS relaxacié 0<w <2 mellett konvergens. Utébbindl az optimalis relaxacios

paraméter
®, = 2/(1+,/1—(p(3§’))2 je (0,2)

és erre az optimdlis paraméterre a spektral sugar

2

,O(BZS (@)= |w0 _1| < ,O(BZS) = (,0(357))

10.6. Egy lépésben optimalis w paraméter meghatarozasa

Lattuk, (10.11)-ben az x, vektorbdl kiindulva az

@

Xy =OX  + a- w)-xk =X, + G)(Xkﬂ - Xk) (10.12)

vektort készitjik, a Gauss-Seidel mddszer x,,, vektora helyett. Vezessik be az y, =x,,, —x,,

r, =b—Ax, jeloléseket és hatdrozzuk meg az @ paramétert ltaldnosan az A=M — N {felbontds
mellett! (10.12)-b6l kapjuk:
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hia =b—Ax), =1, —@Ay,. (10.13)

Hatdrozzuk meg a k -adik 1épésben @, -t abbdl a feltételbél, hogy ||r,.,[, minimalis! Ehhez nem kell

mdst tenni, mint az Ay, w=r, ,.egyenletet” a pszeudoinverzzel @ -ra megoldani:

+ TA"r, 1A
w, =(Ay,) 1, =2 = % (10.14)

[y lavl;

Hogy ne kelljen x,,, -et explicit médon eld4llitani, a relaxdci6 nélkiili alakbdl kifejezziik y, -t:

Xy =M (Nx, +b)=x, +M ' (b—(M - N)x,)=x, +M'r, (10.15)
innen
y.=M7r,. (10.16)
Az o, meghatdrozdsidhoz vezessiink be egy ujabb vektort:
¢, =Ay,=(M -N)M'r, =1, — Ny,, (10.17)
és ekkor a kovetkezd iterdcids algoritmust készithetjiik:

Kezdés: 1y =b— Ax,;

k=1273,...,ra:
-1 .

Ve =M"r1;
C =1~ Ny

rlc

_ NG

W, =———;

C Cr

X =X T O Y,

L =h —@, *¢, (=b—Ax,,);

Két lehetdség is van r,,, szdmitdsdra. Természetesen az elsd az olcsébb. Az iterdcié eldrehaladtdval
lehet, hogy a mdsodik médszer eredménye jelentdsen eltér az els6étol. Célszer(i ilyenkor r,,, értékét a

mésodik, pontosnak tekintheté mddszerrel feljavitani. Az algoritmusban a vektorokat indexeltiik, bér
nem sziikséges, mivel minden 1épésben az el6z6 vektor az djjal feliilirhato.

10.7. A Richardson iteracio

Ha a matrixunk sajatértékei valds, pozitiv szdmok, akkor egy iterdciét készithetiink a kovetkezd
észrevétel alapjan:

(I —pAy, =1, =b—Alx, +pr,)=b— Az, =z, ==z +pr, (10.18)

2 2

ahol a p szdmot gy vdlasztjuk, hogy I — pA spektrdl sugara minél kisebb legyen. Az I — pA
matrix sajatértékei most 1— pA -k. Latjuk, az 1 — px leképezd fiiggvény a (0,1) ponton 4thaladd,
pozitiv p mellett negativ meredekségii egyenes. Legyen a legkisebb sajatérték m , a legnagyobb M .
A Richarson iterdciéndl az optimalis p értéket abbdl a feltételbdl hatdrozzuk meg, hogy a legkisebb és
a legnagyobb sajatérték ugyanakkora abszolut értékii szamba képz6djon le:

l—pm=—-1-pM) — p=2/(m+ M). (10.19)

Ezzel a vélasztassal I — pA spektral sugara (M —m) /(M + m) lesz.
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H nem ismerjiilk a matrix sajatértékeit, de tudjuk, hogy a sajatértékek pozitivak, pl. mert A

szimmetrikus, pozitiv definit, a p szdmot abbdl a feltételbdl is kereshetjiik, hogy ||7; +1||2 legyen
minimdlis. Ekkor az r, = pAr, egyenlet pszeudo-megoldasa
T AT T
AT AT
p=f i LA (10.20)

= - D) = > -
[Axl,  fAx],

Az iterdci6 sordn elég néhdnyszor kiszdmolni p értékét, hiszen az az eldbb megéllapitott optimalis
érték koriil fog ingadozni.

10.8. Feladatok

1. Bizonyitsuk be, szimmetrikus matrixokra a Rayleigh-hanyados legkisebb értéke a legkisebb
sajatérték.
2. Hogy hajtsuk végre a Jacobi-iterdciot, ha a métrix az oszlopai szerint szigorian f6atl6-dominédns?

3. Mutassuk meg, a 10.3.1 tétel atfogalmazhaté arra az esetre, amikor a matrix oszlopai szerint
szigordan féatl6-domindns.

4. Mit ad a (10.7) becslés arra az esetre, ha a sor szerinti féatl6-dominancia csak ugy teljesiil, hogy
néhény sorban van egyenldség? Es ha csak az utolsé sorban van egyenldség?

5 -1 2 1
soa=| T 0 DB Bl s
' 3.0 5 -1 e o AT
0 2 -4 6
6. A 10.3.1 Tétel segitségével bizonyitsuk be: HA‘IH Smaxm,ld. (10.8)-at is, ha A
~ toag|U—o = B

sorai szerint szigordan foatlo-domindns. Oszlopok szerinti foatlo-dominancia esetén hogyan
modositsuk az allitdst?

7. Feltéve, hogy D+ wL féatlodomindns a sorai szerint, a 10.3.1 Tétel segitségével mutassuk meg:
1- o]+ wp,

”BGS (w)”m S max

l—a)a,.

8. Ha HD’IAI“<1, a 10.3.1 Tételhez hasonlé egyenlOtlenséget szarmaztathatunk (2.15)

fellhaszndldsdval, mivel (A +D)"'A,=(I+D"'A)"' DA, . Mutassuk meg, hogy ekkor indukalt
|4

normdval érvényes: H(A1+D)’1 Azusm. Sziikséges, hogy most D diagondlmatrix
—\D~ |

legyen? Az 5. Példa matrixara melyik médszer ad jobb becslést?



