1. Gépi szam, hibak

Attekintjiik a gépi aritmetika néhany jellegzetességét és szemiigyre vessziik a szdmitdsokat terheld
hibafajtdkat.

1.1. A gépi szamok

A gépi szamok leggyakrabban 2-es alapu (vagy bindris), eldjeles normalizalt szdmok, igy elsésorban
ezekkel fogunk foglalkozni. Alakjuk

+ ok = gy 2K
+.101...01 - 2 tm - 2 (1.1

eléjel, t db bindris jegy "\ kitevd
A nemzérus mantissza mindig 1-gyel kezdddik, emiatt 0.5<m <1, m=0. Ha az alap nem 2, akkor a
10-es és a 16-os (hexadecimdlis) szdmok fordulnak még eld a gyakorlatban.
A bindris gépi szamok halmazat jelolje M (¢,k~,k*), ahol ta mantisszahossz, k™ a legkisebb kitevd,

k* pedig a legnagyobb kitevé. Az altalunk haszndlt PC-kben, - személyi szdmitégépekben a
szimplapontos szdm 4 bdjt = 32 bit teriiletet foglal el a memoridban és az egyes funkcidk kiosztdsa a
kovetkezd:

1 8 23

1 bit jut az elgjelre, 8 bit a kitevore és 23 a mantisszdra. Ezen szdmok pontossdga kb. 7 decimadlis
jegynek felel meg (23log;,2 = 6.923, azaz kb. 0.3-del szorzandé a bitek szdma) és a nagysdgrend

10728 -t61 10°% - g terjedhet. A duplapontos (kétszeres pontossagu) szamok 64 biten helyezkednek el:

1 11 52

eléjel: 1 bit, kitevd 11 bit és a mantisszahossz: 52 bit. Most a pontossag kb. 15 decimdlis jegy, és az
dbrdzolhat6 szdmok nagysagrendje 1077 461 10° -ig terjed. Egyes programnyelvek megengedik a
négyszeres pontossagi szdmokat is.

A konkrét megvaldsitdsban kihaszndlhat6, hogy a nemzérus mantissza elsd bitje mindig 1, emiatt
elhagyhat6. Ezzel a fogdssal még plusz 1 bithez lehet jutni, aminek jelentdésége az aritmetika
tulajdonsigainak javitdsdban van. Ekkor viszont meg kell tudni kiilonboztetni a zérust 0.5-t6l. Erre
tobbféle lehetdség van, hiszen zérus mantissza mellett a kitevd bitjei extra informdciét hordozhatnak.
Az igen nagy abszolut értékli, a gépi szdmokkal nem &brdzolhaté szdmok jelolésére is ki lehet
alakitani egy bit-kombinaciét. A mar nem abrazolhat6 nagy szdmokra a oo jelet fogjuk hasznélni.
Szokds még az NaN jelolés: ,not-a-number”: nem szdm, értsd: nem gépi szam. Egyes program-
nyelvekben ezt kapjuk eredményiil, ha zérussal prébdlunk osztani. Ha NaN-nel ezutidn barmilyen
aritmetikai miiveletet végziink, az eredmény NaN, mégha zérussal szoroztunk, akkor is.

1.2. Nevezetes gépi szamok

t db 1-es
—
A legkisebb pozitiv mantissza: %2. A legnagyobb mantissza: .11...1=1-2"". M(t,k”,k*)-ban a

legkisebb pozitiv szam: &, =.10...0- 2¢ =1/2. 2 |
A mésik nevezetes szim &, az a legkisebb pozitiv szdm, amelyet 1-hez hozzdadva 1-nél nagyobb
gépi szamot kapunk: 1+& =.10...01- 2*', innen £ =2"""". A legnagyobb dbrizolhaté szim:

M_=(11...1- ok )=>1- 27’)2]‘+ . A legkisebb szdm ennek a negativja.
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Péld4ul legyen a gépi szamok halmaza M (5,—4,3) . Ekkor a legnagyobb mantissza: .11111=1-27, a
legkisebb mantissza 2. Az els§ pozitiv gépi szdm: £, =1/2-2" =27, Az 1 utdn kivetkezd elsd gépi
szdm tivolsdga 1-t6l: £ =2""=2". A legnagyobb dbrizolhaté szam: M_=(1-27)-2" =
=(1-27)2"=8-1/4.

1.3. Valos szamok konverzidja gépi szamma

A kovetkezd kérdés: a valds szdmokat hogyan alakitsuk at gépi szdmokka. Az ezt megvaldsitd input
fiiggvényt fl-lel jeloljik (a floating point number kifejezés kezddbetiii), fl: R — M . Megadasa a
kovetkezd:

o, ha |x| >M._,
fix)=40, ha [|f<g , (1.2)

x-hez legkozelebbi gépi szdm, ha g, < |x| <M,

ahol az x-hez legkdzelebbi gépi szam a kerekités szabdlyai szerint értendd.

Példaul alakitsuk 4t 10.87-et 8-jegyll bindris szdmma. Ezt célszerlien tgy tessziik, hogy az egész részt
2-vel osztjuk, és jegyezziik a maradékokat. A sorrendet megforditva kapjuk a bindris jegyeket. A tort
részt 2-vel szorozzuk. A kijovO egész részt nem szorozzuk tovdbb, hanem bindris jegyként
megOrizziik. Az utolsé jegyet mér abbdl meg tudjuk &llapitani, hogy a tort rész kisebb-e 0.5-nél. Ha
kisebb, az ad6dé jegy 0, egyébként 1.

100 .| 87
1 1|74
—10, =1010 —0.87, =.1101...
210 1148
11 096

Kaptuk: 10.87,=1010.1101.... Ez nem kerekitéssel, hanem csonkitdssal kapott eredmény. A

kerekitett szam megallapitisdhoz még egy jegyet meg kell hatarozni. Ha a kovetkezd jegy 1, akkor az
utolsé bindris jegyhez 1-et adunk, egyébként valtozatlanul hagyjuk. Esetiinkben a kovetkezd
(kilencedik) jegy 1, igy a kerekitett érték: 1010.1110. Ha 10.87-et az eldbbi példdban szerepld
M (5,—4,3) halmazra kivanjuk leképezni az fl fiiggvénnyel, akkor fl(11.87) =oo, mert M_ <10.87 .

1.1 Gyakorlat. Legyen a gépi szamok halmaza M (5,—4,4). Hatdrozzuk meg a nevezetes szdmait! Mi
lesz a kdvetkez6 szdmok leképezése a halmazba: 1/50, 0.37, 3.67, 7.2, 21.787
1.2 Gyakorlat. Hogyan konvertalnank 10.87-et 3-as alapi szamrendszerbe?

Feltessziik, hogy x-et pontosan ismerjiik. Ekkor fl(x) hibdja a kdvetkez8képp becsiilhetd:

oo, ha |x|>Moo
|x—1fl(x)|<qg, ha [|y<g : (1.3)

eyl ha g <|x|<Mm.,

ahol &, =¢/2=2" a gépi epszilon, ez adja az &, és M, kozé esd szdm dbrazoldsdnak relativ
hib4jat. Itt az elso sornak csak jelzés értéke van. A masodik sor onmagaért beszél, egyediil a harmadik
sor kivdn némi magyardzatot. Azt fejezi ki, hogy az 4dbrdzolt szdm hibdja nem nagyobb, mint a ¢ -edik
bindris jegyben elkovetett hiba. A harmadik sor dtrendezése a relativ hiba korl4tjit adja:

h—ﬂuj<€
E——l<g,.

(1.4)
[+



A relativ hiba megallapitdsakor elég a mantissza hibdjt tekinteni, mert a kitevd osztdskor kiesik. A

kerekitéskor a mantisszdban elkdvetett hiba legfeljebb 27", A relativ hibdjanak fels6 korlatjat ugy
kapjuk, hogy a lehetséges legkisebb pozitiv mantissza-értékkel osztunk: ¥2-vel. Igy kapjuk eredményiil

£, =2"-t.

1.3 Gyakorlat. Hogyan médosulna a gépi epszilon, ha a kerekités helyett csonkitdst alkalmaznank?

1.4. A gépi aritmetika

Vannak gépi szamaink, a kovetkezd kérdés, hogy milyen tulajdonsdgu lesz a lebegdpontos szamokkal
megvaldsitott gépi aritmetika. A kovetkezd szdmpélddkban a tizes alapi szdmrendszert fogjuk
haszndlni, ahol van négy decimdlis jegyiink és a kitevd eldjeles kétjegyli szdm lehet. Ezen gépi

szdmok halmazat egyszertien M -mel fogjuk jeldlni. Jelolés: 0.2543-10° =0.2543 +02

A gépi artimetikdban nem lesz igaz minden, amit a valés szamtestben megszoktunk. Az aldbbiakban
felsorolunk ilyen eltéréseket:

e Létezhet nemzérus a,be M, amelyre a+b=a. Ez a szdmok eltér6 nagysdgrendje miatt
lehetséges. Példaul adjuk Ossze a kdvetkezd szdmokat: 0.3460 +02 és 0.4524 —03:
0.3460 +02
0.000004524 +02
0.3460 +02

e Létezhet a,b,ce M , amelyre (a+b)+c+#a+(b+c). Példaul

0.3460 +02 0.3460 +02
0.00004524 +02 0.00003872 +02
0.3460 +02 0.3460 +02
de eldszor a két kicsi szamot Osszeadva
0.3872 -02 0.3460 +02
0.4524 -02 0.00008386 +02
0.8386 -02 0.3461 +02

Ez arra int, hogyha sok szdmot 0sszegziink, akkor az abszolut érték szerinti kicsikkel érdemes
kezdeni.

o Létezhet a,b,ce M , amelyre (ab)c # a(bc) . Példaul
(0.1245 +62-0.4314 —58)-0.4362 —54=.5371+03-0.4362 —54=.2343 -51,

mig a mdsik zdrdjelezés szerint a misodik és harmadik szdm szorzata kisebb, mint a legkisebb
4brézolhat6é gépi szam, igy ez a szorzat zérus, ami a teljes szorzatra zérus eredményt ad. gy, ha
sok szdmot kell Osszeszoroznunk, még nagyobb gondossdggal kell eljarnunk, mert konnyen
keriilhetiink abba a helyzetbe, hogy az eredmény, vagy valamely rész-szorzata kivill esik a
szamabrdzolds tartomanyan. Ha az eredmény tdl nagy, vagy tdl kicsi, akkor egy lehetdség a
gondok csokkentésére az eredmény logaritmusat szamolni.

e Osszevonds utdn az eredmény relativ hibdja jelentdsen megndhet. Példul

0.4693 +02
—0.4682 +02
0.0011+02

ami egyenld 0.1100 +00-val. Latjuk, itt mar csak az els6 két jegy pontos. Ezt jelenséget kivondsi
jegyveszteségnek nevezzilkk. Néha adhatok fogdsok a kivondsi jegyveszteség elkeriilésére vagy
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csokkentésére, pl. ha /3472 —+/3471 -et igy szamitjuk, kihasznalva, hogy a gyok alatt egész
szdmok vannak:

(V3472 —3471)(1/3472 ++/3471) _ 1
V3472 ++/3471 3472 +/3471°

A madsodfokii egyenlet gyokeit pedig az alabbi médon célszerll szdmitani:

¥’ =2px+q=0 gyokei: x,=p+sign(p/p’—q, x,=q/x,.

¢ Elbfordulhat olyan eset, amikor a kozbiilsd eredmény tilcsordul (nagyobb mint M ), emiatt rossz

a program futdsa, pedig a végeredmény az 4brazolhaté szdmok kozt van. Példaul legyen
a=0.3265+60, b=0.5671 +02 és szamitandé ~a’ +b’ . Az elsd szdm kitevéje négyzetre
emeléskor 120, gy tdlcsordult szamot kapunk. Ha viszont s+/(a/s)’ +(b/s)’ -et szdmitjuk, ahol

s = max(|a| ,|b|) , akkor ez nem kovetkezik be.

e Néha arra is szdmitani kell, hogy egy fiiggvény nem adja olyan pontossdggal vissza a helyettesitési
értéket, mint amilyen pontossidggal indultunk. Péld4ul tekintsiik a sin fiiggvényt. Ha az
argumentum kicsi, akkor nincs semmi baj. Ha azonban x értéke nagy, példdul x=2356, akkor
sin(2356) szamitasakor 2356 & -vel vett osztasi maradékat kell venniink. A maradékban mar csak
1 jegy lesz pontos ha a fenti aritmetikat hasznéljuk, igy az eredménynél sem remélhetiink nagyobb
pontossagot.

A mutatott példdk alapjan megallapithatjuk, hogy a gépi aritmetika nemkivanatos jelenségei
elsdsorban akkor kovetkeznek be, ha a szdmok kozott til nagy a nagysdgrendi kiilonbség, vagy
egymdashoz nagyon kozeli szdmokat vonunk ki egymasbol.

1.5. Hibak

Az igényes szdmitdsokndl arra is kivancsiak vagyunk, hogy az eredményt milyen pontosan tudtuk
eldallitani. Ehhez szdmba kell venni a lehetséges hibafajtdkat. Az els6 a kiindulasul hasznélt adatok
oroklott hibdja, nevezhetjiik ezt adathibdnak is. Lehet, hogy a szdmitds sordn magunk is tévediink, ezt
gondos ellendrzéssel magunknak kell felfedezniink és kijavitanunk. A képlethiba az alkalmazott
modszerhez tartozik. A kerekitési hibdk részben bekovetkezhetnek a kézi szamitas, adatelokészités
sordn, de a gépi aritmetikdnak is mindig van ilyen hibdja. A hibaelemzés sordn fel kell ismerniink,
melyik az a hibafajta, ami az adott feladat szempontjabdl 1ényeges. Sok olyan szdmitds van, amikor az
adathiba, vagy a képlethiba jelenti a f6 hibaforrast. Az adathibat sokszor csak tudomdsul vehetjiik, de a
képlethibéat esetleg csokkenthetjiik pontosabb mddszer alkalmazésdval.

A hibaszdmitds alapmodellje szerint a kozelitdé értékekkel kapott pontos szamitds eredményét
kozelitésnek tekintjiik és azt vizsgaljuk, mekkora a hibgja.
Jelolések. Az x mennyiség pontos értéke x", hibdja: Ax=x—x", ahol Ax elbjeles szam. A relativ

hiba ox=Ax/x=Ax/x". Itt megjegyezziik, hogy egyes szerz6k a relativ hibat a pontos értékkel
definialjak, tehat az itt lathat6 masodik formulat hasznaljak. A mi vélasztisunk tudomdasul veszi, hogy
a pontos értéket nem ismerjiik. A hibakorldt A, egy nemnegativ szdm, amellyel feliilrdl becsiiljiik a

hiba abszolit értékét: |Ax| <A, . Hasonloképp &, a relativ hibakorldt, amelyre |5x|< 4, .

1.4 Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy a relativ hiba kétféle megaddsa kozott a kiilonbség masodrendii:

Ax/x" —0x=0x/1-0x)—0Ox :(é'x)2 /(1-06x) .

A valdsagban a Ax hibat nem ismerjiik, csak annak felsd korldtjat. Emiatt kiinduldsul annyit tudunk,

hogy x* az x érték valamely A  -sugard kornyezetében van.



A hibanalizis szempontjdbol fontosak az alapmiiveletek, +,—,%*,/ hibai. Alabb a baloldali
Osszefiiggések a hibdkra, a jobboldaliak pedig a hibakorl4tokra vonatkoznak:

A(xt y)=Axzt Ay, AL, =A +A,

A(xy) = xAy + yAx, A=A, +]y|A,, (1.5)
Ax — xA A +|x|A,

A(x/y)y =222 A, =%.

A hibaformuldk hasonlé médon szarmaztathaték, mint az 0sszeg-, szorzat-, és hanyadosfiiggvények
differencialasi szabdlyai. Innen az is l4thatd, hogy a formuldk csak akkor tekinthetfk joknak, ha a
hibdk valéban kicsik, és a madasodrendli hibatagok elhanyagolhaték. A jobboldali formuldk a
baloldaliakbdl kovetkeznek, akdrcsak az alabbi, relativ hibdkra vonatkoz6 kifejezések:

+ o, +|ylo
xty |xi y|
d(xy)=0y+0x, 0,=0,+0,, (1.6)
o(x/y)=90x-0Yy, 6,,=0,+0,.

A fiiggvényértékek hibdja. Legyen f:R — R legaldbb kétszer folytonosan differencidlhat6 fiiggvény.

Ekkor a Lagrange kozépérték-tétel szerint 1étezik &e [x,x ], amelyre

FO)=FG)+ DA+ 7€) (Ax) 12,
Innen a mésodrendii kicsiny utolsé tag elhagyasaval a fiiggvényérték hibdja:
F)=fQ) =4 = f(x)Ax. (1.7)
Legyen  max AA]| f '(x)| =M,, ezzel A, =M A, ahol vegyiik tekintetbe, hogy a becslés x egy A,

xe[x=A,,x+

sugard kornyezetére vonatkozik. A relativ hibara kapjuk:

N @AW

Sf=—"=
fx)  fx) x  fx)

Az abszolut értékekre attérve:
0| =c(f. 0|04, (1.8)

ahol a ¢(f,x) :|xf ‘X! f (x)| szdmot az f fiiggvény x pontbeli kondicioszdmdnak nevezziik. Ha ez

a szdm nagy, akkor a fliggvényt instabilnak, vagy gyengén meghatdrozottnak nevezzik, mert az
argumentum kicsiny megvaltozdsa nagy fliggvényérték-megvaltozast eredményez. Tul nagy kondicid-
szam mellett a gépi szdmok kerekitési hibdi is elviselhetetleniil nagy végsd hibdhoz vezetnek.

Az (1.7) és (1.8) osszefiiggések sugalljak a kovetkez0 stabilitds fogalmat: egy algoritmus stabil, ha két
bemend érték: x,, x, és a hozzdjuk tartoz6 kimend értékek, f,, f, kozott fenndll egy

|f2—f1|SC|xl—x2|, x,x,€X (1.9)

tipusu Osszefiiggés, ahol C az algoritmus adataitdl fiiggetlen nem tilsdgosan nagy alland6. Vegyiik
észre, itt x,, f, gépi szdmok, egy véges halmaz elemei.

Fontos még az inverz stabilitds fogalma. Egy leképezés inverz stabil, ha az eredmény egy kissé
perturbdlt kezdetiértékbdl pontos szamitdssal megkaphato.
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2. Normak, egyenlétlenségek

Ebben a szakaszban vektorok és matrixok kozott tdvolsagfiiggvényeket fogunk bevezetni.

1.1. Metrikus ter

Legyen X egy halmaz, amelynek elemei kozt bevezetiink egy tdvolsdgfiiggvényt §:(XxX)—>R.

Azt kivanjuk, a,be X -re rendelkezzen a kovetkezd tulajdonsagokkal:
i) o(a,b)=0(b,a), azaz a legyen olyan tavolsagra b -t6l, mint b a -t6l (szimmetria).
ii) 0(a,b)=0 & a=b,atdvolsag csak akkor legyen zérus, ha a két elem azonos.

iii) o(a,c)<d(a,b)+0(b,c), a hiromszog-egyenlbtlenség. Azt fejezi ki, hogy két pont
kozott legrovidebb 1t az egyenes.

Ekkor a (0,X) part metrikus térnek nevezziik. A kovetkezOkben X gyanant az R" és R™"

halmazok keriilnek széba, azaz vektorok és matrixok kozott fogunk tavolsagfiiggvényeket késziteni.
Ez a O nem lehet negativ értékii, mert 0= 5(a,a) < 5(a,b) + 8(b,a)=25(a,b) kovetkezmény.

2.1. A vektorok hatvanynormaja

A vektor normdja ||x|| : R" >R akovetkez6 tulajdonsdgokkal rendelkezik:

=0 & x=0,
iy A=Al @D
ity [y <]+ ]-

Ekkor a d(x,y) =||x— y|| vélasztas metrikdt ad, mert a kivant tulajdonsagok teljesiilnek. Az elsd két

feltételt trividlisan kielégiti a hatvanynorma:

. 1p
Ix], = (ZP@V} , 1<p<e, 2.2)

i=1

a harmadikat késébb fogjuk belatni.

= p:l L rr Ve
= 2.2. A Hélder-egyenlétlenség
B
A hatvinynormadkra fennall a  Holder-
egyenlOtlenség:
T : 1 1
- 3 e R I )
i=1 P q
ami p=gqg=2-re a jolismert Cauchy-Bunyakovszkij
egyenlOtlenségbe megy at. A p és g kozott
ﬁ Osszefiiggés atrendezhet6 a p—1=1/(g—1) alakba,
X « amit szem eldtt tartva konnyen beldthaté az aldbbi

egyenldtlenség. Az alkalmazott fiiggvény y=x"",
az els6 integral a fiiggllegesen, a masodik a vizszintesen satirozott teriiletet jelenti:



B
of < jﬁx”_ldx+.'-y"_1dy :a—p+£
0 0 p q
Ezutan az
cobl bl
[, 51,

helyettesitéssel és az i szerinti Osszegzés elvégézésével kapjuk (2.3) jobb oldali 6sszefiiggését.

(2.1) harmadik Osszefiiggése, a haromszog-egyenldtlenség tgy lathaté be, hogy p/g=p—1 szem
elott tartdsa mellett a

n n
eyl =20+ 3l < bl + il + 3
i=1 i=1

egyenlOtlenség jobb oldaldnak mindkét tagjdra alkalmazzuk a Holder-egyenlétlenséget. Ekkor az elsd
tagra a kovetkez6 eredmény adddik:

n n 1/(]

p-1 (p-Dq _ rlq
2+ SIIXIIP{ZIXI»H,«I } =[], e+
i=1 i=1

€s a masik taggal is hasonld eredményre jutunk, a kettét egyiitt rendezve kapjuk a kivant egyenldt-
lenséget, amit dltaldnosan a p index mellett a Minkowski-egyenldtlenségnek neveziink.

2.3. A hatvanynormak néhany tulajdonsaga

A hatvanynormakra teljestil:

I+, <[+, 1<p.0<s, (24)
hiszen ez az 0sszefiiggés atrendezhetd a

ps ; p ; PSP
) {Z }{Z } ’ Xk;t "
i=1 i=1

alakba. Ha itt |xk| = max, |x,.| akkor a jobb oldal els6 tényezdje tagrdl tagra nagyobb vagy egyenld a bal

n

2

i=1

X

Xy

X

Xy

X

Xy

oldalnél, a mésodik tényez6 viszont biztosan nem kisebb 1-nél.
A fontosabb hatvanynormadk a kovetkezok:
[l =2 )l
i=1

Ez az 1-es vagy oktaéder norma, mivel a 3-dimenzids térben az azonos normaju vektorok egy olyan
oktaéderen helyezkednek el, amelynek cstcspontjai az ||x|| 1 {(il,0,0),(O,il,O),(O, O,il)} vektorok.

n 1/2
_ 2
= {3 |

i=1
az x vektor euklidészi, kettes vagy gdmbnormaja.

A p — o hatdresetben adédik
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1/
P p

n
el
||x|| :rnaxl.‘xj‘-hm Z

:max].‘x.‘
[aaall e maxj‘xj‘ U

J

a Csebisev-, o -, vagy kocka-norma. Mint latjuk, (2.4) alapjan itt a legnagyobb és legkisebb hatvany-
normdk szerepelnek, tovdbba az ortogonélis transzformdcidkkal szemben invaridns 2-es norma. Ezekre
a normdkra a definicidk alapjan levezethetok a kovetkezd egyenldtlenségek:

[l <[, <l

.. <[, <. (25)

1
o<l <[
2.4. Konvergencia normaban. A normak ekvivalenciaja

A norma alkalmas arra, hogy segitségével egy vektorsorozat konvergencidjat értelmezziik. Ezek

(k)

alapjan x" — x alatt azt értjiik, hogy Ixe R", lim“x(k) - x” =0.

Az ||x||(l) és ||x|| normdkat ekvivalensnek nevezziik, ha Jc,,c, >0 ugy, hogy

(2)
G ||x||(1) S ||x||(2) < 2 ”'x”(l) .

6.5.1 Tétel (bizonyitds nélkiil): Végesdimenzids vektortérben barmely két norma ekvivalens. Ez azt
jelenti, hogy a normdk akdrmennyire nem kiilonbdzhetnek egymadstdl. Igy mindegy, milyen normaban
vizsgaljuk a konvergenciat.

2.5. Matrixnormak

A matrix norméja ||A|| : R™ —> R akovetkez6 tulajdonsdgokkal rendelkezik:

D [4=0 = a=o,

iy |44 =]4]4], (2.6)
i) [A+B|<[A]+]B|,

) ||lAB|<|A]|B]-

Az utolsé két tulajdonsdgot akkor koveteljiik meg, ha a két matrix 6sszeadhat6 vagy 0sszeszorozhatd.
Mivel a vektorok specidlis matrixoknak tekinthetdk, minden matrixnorma meghatiroz egy vektor-
normdt, amelyet a matrixnormaval kompatibilis vektornormanak neveziink. Ez az 1t forditva is
bejarhatd, ugyanis minden vektornorma indukdl egy mdtrixnormdt a kovetkezdképpen:

4] = SUPM = supl|Ax], 2.7)
w0 x| e
ahol |||| vektornorma. Csak megjegyezziik, az altaldnosabb definicioban megengedhetd, hogy mas

normdk szerepeljenek a szdmldléban és a nevezdben. A (2.7) definicié egyenes kdvetkezménye

] < ]+ (238)

2.6. Tétel
Az indukalt matrixnorma eleget tesz a (2.6) feltételeknek.

Bizonyitds. Ad 1. A=0—||A|=0. [4|=0—Ax=0 Vx—-re—>A=0.



Ad 2. 24| = sup||24x| =|2]sup| Ax| =| 4| A].

Ixf=1 llel=1

Ad 3. | A+ B|=sup|[(A+ B)x|| < sup{||Ax| + | Bx]} <] A]|+| B].

I+=1 llel=1

Ad4. 3x,eR",

xl=1: |AB|=|ABx,| <[ Al Bx| <[ ]| 5]. =
2.7. Az indukalt matrixnormak meghatarozasa
p =1, oszlopnorma:

m
4, =max|[ e | =max 37 a, | (2.9)
m n n m
< =
_Zi=lzj'=l ainx.i‘ Zj:]‘x.i‘Ziﬂ
n m " z . 7 . ’ .
< (zjzl‘xj‘)max Zi:l‘aij‘ = maxHAejH1 . Ezt a fels6 korldtot valamely e, -ra el is éri, igy a maximumot

9 §)
talaltuk meg.

n
=1 %X

Lesyen o, =1, ekkor  Jax, =3, o

p =00, sornorma:

||A||m = II}%XHeiTAHm = H}%XHATeiHI = max 2::1‘“17" (2.10)

< max ijl‘aijuxj‘ < max Z';zl‘alj‘. Tegyiik fel, a

Legyen [ =1, ekkor || =max|3" a,x[<ma a

(@)

maximum a k -adik sorra kovetkezett be. Ekkor ||x||m =1 és ||Ax||°° éppen a megallapitott felsd korlat

az x= [x ; ] = [Ekj / ‘akj H vektorral, ahol a feliilvonds komplex konjugéltat jelol.

p =2, spektrdl norma:

4], = max (4, A7a)". .11
Ekkor a kdvetkez6 maximumot keressiik:
2 T AT
||A|| =max ||Ax||2 — max > A Ax.

2 T
2 | X

Az itt 14that6 hdnyados az A" A matrixra vonatkoz6 Rayleigh-hdnyados. Ha A" A egy sajdtvektora u,
A, sajtértékkel, akkor x =u, vélasztdssal a Rayleigh-hdnyados értéke éppen 4, lesz. Innen vildgos, a
Rayleigh hdnyados legnagyobb értéke legaldabb A

max

=max, 4, . Megmutatjuk, nagyobb értéke nem
lehet. Tudjuk, a szimmetrikus matrix sajatvektorai teljes ortonormalt rendszert alkotnak, igy barmely

x vektor kifejtheté x= Zj_:l a;u; alakban. Ezt helyettesitve a Rayleigh-hdnyadosba, a kiilonbségre
kapjuk:

1 x" A" Ax ) 21:1/11'0’,]2' _ 2_,-:1(’1max _ﬂ’j)ajz' >0
max T — Mnax n B - n > -
rx Z_j:laj z.jzlaj
ami mutatja, hogy a maximumot taldltuk meg.
2.8. A spektralsugar és az indukalt normak 6sszefliggése

Egy matrix spektrdl sugara alatt a kdvetkez6t értjiik:
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p(A)=max, |4, (A), (2.12)

ahol 4 (A) az A madtrix sajtértéke. Az ||A|| matrixnorma és az ||x|| vektornorma illeszkedo, ha

barmely x-re eleget tesznek a (2.8) dsszefiiggésnek. Ez utébbi definicié arra az esetre sz6l, amikor a
vektornorma nem kompatibilis, vagy a métrixnorma nem a vektornormdbdl indukdlt, mert kiilénben az
illeszkedés trividlis. Igaz az sszefliggés:

p(A)<||A]. (2.13)
ahol ||A|| tetszOleges norma, mert Au, =Au,, llu ll=1 mellett a vektorokra is ugyanazt a
matrixnormat alkalmazva
[l = 4| = A < Al | = 4] VR-ra.
A (2.13) relacio akkor is igaz, ha olyan matrixnormdnk van, ami csak négyzetes matrixokra van
definidlva. Ekkor az Au,u, = A u,u, kifejezést képezve lehet a bizonyitdst megismételni.
2.9. A linearis egyenletrendszer megoldasanak perturbacioi

Két esetet fogunk megvizsgélni. Az egyik, amikor az egyenletrendszer b jobboldalat perturbdljuk egy
kis ob vektorral, a masik, amikor az egyiitthatomatrix perturbacidjat vizsgaljuk.

Az els6 esetben A(x+ dx)=b+ db-bdl kovetkezik Adx=0Ib és illeszkedd normdk esetén kapjuk a
becslést:

ob|| [0x ob
AeTh A T e
Az eredeti és a perturbalt értékekre vonatkozé egyenletekbdl
b= Ax, Sx=A"'6b,
\! \
lel <, fox<]a” s

A kapott egyenldtlenségek azonos oldalait dsszeszorozva kapjuk (2.14) jobboldali Osszefiiggését. A
baloldalit ugyanigy kapjuk, csak a matrixot a masik oldalra rendezziik az indul6 egyenletekben:

x=A"b, Oob=Adx,
J J
<[4l o6 <[| Ao
2.9.1 Lemma.

Ha ||B|| <1, akkor I+ B invertdlhaté és indukdlt normdra érvényes

48y |<—

< (2.15)
1|

Az el6z0 szakaszban latott norma és spektrdl sugar Osszefiiggése szerint most B spektrdl sugara
kisebb 1-nél, igy minden sajatértéke is kisebb, azaz nem lehet I + B egyik sajatértéke sem O.

(1+B) =(I+B-B)(I+B) ' =1-B(I+B),

ahonnan H(I + B)flu <1+ ||B||H(I + B)flu , és dtrendezéssel kapjuk az 4llitast. m
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Ha az egyiitthatométrixot perturbdljuk JA-val: (A+JA)(x+6x)=b —(A+JA)dx=—-F0Ax —
— Ox=—(I+A"'6A)" A"'§Ax, innen kapjuk a becslést:

.
lA] 1-[a™s4|

o<l e+ asay - arlial ol @10

az utolsé 1épésben felhaszndltuk az el6bbi lemmat.

2.10. A matrix kondicioszama

Az elébbi becslések azt mutatjdk, hogy a megoldds relativ megvdltozdsa ardnyos a
cond(A) = ||A||”A’1H szdmmal, ezért ezt a szdmot a matrix kondiciészdmanak nevezziik. Szokds még a

K(A) jelolés haszndlata is. Ha az egyenletrendszer egyiitthatématrixdnak kondicidészdma nagy, akkor
az egyenletrendszert gyengén meghatdrozottnak nevezzik.

2.11. A relativ maradék

A ||5x||/ ||x|| szdm nem jellemzi a megold6 moédszer stabilitdsat, mert a megoldé6 moddszertdl
fiiggetleniil nagy lehet, ha cond(A) nagy. Erre a célra alkalmasabb a maradékvektor. Tegyiik fel, az x

kozelitd megoldast kaptuk, ekkor a maradékvektor: r=b— Ax, amit szokds még reziduum vektornak
is nevezni. A relativ maradékot a kovetkezd formuldval készitjiik:

I @17

T

A stabilitds inverz megfogalmazasa szerint a megoldé médszer stabil, ha a kapott eredmény egy kissé
perturbdlt kiindul6 eredményhez tartozik: (A+§A)¥=b, ahol |SA|/| Al kicsi.

Meg lehet mutatni: ha 77 nagy, ||5A||/||A|| is nagy. Ugyanis 0=b—(A+8A)X=r—JAx, ahonnan
||r||£||5A||||)E|| . Ezt n kifejezésébe rva

I|__loal
REENE
Masrészt, ha 7 kicsi, akkor 2-es normdban a matrix relativ megvaltozdsa is kicsi. Ugyanis JA -ra
megoldas
~T ~T
SA=2 mert b—| A+— |¥=b-AZ—r=0. (2.18)
% 'x
[oA], _ I,

Ekkor 2-es norméban HrchHz = ||r||2 H)?T “2 (1. 2.5 gyakorlat), s ezzel

4, lalL I,
2.12. Gyakorlatok
2.1. Mutassuk meg: indukalt normara ||I || =1.

2.2. Ha A invertalhato, akkor ||x|| A =||Ax|| is vektornorma.

2.3. A matrix kondiciészama indukalt normanal nem lehet kisebb 1-nél.

2.4. 2-es normandl az ortogondlis vagy unitér matrixok kondiciészdma 1.
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2.

W

e, =l el o™, =Nl ... "] =Nl -

2.6. U'U =1 (ortogondlis) —||AU||, =||4], -

27 [lA|-1Bl| <[4+ B].

2 31
28. A={_4 R J, lal, =7 (Al =2 4], =2
29. | Al <Al 4] -

172
2.10.Frobenius-norma: ||A|| P [Z‘Qij‘zj = \/ tr(ATA) = \/ tr(AAT) . Igazoljuk, ez is matrixnorma, de
iJ
nem indukdlt norma, ||I || = ? ||Ax||2 < ||A|| F ||x||2 . (A 2-es normdval illeszkedd matrixnorma.)

2.11.A= A", akkor ||A||2 = p(A) = spektrdl sugir, azaz szimmetrikus matrixokra a spektrdlnorma a

minimalis norma. (|| . ||2 = spektrdl norma).
2.12.U"U =1 (ortogondlis) —||AU|,. =|A] .-
2.13.|AB||, =|BA|,.ha A= A" és B=B".

2.14. cond, (A" A) = cond;(A).
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3. A numerikus linearis algebra egyszerii transzformacioi

3.1. Jelblések

A maétrixokat latin nagybetlikkel: A,B,C,... a vektorokat latin kisbetlikkel: a,b,c,... jeloljik, kivéve
az i,j,k,l,m,n betliiket, amelyeket indexekben fogunk haszndlni. A skaldrokra gordg kisbetiiket
alkalmazunk. Ha az A midtrixot az a,,a,,... oszlopvektorokbdl éllitjuk dssze, akkor ezt igy jeloljiik:
A=[aa,...a,]. A métrix egy masik megaddsi formdja A=[a;], ekkor az jj -edik elemet adjuk meg

altalanosan. Az n-edrendii egységmitrix [, =[eje,...e,], amely az e,e,,...,e, Descartes-

egységvektorokat tartalmazza az oszlopaiban. A transzponalt jelolése: a’, komplex esetben a

transzponalt konjugalt jelolése a .

3.2. A matrixok szorzasa
Az A=[a;le R™" B=[b; e R™ mitrixok osszeszorzdsinak eredménye a C=AB=[c;]=

:[Z';:la,-jbjk}e R™! matrix. A vektorok egy sorbol vagy oszlopbdl all6 specidlis matrixoknak

tekinthetdk, szorzasuk nem jelent djat. Az alkalmazasokban megkiilonboztetjilk a vektorok kétféle
szorzasi médjat. Az egyik a skaldris szorzat, példaul a’ b, amelynek eredménye egy skalr. A masik a

diadikus szorzat, példaul ab’, az eredmény egy l-rangi matrix. Vegyiik észre, az els6 esetben
sziikséges, hogy a vektorok hossza azonos legyen, a masodik esetben nem.

3.1 Gyakorlat. Trjunk fel egy diddot. Indokoljuk meg, hogy a rangja tényleg 1. Hogyan egyszeriibb egy

vektort didddal szorozni? a) Képezziik A=ab’ -t, majd Ax-et. b) Elészor kiszdmitjuk b' x -et és ezzel
a skaldrral szorozzuk az a vektort.

A tovabbiakban ratériink specidlis métrixok ismertetésére.

3.3. Permutacio-matrix

Ugy kapjuk, ha az egységmétrix sorait vagy oszlopait permutdljuk, emiatt minden sor és oszlopban
csak egy 1-es fordulhat eld, a tobbi elem 0. Az dbrdzolasukhoz nem sziikséges a mdtrixot kitolteni,
elég egy egész (szdmokbdl 4116) vektor.

Tegyiik fel, egy matrix sorait cserélgetjiik és ezt szeretnénk egy vektorban feljegyezni, ami a
permuticidmatrixot reprezentdlja. Kezdetben a vektor k -adik eleme legyen egyenld k -val. A cserék
sordn ennek a vektornak az elemeit cserélgessiik ugyandgy, mint a madtrix sorait (mintha
oszlopvektorként a matrixhoz csatoltuk volna). Igy a végén mindegyik sorrél meg tudjuk allapitani,
hogy hova keriilt. Ha példaul az elsd elem 5-0s, akkor ez azt jelenti, hogy az 6todik sor az elsébe
keriilt.

3.2 Gyakorlat. Tekintsiik a I1=[e,,¢,,e,,e,] permuticié-matrixot és ellendrizziik, hogy az inverze a

transzpondltja! Ezt a tényt dltaldnosan bizonyitsuk be! Hogyan taroljuk a fenti matrixot egy 4-elemil
vektorban?

3.4. Diaddal modositott egységmatrix

A numerikus linedris algebrdban kiilondsen fontos szerepet jatszanak az olyan egyszerli métrixok,
amelyek az egységmadtrixtdl csak egy diddban kiilonboznek:

F=1I1+ab" (3.1)
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Segitségiikkel a kiilonféle linedris algebrai transzformdciok egyszerlien végezhetdk, a benniik szerepld
a és b vektorok megvalasztisa mindig az elérendd céltdl fiigg.

Ennek a mitrixnak az inverze konnyen meghatdrozhat6. Feltételezve, hogy F~'=1+aab", az
FF™' =1 bsszefiiggésbdl adédik: @ =—1/(1+b"a), igy
ab”

_1+bTa'

F'=1] (3.2)

Az inverz nem létezik, ha 1+bTa=0, ebbdl mar sejthetjilk, hogy a nevezd nem mads, mint F
determinansa.

3.5. Példa
Ha az egységmatrixbdl kivessziik az i -edik oszlopot és a helyére betessziik az a vektort:
F=I+(a—¢e)e .
Az inverze:
Flog_ (a—e)e - (a—e)e’
l+e (a—e,) e a
Az ilyen tipust métrixok fontosak a linedris egyenletrendszer-megoldé algoritmusoknal.

3.3 Gyakorlat. Ellenérizziik: F'a=e,.

3.6. Példa

A kovetkezd muveletet végezziik: az A matrix i -edik oszlopat « -val szorozzuk és hozzdadjuk a & -
adik oszlopédhoz. Irjuk fel azt a matrixot, amellyel szorozva A -t, pont ez torténik!

Megoldds. A+aAee, = A(l +aee, ).

3.4 Gyakorlat. Az elébb kapott Osszefiiggés segitségével bizonyitsuk be, hogy a matrix determindnsa
nem valtozik, ha egy oszlopdnak szamszorosdt egy madsik oszlopdhoz hozzdadjuk. Hasznaljuk fel a
szorzatmdtrix determindnsdra tanultakat!

3.7. Példa

Igazoljuk, hogy az ‘I + abT‘ determindns egyenld 1+ 5" a -val!

Megoldds. Feltessziik, az a és b vektorok egyike sem zérus, mert kiilonben a feladat trividlis volna.
Legyen az a vektor i-edik eleme ¢/ a=a, #0, és tekintsik az I —(a/a, —e,)e; matrixot. Ennek

minden 4tléeleme 1 és az i-edik oszlopdban vannak még nemzérus elemek. De ezeket a nemzérus
elemeket az i-edik sor valamely szdmszorosanak hozzdaddsaval ki lehet nulldzni, ebbdl kovetkezik,

hogy a determindnsa 1. Most szorozzuk az I+ab’ métrixot balrél I—(a/a,—e,)e! -vel. Ez az
a vektort az a,e, vektorba viszi, igy az eredmény: [ —(a/a, —e,)e] +aeb’ , amely mér csak az i-
edik sordban és oszlopdban kiilonbozik az egységmatrixtél. Most szorozzuk a kapott matrix k -adik
oszlopét a, / a, -vel és adjuk hozzd a i -edik (i # k) oszlophoz (1d. 3.6 Példa):

a a a—a.e
[1—(——el.)el.T +a,.el.ij[I +—"ekel.TJ=I—(—k k —el}el.T +aeb +abee .
a a a,

1 1 1

Mint latjuk, az a vektor k -adik eleme kinullazédott, és az i -edik atléelem 1+a,b, +a, b, lett. Ezt a

miveletet minden k #1i -re végrehajtva az a/a, vektor minden 4tl6n kiviili eleme kinulldzédik, az i -
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edik 4tléelem 1+b"a, a tobbi pedig 1-gyel egyenld. A kovetkezd fazisban az e/, k#i

sorvektorokkal az a,eb’ sorvektor nemdiagondlis elemeit a determindns megvaltozdsa nélkiil
kinulldzhatjuk.

3.8. Diadésszegek, kifejtéesek

Az n-edrendil egységmatrix felirhat6é diddosszegként: [, = :1:1 e,e] . Ha ezt befrjuk két métrix kozé,

akkor a szorzatmatrix diddosszeg-eldéllitasat kapjuk:
_\" r
AB=) " Acel B,
A oszlopai és B sorai képezik a diddokat, i -edik oszlop és i -edik sor.

3.5 Gyakorlat: Trjuk ki ADB diddosszeg elddllitasat, ahol D =[d.5,] diagondlmatrix, (csak a f6atlo

177
elemei nemzérusok).

Tudjuk, az n-edrendli x vektor elddllitisa az egységvektorok segitségével xzz;ei(ef x). Az
el6dllitds hasonlé a {g;}!, ortonormélt vektorrendszerrel. Ugyanis vezessiik be a Q=[qq,...q,]

métrixot. Ekkor Q"Q=1=0Q" az ortonormaltsig miatt, tehat irhaté x=QQ" x = Z; q.(q/ x). Az

ilyen tulajdonsdgi Q matrixokat ortogondlis (komplex megfeleldje: unitér) métrixoknak nevezziik.

3.9. Definicio

Az {a}., és {b}., rendszerek biortogondlis vektorrendszert alkotnak, ha a/b, =0,

s 0 #0

teljesiil barmely indexre. Ha n a vektorok dimenzidja, akkor a rendszer teljes.

3.6 Gyakorlat. Az elébbi vektorokat gyljtsik az A=[q,,a,,...,a,] és B=[b,b,,...,b,] matrixba.

Ellendrizziik, hogy A’B diagondlmdtrix! Ekkor az x vektor hogyan éllithaté elé az a, vektorok

linedris kombinaciGjaként? Es hogyan fejthetd ki a b, vektorok segitségével?

3.10. Tétel, matrix egyszerii szorzatokra bontasa

Minden nemszinguldris Ae R™ madtrix felirhaté n egyszerii matrix szorzataként, ahol egy tényezd

egy permuticiobol és egy I +(a; —¢; )e,-T tipust tagbdl 4ll. A permutdcidra nincs mindig sziikség.

Bizonyitds. Megadjuk az eljarast. Az els6 lépésben vizsgdljuk meg az A matrix elsd oszlopat. Ha az
elsd elem a,, = e Ae, 0, akkor sorcserére nincs sziikség. Ha az elsé elem zérus, akkor az oszlopban

keresiink egy nemzérus elemet, majd ennek a sorat felcseréljiik az elsd sorral. Ha az oszlop minden
eleme z€rus volna, akkor nem lenne invertdlhat6 a métrix. Az elsd permutécié matrixot jeliiljik IT,-

gyel és legyen A =I1,A.

Most szorozzuk A, -et a T, =1—(Ae, —e,)e] /e] Aje, mitrixszal. Tudjuk, ennek eredményeként az
els6 oszlop e, -be megy 4t és T, ' =1+ (Ae, —e el . A masodik 1épésben hasonléan jarunk el T4,
mdsodik oszlopédval: A, =II,7}A; olyan matrix lesz, ahol a 22-es pozicién nemzérus elem van. Igy a
T, =1—(Ase, —e,)es | ey Ase, mitrixszal szorozva a masodik oszlopot az e, vektorba vissziik.
Vegyiik észre, T, az e, vektort helyben hagyja.

Hasonl6an folytatva, az i -edik 1épésben A; =I1,7;_A;_; olyan mdtrix, ahol az ii poziciéban nemzérus
all. (Ha az i-edik oszlop zérus volna, ismét ellentmondasba keriilnénk azzal a feltevéssel, hogy a

matrix nemszingularis.) Ekkor a T, =1 —(A¢; —el-)eiT / eiT A,e; matrixszal szorozva kapunk e; -t az i -
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edik oszlopban és az eddig elkésziilt kisebb indexii egységvektorok sem romlottak el. A n-edik 1épés
utdn egységmatrixot kapunk, tehat végeredményben a matrix inverzével szoroztunk. A szorzatokat
Osszegylijtve:

07,7 maT . T = AL

Figyeljiikk meg, Ti_1 megadasahoz elég, ha az i indexet és a benne szerepld a; =Ae; vektort
ismerjiik.

3.11. Haromszbégmatrixok szorzatokra bontasa

Az L mitrixot als6 haromszogmatrixnak nevezziik, ha a féatl6 feletti elemei mind zérust
tartalmaznak. Hasonl6an az U matrix fels6 hdromszog matrix, ha a f64tl6 alatti elemek zérusok. A
haromszogmatrixok szorzatokra bontdsa kiilondsen egyszerii. Az el6bbi tételt alkalmazva azonnal
adddik az n-edrendli L als6é haromszogmatrix szorzat-eldéllitdsa:

L=(I+(L-Dee] )(I+(L-Deye} )...(I+(L-De,el ),

ami tomoren igy is frhat6

L=T (I+(L-Dee!),

i=1

ha megjegyezziik, hogy a tényezdk novekvd indexek szerint mindig balrdl jobbra haladva franddk. A
kifejezést kozvetleniil is igazolhatjuk a j-edik oszlop meghatarozasaval. Jobbrol az e; vektorral

szorozva az elsé e; vektortol kiilonbozé eredményii szorzat e; + Le, —e; = Le; az L matrix j-edik

oszlopa. A tobbi szorzatban 1év8 e , k< j vektorral ennek a skaldris szorzata zérus, emiatt a
végeredmény Le; . Felirhat6 a sorvektorokkal is a szorzatokra bontds:

L:In](1+e,.e,T(L—1)).

Ellendrizziik, hogy ennek a j-edik sora visszaadja L j-edik sorat!

A U fels6 haromszogmatrixra vonatkoz6 hasonlé 6sszefiiggések:

1

U= ][] (I+@W-Dee)= ﬁ (I+eef U-D),

i=n (=1) i=n (-1)

ahol a tényezdk balrdl jobbra az indexek szerint csokkend sorrendben frandék.

3.12. Vetitématrixok
Tekintsiik a
P=I—-ab" 3.3)

métrixot, ahol b"a =1. Ennek determinénsa 0, igy az inverze nem létezik. Van azonban egy érdekes
tulajdonsdga: dnmagdval szorozva visszaadja sajat magét:

(1-ab")(I-ab")=1-2ab" +ab"ab" =1-ab".

Az P’ =P feltételt kielégitd matrixokat vetitd-

madtrixoknak vagy projektoroknak nevezzik.

Ha a=b, akkor a matrix szimmetrikus. A
szimmetrikus vetitdmadtrixok ortogondlis vetitok,
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mert egy altérre merdleges vetitést valdsitanak
meg. Ha a ésb nem egyirdnyd, akkor ferde
vetitésrol beszéliink. Szokds még a projektorokat
idempotens  matrixoknak nevezni arra a
tulajdonsagukra utalva, hogy a matrix minden
hatvdnya o©nmaga. Vegyilkk észre, (3.3)-bol:

Pa=0 és b'P=0.

Az 1. 4bra azt szemlélteti, a (3.3) projektor hogy
vetiti az x és y vektort az a irdny mentén a b

normdlist sikba, amely 4thalad az origén. Ha a
irdnya megegyezne b irdnydval, akkor a sikba
vetités merdlegesen torténne.

3.7 Gyakorlat. Ellendrizziik: ha P projektor, akkor I — P is az.

3.8 Gyakorlat. Egy sik normdlvektora s, egyenlete s’ x=0 . Legyen a vetitématrix P=1—ss" /s's .
Mutassuk meg, a tér barmely y vektordraa Py+os/s's miivelet egy sikbeli vektort 4llit eld.

3.9 Gyakorlat. Mutassuk meg, az eldbbi P matrixszal Py L s. Adjuk meg a Py+os/s’s vektort és
az y vektort 6sszekoto vektort!

3.13. Involutorius matrixok
Az A mitrixot involutériusnak nevezziik, ha eleget tesz az A* =1 6sszefiiggésnek. Minden projektor
A=1-2P alakban meghatdroz egy involutdrius métrixot:
(I-2P)I-2P)=1-4P+4P=1,
és minden involutérius matrix (/ — A)/2 alakban meghatdroz egy projektort:
(I-A)I-A)/4=21-2A)/4=(1—-A)/2.
Innen lathatd, 1-nél nagyobb méretii egységmatrixbdl végtelen sokféleképp lehet gyokst vonni.

3.10 Gyakorlat. 1gazoljuk, hogy a J =[e.e, ,...e,] mdtrix, ahol az egységmadtrix oszlopai forditott

sorrendben vannak felsorolva, involutérius matrix. Milyen projektort hatiroz meg ez a métrix, ha
n=2,3?

Az ab” /b"a, b" a#0 projektorral a kovetkezd involutérius matrixot készithetjiik: I —2ab’ /b"a. Az
1.4brdbol megéllapithatjuk, hogy ez a matrix a » normdlisu sikra val6 ,ferde” tiikrozést végzi, ami
annyit jelent, hogy az a irdny mentén eljutunk a sikig, majd azt keresztezve ugyanakkora tdvolsdgot
tesziink meg a tiloldalon. A tiikr6zés akkor merdleges a sikra, ha a=»5.

3.11 Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy az I—2(x—y)(x—y) /(x—y) (x—y) mitrix az x és vy

vektorokat egymadsba tiikrozi, ha azok kiilonbozdek és Xx=yly.

3.12 Gyakorlat. Az elobbi tiikkr6z6 matrixszal lehetdségiink van arra, hogy az x vektort az y =*ov¢,

vektorba tiikrozziik, ahol o =x"x. Hogyan vilasszuk meg o el6jelét ahhoz, hogy a kivondsi
jegyveszteséget biztosan elkeriiljiik?

3.14. Blokk matrixok

A matrixokat nemcsak skaldr elemekbdl rakhatjuk Ossze, hanem kisebb méretli matrixokbdl is. Az
ilyen matrix elemeit blokkoknak nevezziik, ha pedig egy matrixot kisebb matrixokra bontunk, akkor a
matrixot blokkositjuk. A blokkositds torténhet a kovetkezOképp: Az egységmatrixot az oszlopok
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mentén felszeleteljik k részre: I=[E E,,...,E ]. Ha a sorokat ugyanilyen médon osztjuk fel
blokkokra, akkor az ij -edik blokk A, = E/ AE ; €s a matrix:

A, A, LA
.
A, A, ... A,

3.13 Gyakorlat. Legyen F=1+UV", U és V nxl-es matrixok, azaz [ <n oszlopbdl dllnak. Ha a
kijelslt inverz létezik, ellendrizziik: F~' =1-U(I,+V'U)'V", ahol I, IxI -es egységmatrix.

4. Matrixok LU-felbontasa, Gauss-Jordan algoritmus

Az LU-felbontds nem mas, mint a Gauss-eliminacié olyan atrendezése, ahol a részleteredményeket is
elrakjuk. Ez tgy torténik, hogy az A matrixot felbontjuk egy L alsé ésegy U fels6 hdromszdogmatrix
szorzatara.

4.1. Tétel, LU-felbontas.

Ha Ae R™" nemszinguldris métrix, akkor a sorai mindig atrendezhetk egy P permutécié-matrixszal
PA -ba tgy, hogy az felbonthaté egy L alsé és U fels6 haromszdgmatrix szorzatdra. PA felbontasa
egyértelmil, ha L atléelemeit 1-nek vélasztjuk.

Bizonyitds. Tekintsik A elsd oszlopat. Ha a;; zérus, akkor keressiink az oszlopban egy nemzérus
elemet és sorcserével mozgassuk az els6 sorba. A tovdbbiakban feltessziik, hogy a;, #0. Ekkor
szorozzuk A-t az L'=1-(Ae /a,, —e)e] mitrixszal! A 3.7 példdban ldttuk, ennek a matrixnak

determindnsa és minden atléeleme 1, kovetkezik, hogy az inverzét tigy kapjuk, ha a benne szerepld
diadot pozitiv elgjellel vessziik. A szorzas eredményeként az Ae; oszlopvektor

(I —(Ae, /ay, —el)eIT )Ae1 =Ae, — Ae, +a, e, =a, e 4.1)
-be megy 4t, tehit
all %k %
0 * ... *
L'a=| . 7| (4.2)
0 k k

ahol a * egységesen nemzérus matrixelemeket jelol. Latjuk, a fels6 haromszogmatrix elsé oszlopa
megjelent. L, =1+ (Ae,/a, —e)e/ pedig a LU-felbontdsban szerepld L matrix els§ szozéja, ahonnan
kiolvashatjuk L elsd oszlopvektorat: Ae, /a,, -et.

A miésodik 1épésben ugyanezt ismételjik meg a kapott matrix jobb alsé (n—1)x(n—1)-es blokkjara,
ahol az els6 1épés valamely nemzérus elemnek a 2,2 poziciéba mozgatdsa, ha sziikséges:

a ® o, 0k

o [/ ... =
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igy L maésodik oszlopdban az elsd elem 0, a mésodik elem 1. Az eljdrast hasonldan folytatva végiil

* “ee *
L=LL,..L ,, U=L'L',  L'PA= L (4.3)
k

Ha az Ax=b egyenletrendszert oldjuk meg, akkor a b vektort célszerli az A matrix mellé venni:
[A,b], mert b-re is ugyanazok a transzformdaciok hatnak. Péld4ul legyen az egyenletrendszer:

2 0 3 -1
-4 5 2|x=|3
6 -5 4 -3

Vegyiik észre, az L' -gyel valé szorzds a matrix elsd sordt nem valtoztatjia meg: e/ L' =e/ . A jobb

als6 (n—1)-edrendii blokkban pedig a kovetkezdket kell szamitani, k,i >1:

Ae a.a a.

T 1 T _ i1k _ il

e |I—|——e |e |Ae, =a, ———=aqa, —| — |a,,.
ap a, ap

Ez mutatja, hogy az A —?—jlef A diddot kell szdmitanunk a jobb alsé (n—1)-edrendii blokkra. Az
1 A€
ebben szerepld oszlopvektor éppen L, elsd oszlopa, igy célszerlien a kdvetkezOképpen jdrhatunk el:

kijeloljiik a féelemet, vele leosztjuk az alatta 1évd oszlopelemeket, a sajat sordt pedig véltozatlanul
atmasoljuk. A matrix tobbi részében ebbdl a sorbdl és oszlopbdl készitett diddot vonjuk le:

2 0 3 -1 [[2] o 3 -1] [2 0 3 -l
4 5 2 3|52 5 4 1|25 4 1

6 -5 4 -3 3 -5 -5 0 3 -1 -1 1
1 2 0 3
L=|-2 1 , U= 5 4|
3 -1 1 -1

T

A végén még megoldandé Ux=[-1 1 1]", alulrdl felfelé megoldva x=[1 1 -1]".

4.1 Gyakorlat. Oldjuk meg LU-felbontassal a kovetkezd egyenletrendszert:

2 2 3 1
4 3 T|x=|5
6 7 5 -3

4.2. Az LU-felbontas miiveletigénye.

Az elsé 1épésben az oszlopvektor leosztdsa n—1 osztds, a didd levondsa (n—1)° szorzdst és

Osszeaddst igényel. Az aritmetikai miiveletek mindegyike ugyanannyi idejlinek szamit, emiatt az elsd
1épés miiveletigénye: (n—1)(2n—1) flop (= floating point operation, magyarul: lebeg6pontos

miivelet). A kovetkez 1€pés igénye (n—2)(2n—3) flop, igy a teljes miiveletigény ZZ:(k -2k -1)

flop. Ezt tgy kozelitjiik, hogy a legmagasabb foki tagot integrdljuk 0-t61 n-ig: 2n’/3. A korrekci6s
tagok n kisebb hatvanyai, nem hatarozzuk meg Oket, mert a legmagasabbfoku tag a domindns.
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4.2 Gyakorlat. Mennyi Ax, LUx, U~'L'x miiveletigénye? Az utolsé péld4ndl alkalmazzuk a 2.11
szakaszban megismert faktorizacids osszefiiggéseket!

4.3. Blokk LU-felbontas

Néha célszert a felbontdst — vagy a matrix invertdlasat — blokkositott formaban végezni. Tipikusan ez
a helyzet akkor, amikor az egyik elkiilonitett blokk egyszerlien invertdlhatd, példaul azért mert
egységmatrix, vagy also ill. fels6 haromszogmatrix. Mi most a blokk LU -felbontdst a 2x2 -es esetben
fogjuk megnézni. A fdelem ilyenkor blokk, amelyrdl fel kell tételezniink, hogy létezik az inverze.

Legyen az egységmatrix egy felosztasa [ =[E,E,], A;= EI.TAEJ., ekkor az L métrix a (4.1)-ben
lathaté L, matrix blokkos megfeleldje (1d. még 3.13 Gyakorlat)

L=I1-(AEA] -E)E/ (4.4)

és a matrix blokkos felbontasa a kovetkezo:

A, A ahole{ 1, 0} U=|:All A } (4.5)
AzlA;1 A22_A21A1711A12 ’ A21A1_11 12 ’ 0 A22_A21A1711A12

4.4. Schur-komplemens.

A felbontds jobb alsé sarkdban megjelent mdtrixot az A matrix A -re vonatkozd Schur-
komplemensének nevezziik és jeldlése: (A| A“):A22 — A, A A, . Természetesen létezik az A,,-re

vonatkoz6 Schur-komplemens is. Ez az el6bbibdl tigy jon 1étre, hogy az 1 <> 2 indexcserét elvégezziik.
4.5. Particionalt inverz

A (4.5) felbontds alapjan frhatjuk:
I

A=|: 1 0:| A A, :[ I 0} A, |:I1 A1_11A12:|
A21A1_11 I, 0 (A|A11) AQIAI_II I, (A|A11) 0 I, ’

-1
I —A7A ] An I 0

A :{ 1 11 12} L { 1 L } (4.6)
0 12 (A‘All) _A21A11 Iz

A diadosszeg kifejtés blokkos alakjat felhaszndlva (1d. 3.5 Gyakorlat) ez még a két blokk-oszlop és
blokk-sor alapjan kifejthet6 az

LAY 0] [-AlA _ _
Al{(l)l 0}{ 111 ‘ﬂ(A‘AH)I[—AﬂAHl 1] (4.7)
2

ahonnan

alakban.

451 Feladatok

1. A 3.13 Gyakorlat alapjan mutassuk meg, hogy a (4.4) matrix inverze ugy készithetd, hogy a 21-es
blokk negativjat vessziik. A fels6 hdromszogmaétrixra vonatkozé eredmény innen transzpondldssal
szarmaztathato.
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2. L, als6 hdromszdgmadtrix, amelyet alul kiegészitiink egy blokk-sorral [L21 L22] nagyobb méretii

alsé haromszogmatrixra. Mutasssuk meg, hogyha a diagonalblokkok invertdlhatok, akkor particionalt
inverz formulédval a kiegészitett matrix inverze

-1 -1

|:L11 :| — 11
-1 -1 -1
Ly Ly —L)LyL! L)

4.6. A Gauss-Jordan modszer az inverz matrix kiszamitasara

Lattuk, minden maétrix, amelynek van inverze, egyszerli matrixok szorzatdra bonthatd, ahol az n
mivelet mindegyike tartalmaz egy sorcserét — ha sziikséges, és egy didddal mobdositott
egységmadtrixszal valé szorzast. Egy ilyen miiveletsorozattal a matrix az egységmatrixba

transzformalhatd. Kézenfekvd az otlet: a matrixhoz hozzairjuk az egységmatrixot: A —>[A,I ] és a

kibdvitett matrixra alkalmazzuk a transzformacié-sorozatot: [TA,T]=[1,T]. Vilagos, T = A7l

Ez a médszer alkalmas linedris egyenletrendszer megolddsdra is, de a miiveletszdmlalds azt mutatja,
hogy az LU -felbontds eldnydsebb. Ha azonban a matrix inverzét akarjuk eldallitani, akkor a
miiveletigény ugyanakkora, sot lehetdség van arra, hogy a métrixot helyben invertaljuk.

Tegyiik fel, az i-edik lépésben A; madr olyan, hogy a sorcserét végrehajtottuk, ha kellett. Az i-edik
SZOrzas:

T T
(1_ Ae; —e¢ e'TJA' _ 4 _Aee 4 4 S 4
T i T T :
e Ae; e A, e Ag
Itt jobb oldalon az els6 két tag azt a didd-levondst jelenti, amit mar megismertiink. Az LU -
felbontdshoz képest azonban eltérés, hogy az i-edik sor és oszlop kivételével minden teriiletre kell

alkalmaznunk. Az harmadik tag azt mutatja, hogy az i -edik sort a féelemmel kell osztani, az els6é két
tagbdl szarmaz¢ i -edik sor ugyanis zérus.

01 1
Az elmondottakat egy példan szemléltetjiik. Invertdlandé a |1 2 3| matrix. A kibdvitett matrixban
1 36
az elso 1épés egy sorcsere:
011100 23010T1
1 23 010|112 011100
sorcsere
1 36 001 1 3600 1

Az elsd transzformacids 1épésben az els6 oszlop dtmegy e, -be, az elso sort végigosztjuk a foelemmel,
a tobbi helyen pedig végrehajtjuk az elsd didd levonasat:

123010”101—210”100—3/23/2—1/2
>0l 11 00 >j01 1 1 00 —>[010 32 12 -1/2].
01 30 -1 1 00 2 -1 11 0 0 1 =1/2 -1/2 1/2

Az utolso Iépésben az indulé egységmatrix helyén megjelent az inverz.

A Lhelyben” invertdldshoz azt kell észrevenniink, hogy minden Iépésben Osszegyiijthetd egy
egységmatrix a kibOvitett matrixbol. Ezt sziikségtelen tdrolni. A jobboldali 3x 3-as teriileten minden
1épésben egy uj vektor jelenik meg, a bal oldali 3 3-as teriileten pedig a tdvozd vektor helyére egy
egységvektor 1ép be. A ,,tomor” algoritmusban a jobb oldalon belépd 1ij vektort beirjuk a bal oldalon
belépd egységvektor helyére. Az i -edik egységvektor helyén a jobb oldalrdl szdrmazé 1j vektor
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elAe el Ae, | —d1al, j#i

Ez fog étkeriilni a bal oldalon az i -edik oszlopba. Igy a tomér algoritmusban a féelem helyére annak
reciproka kerill, az oszlop tobbi eleme pedig negativ eldjelet kap és osztéddik a féelemmel. A
levonandé diad kezelése ugyanaz, mint kordbban. A bekeretezett elem jeloli ki azt a diddot (sor,
oszlop), amelybdl a levonandé diddot képezziik. Tehét a tomor algoritmus:

(I—meT]e. —e _M:{llefAiei, j=i,

0 1 1] 12 2 3 1 23 1 =2 1

sorcsere Trl Tr2 Tr3
123 > |01 1|>1]0 1l>]0 1 1]>
1 36 1 36 -1 1 3 -1 -1

32 -312 -172 ogzlﬁ)zgere -3/2 32 -172

- |12 32 -172 - 32 172 -172
-12 -112 172 -172 -172 172

A kezdeti sorcsere miatt nem az eredeti, hanem a IIA métrixot invertdltuk, ahol Il permuticié-
métrix. Ennek az inverze A™'TI”, mert 1T =T1" . Igy a kapott eredményt még szoroznunk kellett
jobbrél TT” -vel, ami itt az 1 <> 2 oszlopcserét jelenti.

4.4 Gyakorlat. Mi a Gauss-Jordan invertdlé médszer miiveletigényében a dominans tag?
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5. Az LU-felbontas tulajdonsagai, specialis inverzek

5.1. Szimetrikus pozitiv definit matrixok

Egy valés szimmetrikus A matrixot pozitiv definitnek neveziink, ha x" Ax >0 teljesiil minden x #0
vektorra. Pozitiv szemidefinit a métrix, ha csak x'Ax>0 teljesiil. A negativ definit és negativ

szemidefinit tulajdonsdgot hasonloképp értelmezziik, ha x"Ax<0 vagy x'Ax<0 valamelyike
teljesiil. Indefinit esetben a belsd szorzat negativ és pozitiv értékeket egyarant felvehet.

A pozitiv definit tulajdonsdgnak adhaté6 még két masik ekvivalens definicidja. Az egyik szerint ekkor
a matrix minden sajatértéke pozitiv, a masik szerint pedig a bal felsdé sarok aldetermindnsok
(féminorok) mind pozitivak. Szemidefinit matrixnak van zérus sajatértéke és zérus értékii sarok
aldetermindnsa.

A nemszimmetrikus métrixot pozitiv definitnek mondjuk, ha a szimmetrikus része pozitiv definit. A
mdétrix szimmetrikus része A, =(A+ A")/2 és az antiszimmetrikus része A_=(A-A")/2,

A=A, _+A_. Vegyik észre, az antiszimmetrikus részhez tartozé belsd szorzat x' A_x mindig zérus.
Ha x-et e -nek vélasztjuk, akkor a definiciébdl kovetkezik, hogy valés szimmetrikus pozitiv definit

matrixra a, >0 minden i-re, x=¢, te; esetén pedig a, +a,; £2a; >0 -nak kell teljesiilnie. Ezek az

egyszerl feltételek néha hasznosak annak gyors eldontésében, hogy a matrix egyaltalan lehet-e pozitiv
definit. Példaul, ha a matrix foatlo-beli elemei mind 0-k és a foatlon kiviili elemek kozott vannak
nemzérus elemek, akkor rogton 4llithatd, hogy a matrix indefinit.

5.1.1 Tétel, elegendd feltétel pozitiv definitségre.
Ha A=V'V alakban el8llithat6, ahol V oszlopai linedrisan fiiggetlenek, akkor A pozitiv definit.

Bizonyitds. A definicié alapjan minden nemzérus x-re x’ Ax=x"V'Vx= ||Vx||§ >0 mert Vx#0,ha V

oszlopai linedrisan fiiggetlenek. m

5.1.2 Tétel, a pozitiv definitség megdérzédik az LU-felbontasban.

Pozitiv definit A matrix LU-felbontdsa meg0rzi a pozitv definitséget, mas széval: minden 1épés utan a
visszamaradd jobb alsé blokk pozitiv definit marad. Az 4llitds blokk LU-felbontéskor is igaz.

Bizonyitds. Legyen A blokkos alakja

Ay Ap -
AZ{A A (A|A11):A22—A21A111A12’
21 22

ahol a blokk LU-felbontds egy 1épése utén visszamaradé blokk az (Al A;;) Schur-komplemens. Azt
kell igazolni, hogy tetszoleges nemzérus x, vektorra sz (A1A)x, >0. Az éllitdst azzal bizonyitjuk,
hogy megmutatjuk: létezik egy kiegészitett x' = (xlT ,sz ) vektor, amelyre x' Ax=x] (A1A))x,.
Ehhez valasszuk x; -et gy, hogy szorzaskor az elsd blokk-sor zérust adjon: A, x; + Aj,x, =0. Ezzel
0
Ay + Ay,

Megjegyzés. Ugyanigy lathatd be, hogy a felbontds sordn a pozitiv szemidefinitség is megdérzodik.

x==AAx, é 0<xAx=[x x] ]{ }:;c; (A, —A,A'A)x,. =
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5.1.8 Tétel, pozitiv szemidefinit matrix felbonthatdésaga.

Ha A pozitiv szemidefinit, akkor A= LL" alakban elé4llithato.

Bizonyitds. Lattuk, A féatlgjaban csak nemnegativ elemek lehetnek. Ha a,, >0, akkor készitsiik el a
kovetkezo

3 Aee! A

, 5.1
e/ Ae, G-

A=A
matrixot, amelyrdl tudjuk, hogy az elsé sora és oszlopa zérus. Vdlasszuk L elsé oszlopdnak
Le, = Ae,/\/a,, -et, ezzel A,=A—Lee| L.

Ha az els6 diagondlelem zérus, akkor ugyanazon sor és oszlop cseréjével mozgassunk egy nemzérus
diagondlelemet az 1,1 poziciéba és ugyanigy jarjunk el.

Folytassuk az eljardrast a megmarad6 1-gyel kisebb méretli jobb alsé blokkal mindaddig, ameddig
taldlunk pozitiv diagondlelemet. Minden 1épésben az L matrix egy tjabb oszlopat nyerjiik. Ha olyan
helyzethez értiink, ahol a megmaradt jobb alsé blokkban minden diagondlelem zérus, akkor a teljes
blokknak zérusnak kell lennie, mert ha nem igy volna, akkor a megmaradé blokk indefnit volna az
5.1.1 Tétel elott tett megjegyzés szerint és ez ellentmondana annak, hogy a szemidefinitség megmarad.
Vegyiik észre, az alkalmazott sor-oszlop cserék a felbontist csak annyiban befolydsoljak, hogy
P"AP = LI" -et kellett volna irnunk, - P permutdcié matrix -, de ez atrendezhetd az A= LI alakba,
ahol L=PL. m

Szimmetrikus, pozitiv definit métrixra az A= LL" felbontdst Cholesky-felbontdsnak nevezzik. Itt
most L féatljdban nem 1-esek dllnak, mert példdul Le, = Ae, /+/a,, els6 eleme /a,, . A Cholesky-

felbontds hasonléképp készithetd, mint az LU-felbontas, csak most a féelembdl gyokot kell vonni, és
azzal végig kell osztani a sajat sort és oszlopot. A szdmitégépes algoritmusban kihasznélhatd, hogy a
felsé haromszog részt nem kell szamitani, ezzel a miiveletigény nagyjabol megtelezddik.

5.1.4 Példa Choleski-felbontasra

4 2 2 -1 1 2 2
2 10 -7|>|-1 9 -6|>|-1 3] =2|->|-1 3 ,
2 -7 21 1 -6 20 1 -2 16 )

2 2 -1 1
L=|-1 3 , L'= 3 2.
1 =2 4 4

Lathatd, a diddok levondsa ugyanolyan médon torténik, mint az LU-felbontdsban.

5.1.5 Feladatok.

e Legyen A=LL" egy Cholesky felbontds. Mennyi a miiveletigénye x’ Ax szdmitdsanak, ha az

eredeti madtrixot hasznédljuk? Hogyan csokkenthetd a miiveletigény, ha az x"LL x alakot
hasznaljuk?

e A gyokvondst elkeriilhetjiik, ha az A= LDL" alakot hasznaljuk, ahol L egységatl6ji matrix és D
diagondlmatrix. Dolgozzuk ki ennek a felbontdsnak a 1épéseit! Ezt a mddszert indefinit esetben is
alkalmazhatjuk, ha nem adédik tilsdgosan kicsiny elem D -be.
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5.2. Féatlo-dominancia

Sorok szerint fodtlé-domindns vagy diagondl-domindnsnak nevezziik a matrixot, ha minden sorban a
nemdiagondlis sorelemek abszolit dsszege kisebb, mint a féatldbeli elem abszolut értéke:

|| > He,.T (A- diag(A))Hm :

Lényegében fodtlo-domindns a matrix, ha nem minden sorban a = jel is megengedett és ezek a sorok
nemzérus sorok. Az oszlopok szerint fédtlo-domindns matrixok értelmezése hasonlé. Itt diag(A) =D

a matrix f64tldjabol készitett diagondlmatrixot jeloli.
5.2.1 Tétel, a féatl6-dominancia megmaradasa.

Amennyiben az A maétrix féatl-domindns, az LU -felbontds végrehatdsa sordn a még fel nem
bontott jobb als6 részben a féatl6-dominancia megmarad. Masképpen: a Schur-komplemens megoérzi a
f4tl6-dominanciét.

Bizonyitds. Az LU-felbontds elsO 1épése utdn a matrix elsd oszlopa az a,,e; vektorba megy dtésa k -
adik sorvektor:

T T Ta_%a T T
ek (1 _(al /all _el)el )A = (ek A__el A)(I _elel ), k >1 ’
an
ahol a hozzairt [ —elelT vetitomatrix az amugy is zérus elsé sorelemet nulldzza, igy valtozdst nem

okoz. Az e,{A(l —elelT ) sorvektor rendelkezik a f6atl6-dominancia tulajdonsaggal, mert csak az elsd

a,, elemet hagytuk el. A levont vektor sornormdja pedig
HaklelTA(I —elelT)/a“Hw =|ak1|HelTA(I —elelT)/aHHw <|ak1| ,

ha a,; #0. Itt az atléelemmel osztott elsé sor normdja kisebb 1-nél (f6atlo-dominancia!) és ez
szorozza ay,-et. Tehdt a kivett a;, helyébe egy kisebb abszolit értékii elem keriil az abszolut

sordsszeg szdmitdsakor, igy a k-adik sor féatl6-dominancidja nem romolhat. A tovabbi 1épésekben a
helyzet hasonlé. m

A tétel kovetkezménye, hogy féatl6-domindns matrixoknal az atléelem mindig alkalmas féelemnek.

5.2.2 Feladatok. Mutassuk meg:

e A fdatlé-dominancia megmarad, ha a matrixot balrdl nemszinguldris diagonalmatrixszal
szorozzuk, vagy ha ugyanazt a két sort és oszlopot felcseréljiik.

o Lényegében fOatlo-domindns matrixok LU-felbontdsakor a j-edik 1épésben szigord foatlo-
dominancia kovetkezik be a k-adik sorban, ha a j-edik sorban megvolt a szigoru fdatlo-

dominancia és volt nemzérus a%), j<k elem.

e Az oszlopok szerinti f64tl6-dominancia is 6roklodik.
5.3. Ket- és haromatléju matrixok

5.3.1 Specialis matrixok

A kétatloju vagy bidiagondlis mdatrixokndl csak a féatl6 és valamelyik mellette 1év6 4tloban vannak
nemzérus  elemek:  a, #0, j—i€{0,1}, vagy j—ie{0,—1}. Nevezetes képviseléjik a

kiilonbségképzés matrixa:
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1 1
-1 1 L 11
K= . , K" =8=].
-1 1 11 1

Inverze éppen az Osszegzésmatrixot adja. E két matrix segitségével egyszerlien megadhat6 a gyakran
eléforduld

r= ° (5.2)

matrix inverze:

T
ee
-

T =(K+K") =[K(S+8T)K" | =K (I+ec) K :KT( o

JKI, (5.3)

ahol e a csupa 1-esbdl ll6 vektor. A T'x vektor eldallitasa igy 4n flop miiveletet igényel.

5.3.2 F64atlo-dominans haromatlés matrix

Lattuk, ebben az esetben nem kell a féelemvalasztdssal foglalkozni az LU-felbontds sordn. Ha a
felbontdst a mutatott médon hajtjuk végre, akkor a linedris egyenletrendszer megolddsdnak
miiveletigénye lényegében 9n flop. Harométlds esetben van azonban két médszer is, amellyel 8n flop
mivelettel célba ériink. A kovetkezokben ezeket ismertetjilkk. Az elsé mddszert hivhatjuk gyors LU-
felbontdsnak. Vegyiik fel a hdromatlés matrixi egyenletrendszert a kdvetkez6 alakban:

dl cl bl
d, . b
He=| Y 2 x=| 2. (5.4)
. . Cn—l .
an—l dn bn

Az LU -felbontis elsd 1épése csak a masodik sort véltoztatja meg:
[a,/d, d,-ac//d, ¢, ... 0lx=b,—ba,ld,.

Eredményiil kaptunk egy 1-gyel kisebb méretli hdromatléju matrixot, amire az eljarast
megismételhetjiik. Tovabb folytatva végiil a féelemek és jobboldalak a kdvetkezdk lesznek:

d'=d; d=d —a_c_ld, i=23,...n,

, , o (5.5)
b =b; b/=b—a_b_ /d, i=23...n

Most a felbontds U matrixa fels6 bidiagondlis - kétatl6ju matrix - és a megoldandé egyenletrendszer:

dy ¢ b,
0 d; b; ’ ’ ’ ’ .
. x=| 1|, x,=bld; x;,=0b—cx,)/d, i=n—-1,n-2,...,1.
: .Gy :
0 ; b,

n n

Latjuk: az L métrix nem is kell a megolddshoz, masrészt (5.5) mindkét sordban szerepel a, ,/d; ,, amit
elegendd egyszer eldéllitani. Ezzel a megoldasi algoritmus:
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Kezdés: d/=d,, b =b,.
i=2,3,...,nre
s=a,_//ld ; d=d -c_ *s; b =b-b_*s.
x =bld;
i=n—-1,n-2,...,1-re
x, = —c,*x,,)/d,.
A madsik médszer a megoldds masodik fazisdban érvényes rekurzidt veszi alapul:
X = [ — 8%
Az egyenletrendszer elsO sordbdl x, = (b, —¢,x,)/d,, ezzel f =b/d, és g =c,/d,. Ezutan az i-edik

sorba helyettesitve x, , kifejezését

a_(fi = gix)+dx +cx,, =b,

X1 —
innen

b—a_f c,

i i-1Ji-1 i _ _

xi_d i d—a Xy =i — 8%
i T8 i T8

ahonnan f;, és g, eldallitdsa kiolvashaté. Ezzel az ,,iildozéses” vagy ,,passzdzs” algoritmus:

Kezdés: f,=b/d,, g =c/d,.
i=2,3,...,nre
s=d,—a,_g. s f[i=b-a_f_ s g =cls.
x,=f;

i=n—-1,n-2,...,1-re

— f _ o %
'xi _f; gi xi+1'

5.3.3 Feladat

¢ Ha uj jobboldal vektort kapunk, milyen részletszdmitdsokat Orizziink meg és mit szdmitsunk djra
mindkét algoritmusban?

e Igazoljuk, hogy az (5.2)-ben szerepl$ haromatlés matrix pozitiv definit, mert van LI -felbontdsa.



