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Diszkrét matematika I1. feladatok

Grafelmélet

Konnyebb

. Rajzold le az Osszes, paronként nem izomorf 3, 4, illetve 5 cstcsu egyszeri grafot!

. Van-e olyan (legaldbb kétpontii) graf, melyben minden pont foka kiillonb6z8?

Van-e olyan tarsasig, ahol minden embernek kiilonb6z6 szamu ismerdse van?

Van-e olyan 9-pontu graf, melyben a pontok foka rendre
a)7,7,7,6,6,6,5,5,5; b) 6,6,5,4,4,3,2,2/17

Es olyan 8-ponti, melyben a fokszamok 6,6,6,6,3,3,2,27

Mutasd meg, hogy minden grafban a fokszamok Osszege az élszam kétszerese!

Mutasd meg, hogy tetszileges grafban a pédratlan fokd pontok szama paros!

Mutasd meg, hogy ha egy graf minden pontja legaldbb masodfoku, akkor a grafban van kor!

Igaz-e, hogy ha egy graf barmely két pontja kézott van séta, akkor Gsszefiiggd?

Mutasd meg, hogy ha a-bdl vezet 1t b-be, és b-bél c-be, akkor a-bdl is vezet c-be!

Mutasd meg, hogy ha egy 2n-ponti graf minden pontjanak foka legaldbb n, akkor a graf dsszefliggd!
Mi torténik, ha n — 1-fokd pontokat is megengediink?

Igaz-e, hogy vagy G, vagy a komplementere biztosan 6sszefiiggd?

Rajzold le a kovetkez6 grafot! Egy kor keriiletén vegyiink fel 6t pontot! A graf csicsai a pontok altal meghatarozott
(g) hir lesz. Két csicsot akkor kotiink Ossze a grafban, ha a nekik megfelel6 huroknak nincs k6zos végpontjuk. Ezt
hivjak Petersen-grafnak.

Melyik grafot tudod lerajzolni gy, hogy az élei ne messék egymast:

(a) egy kocka éleinek hdlézata; (b) teljes n-szog n = 3,4,5,.; (c) ,hdrom-hdz-harom-kit”: paros graf 3-3
ponttal (hdzak, kutak), minden hdz Gsszekdtve minden kuttal; (d) a Petersen-graf.

Hény éle van egy n-pontud sikgrafnak, ha minden lapja (a végtelen lap is) haromszog?

Mutasd meg, hogy egy n > 3 ponti sikbarajzolhaté grafnak legfeljebb 3n — 6 éle lehet!

Bizonyitsd be, hogy ha egy G graf pontszama legaldbb 11, akkor vagy G, vagy a komplementere nem sikbarajzolhatd!
Rajzolj egy olyan 8-pontu sikgrifot, aminek a komplementere is sikgraf!

Igaz-e, hogy (a) minden legaldbb kétpontd fiban van elséfoki pont; (b) minden n-pontu finak n — 1 éle van;
(c) egy graf pontosan akkor fa, ha barmely két pontja kozott pontosan egy it vezet?

Jeloljiik egy fa elsofokd pontjanak szaméat fi-gyel, a ketténél nagyobb fokuak szdmat pedig c-vel. Mutasd meg, hogy
ha legalabb két pontja van a grafnak, akkor f; > ¢+ 2.

Hat versenyz6 kormérkézést jatszik. Bizonyitsd be, hogy barmely idépontban van hdrom olyan versenyzd, akik mar
mind jatszottak egymadssal, vagy harom olyan, hogy egyik sem jatszott a masik kettével.

Mutasd meg, hogy egy egyszeri sikbarajzolhaté grafban nem lehet minden pont foka legalabb 6!
Legfeljebb hany éle lehet egy sikbarajzolhaté grafnak, ha minden kore legalabb k hosszi?

Egy nemzetkozi konferencidn 6t kiillonb6z6 orszag egy-egy résztvevije il. Bizonyitsd be, hogy van kozottik legalabb
kettd, akiknek az orszdga nem szomszédos!
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Igazold, hogy egy Osszefiiggd véges grafban barmely két leghosszabb ttnak van k6z6s pontjal
Mutasd meg, hogy egy véges fiban az Gsszes leghosszabb 1t egy ponton megy at!

Legfeljebb hdny szeparalé él (olyan él, amit elhagyva tobb komponensre esik szét a graf) van egy n(> 1) pontt grafban?
Es legfeljebb hany szeparal6é pont? Mindkét esetben mutass olyan példat, ahol pontosan ennyi van!

Lerajzolhatbak-e a ceruza felemelése nélkiil az aldbbi grafok gy, hogy minden élet pontosan egyszer hizunk be (=van-e
Euler vonala/kore)?
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Mutasd meg, hogy egy sikbarajzolhaté graf lapjai pontosan akkor szinezhetéek két szinnel ugy, hogy a szomszédos
lapok kiilonbo6zo szintiek legyenek, ha a grafnak van Euler-korsétdjal

Mutasd meg, hogy ha egy graf minden pontjanak foka 4, akkor élei szinezhet&ek piros és kék szinekkel tigy, hogy minden
csucshoz két-két piros és kék él illeszkedjen!

Bizonyitsd be, hogy amennyiben egy grafban taldlhaté k pont, melyeket elhagyva a graf tobb, mint & komponensre
esik szét, akkor a grafnak nincs Hamilton-kore!

Bizonyitsd be, hogy ha egy véges Osszefiiggd graf K korébol egy élt eltorolve a graf egy leghosszabb tutjat kapjuk, akkor
K Hamilton-kore a grafnak!

Legyen n > 3 pozitiv egész, és G egy n pontu egyszerl, Osszefiiggd graf. Bizonyitsd be, hogy ha G minden csucsanak
foka legalabb %, akkor G-nek van Hamilton-kore!

Mutasd meg, hogy minden n > 5-re igaz, hogy (a) létezik olyan n csucsu G gréf, hogy G is és G is tartalmaz
Hamilton-kort; (b) létezik olyan n csticst G graf, hogy sem G sem G nem tartalmaz Hamilton-kort.

Van-e az aldbbi grafoknak Hamilton kore (itja)?

Egy hotelba 100 f6s tarsasag érkezik, akik kozil kezdetben barmely két ember jéban van egymassal. Esténként egyetlen
nagy kerek asztal koré il le mindenki. Sajnos egy vacsora alatt az egymds mellé keriilt emberek 6rokre Gsszevesznek
egyméassal. A tarsasag minden vacsora el6tt dgy il le, hogy a szomszédjaival joban legyen. Ha ez lehetetlen, akkor
minden résztvevo aznap este hazamegy. Mutasd meg, hogy legalabb 25 éjszakat a hotelben tolt a tarsasag!

Nehezebb
Csoportelmélet
Konnyebb
. Melyik félcsoport, illetve csoport az alabbiak koziil:
a) a természetes szdmok az Osszeaddssal; b) a péros szamok az Osszeaddssal; c¢) a paratlan szdmok a szorzassal,
d) egészek a kivondssal; e) péros szdmok a szorzéssal; f) 7 tobbszorosei az Osszeaddssal; g) racionélis
szamok az Osszeaddssal; h) raciondlis szdmok a szorzéssal; i) nem nulla raciondlis szdmok a szorzdssal;

) {m/n:m e Z,n e {1,2}} az dsszeadéssal; k) {m/n:m € Z,n € {1,2,m}} az Gsszeaddssal.

. Melyik félcsoport, illetve csoport az alabbiak koziil:

a) (Z,0), haaob = (a+b)/2,(a,b € Z); b) (Q,0), haaob = (a+b)/2,(a,b € Q); c) (R, osztas); d) (R\ {0},
osztés); e) a 8-adik komplex egységgyokok a szorzdssal; f) az n-edik egységgyokok halmaza a szorzdssal, ahol
n rogzitett pozitiv egész; g) az n-edik egységgyokok halmaza a szorzdssal, ahol n befutja a pozitiv egész szdmokat.
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. Vizsgaljuk meg, hogy gytriit alkotnak-e az alabbi kétmiiveletes struktirak:

Egész szamok korében definidljuk az m *n = m + n — mn miiveletet. Mutassuk meg, hogy egységelemes félcsoportot
kapunk! Mely elemeknek van inverze?

. Legyen (G, ) csoport és H < G. Mutasd meg, hogy rogzitett g € G esetén g 1Hg < G

. Bizonyitsd be, hogy egy kommutativ csoportnak azok az elemei, melyeknek a rendje egy adott k szdmnak osztdja,

részcsoportot alkotnak!

Melyik igaz? (a) ha egy csoport rendje véges, akkor minden eleme véges rendf; (b) ha egy csoport minden eleme
véges rendi, akkor a csoport rendje is véges.

Legyen (G, -) csoport, u € G rogzitett elem. Definidljunk G-n egy 1j o miiveletet a o b := a - u - b segitségével. Csoport
lesz-e (G, 0)?

Lassuk be, hogy ha egy csoport minden elemének inverze énmaga, akkor a csoport kommutativ.

2

Bizonyitsuk be, hogy ha a (G, -) csoport minden a, b elempérjara (a - b)? = a? - b?, akkor a csoport kommutativ.

a) A 8-adik komplex egységgyokok szorzdssal alkotott csoportjdban hatérozzuk meg a csoport rendjét és az egyes
elemek rendjét; b) Ebben a csoportban hatdrozzuk meg az egyes elemek generdtumat; c) Ciklikus-e ez a
csoport?

Bizonyitsuk be, hogy (G, -) csoportban a és a=! rendje egyenld!
Bizonyitsuk be, hogy (G, -) csoportban a és b=! - a - b rendje egyenl!

Legyen (G, -) véges, paros rend{i csoport. Bizonyitsuk be, hogy G-nek van olyan az egységelemtdl kiilonbozd eleme,
amelynek az inverze onmaga.

Bizonyitsuk be, hogy ha (G, -) véges csoport, akkor minden a € G-re all = e, ahol e a csoport egységeleme.

100 1999

Egy multiplikativ csoport ¢ elemére ¢'”” = e és ¢ = e. Hatarozzuk meg c-t.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy (G, -) csoportnak van az egységelemtdl kiillonboz6 véges rendii eleme, akkor van primrendi
eleme is.

Nehezebb

Gyuriik, testek

Konnyebb

1

a) egész szamok az Osszeaddsra és szorzdsra nézve; b) a pdros szdmok az Gsszeaddsra és szorzdsra nézve;

c) adott n egész szam t6bbszOrosei az Osszeaddsra és szorzésra nézve (az n = 0 esetet kiilon nézziik meg);

d) {a+bv2:a,b € Z} az Gsszeaddsra és szorzdsra nézve; e) {a+bi:a,beZ} az Osszeaddsra és szorzdsra nézve
(Gauss-egészek); f) n X n-es egész elemii matrixok a métrix osszeaddsra és szorzdsra nézve; g) n X n-es valds
elemii matrixok a matrix osszeaddsra és szorzdsra nézve; h) (Z,,+,-) a modulo m tekintett maradékosztélyok a
maradékosztaly Gsszeaddsra és szorzésra.

. Jeloljon (S, +) egy Abel-csoportot. Definidljuk a o miiveletet a kbvetkezd médon: aob = 0, ahol 0 az (S, +) egységeleme.

"o

Bizonyitsuk be, hogy az (S, +, o) struktiura gy{ir(l! (Ezt nevezziik zérégyfiriinek.)

Testet alkotnak-e a modulo 2m maradékosztalyok koziil a parosak (tehat ez: {0,2,4,6,...,2m — 2}) a maradékosztalyok
kozotti Osszeaddsra és szorzésra, ha a) 2m = 10; b) 2m = 207

. Bizonyitsuk be, hogy ha (T, +, ) véges, legaldbb két elemet tartalmazo integritdsi tartomény, akkor test!

. Hatérozzuk meg a modulo 12 maradékosztalyok gytiriijében a nullosztékat!

Vizsgaljuk meg, hogy gytriit alkotnak-e az alabbi kétmiiveletes strukturak:
a) {a+bV3:a,b e Z} az 6sszeaddsra és szorzdsra nézve; b) A [—1,1] intervallumon értelmezett valés fliggvények
a fiiggvények Osszeaddsdra és szorzasira nézve (az f és g fuggvények Osszegét (f + g)(z) = f(x) + g(x), a szorzatét

pedig az (f - g9)(x) = f(z) - g(x),z € [—1;1] hozzdrendeléssel definidljuk.); c) {( a b :a,b € Ry métrixok a

2b

matrix Osszeadasra és szorzdsra.
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. Add meg Zz felett a 822 + 12 és a 18z + 36 polinomok szorzatét!

Legyen D = {z: 2 € Q, 2 = m-2¥ , m,k € Z} a véges diadikus tortek halmaza. Lassuk be, hogy a véges diadikus tortek
az Osszeaddsra és szorzdasra integritasi tartomanyt alkotnak, de nem alkotnak testet.

Felbonthatatlan, illetve prim-e Zig-ben 5?7

Mely szamok osztéi az 1-nek a véges diadikus szamok gyiriijében? Mik az egységek? Adjunk egyszeri feltételt arra,
hogy ebben a gytiriiben egy szam oszt egy masikat!

A véges diadikus szamok gytriijében felbonthatatlan-e a 127 Melyek ugyanebben a gytriiben a felbonthatatlanok és
melyek a primek?

Legyen {a+bi : a,b € Z} az 6sszeadésra és szorzasra nézve (Gauss-egészek). Legyen ¢p(a+bi) = (a+bi)(a—bi) = a®+b%.
Bizonyitsuk be ennek a leképezésnek a felhaszndlasdval, hogy a Gauss-egészek korében az egységek 1, —1,4, —i!

A (péros szdmok, -+, -) integritdsi tartomdnyt képeznek. Euklideszi gytirii-e?

Legyen L = {a + bi\/5 : a,b € Z} a szokésos Osszeaddssal és szorzassal. (L-egészek.)

a) Bizonyitsuk be, hogy az (L,+,-) struktira egységelemes integritdsi tartomény; b) Bizonyitsuk be, hogy az
L-egészek korében két egység van, ezek 1 és -1; c) Bizonyitsuk be, hogy az L-egészek korében 1 +iv/5,1 —iv/5,2,3
felbonthatatlan elemek, de nem primelemek; d) Bizonyitsuk be, hogy az (L, +,-) gyliri nem euklideszi gyfirfi.

Melyek (Zy, +, -) részgyfiriii? Van-e koztiik idedl?
Bizonyitsd be, hogy 2Z a Z-nek részgytiriije! Idedl-e?

Tekintsiik a racionélis szdmok (Q, +, ) gylrtijét. Bizonyitsuk be, hogy a paros egészek a raciondlis szdmok gytiriijének
részgyiiriijét alkotjak, de nem idedljat!

Bizonyitsuk be, hogy az egész szamok részgytiriit képeznek a raciondlis szamok gyfiriijében, de nem idealt!

Dontsd el, hogy a Gauss-egészek gytriijében az alabbi halmazok idealt alkotnak-e, és ha igen, hatarozd meg a fak-
torgytrit:
a) Z; b) 27 + 2iZ; c) 47 + 6iZ.

Léssuk be, hogy a pédros szdmok (P) az egészek részgyliriijét, sét idedljat alkotjdk! Hatdrozzuk meg a Z/P ma-
radékosztaly gytriit!

Legyen R = {( LCL Z > ra,b,c,d e Z} és I = {( Z Z > ra,b,e,de QZ}. Mutasd meg, hogy I idedl R-ben! Hény

elem@ az R/I faktorgytirii?

Nehezebb

Polinomok

Konnyebb

. Hatdrozd meg a Z feletti 328 4+ 52% — 1123 + 722 — 152 + 8 és 162" — 132% + 62> — 132 + 21 polinomok szorzatdban

a 0-ad, 9-ed, 14-ed, 15-6d és 20-ad foku tag egyutthatéjut! Oldd meg ugyanezt Zo4 felett is! Mennyi lesz ekkor a
szorzatpolinom foka?

. Legyen f(x) = 2° + 2* — 152 + 2522 + 22 — 3 és g(z) = 2® + 42 — 5. Osszuk el maradékosan f-et a g-vel

a) Q felett; b) Zs felett!

Hogyan kell megvéalasztani a p, g, m értékeket, hogy az x2 4 px 4 ¢ polinom C felett oszthaté legyen az z? + max — 1
polinommal?

. Hatdrozd meg a és b értékét tgy, hogy x* + 322 + ax + b oszthaté legyen =2 — 2ax + 2-vel Z, Q, R, illetve C felett!

. Osszd el az f(x) polinomot g(z)-szel maradékosan Q,Z; és Zg felett, ha lehet

a) f(z) =422% — 723 + 1322 + 432 — 12,  g(z) =22 -2+ 1; b) f(z) =52+ 22 -3, g(x) =22% - 32 + 4.

Hatérozd az f(x) polinom g(z) polinommal vett osztdsi maradékat Q felett, ha
a) f(z) =22* —32° + 422 — 52 +6, g(z) =223+ 1; b) f(z)=2%-32> —2x -1, g(z)=32% — 22+ 1.

. Bontsd fel az f(x) = 32° + 223 — 1222 + 10z + 14 polinomot irreducibilis polinomok szorzatéra Z és Q felett!
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. Az adott eloszldsnak hatdarozd meg az entrépidjat, valamint hogy hényad része az entrépia felsé korlatjanak:

Bontsd fel az f(x) = 20x* 4 2623 + 6522 4 91 polinomot irreducibilis polinomok szorzatéra Z és Q felett!
Mik az f(z) = 402* + 452 + 15 polinom raciondlis gyokei?
Keresd meg az f(z) = 2% — 323 + 2 + 6 polinom helyettesitési értékét a 3, —1,2, —2 helyeken!

Hatérozd meg az aldbbi maradékos osztdsok hanyadosat és maradékdt a Horner-médszer segitségével: f(z) = 3a° +
222 — Tx + 2

a) g(x)=x—3,R=17; b) g(z) =x+2,R =7, ¢)glz)=2-1/2,R=Q; d) g(x) =z — 3, R = Zs;

e) g(x) =x—3,R=17s.

Hatarozd meg az alabbi maradékos osztasok hanyadosat és maradékat a Horner-médszer segitségével:
a) f(z) =423 + 22, g(x) =2+ 1+ b) f(z) =2® — 22 —x,9(z) =z — 1 + 2i.

Hatérozd meg a p értékét dgy, hogy az f(x) = 2° + 32* + 52 + p polinom oszthaté legyen x — 2-vel!

Kodolas

Konnyebb

a) 0.34, 0.18, 0.17, 0.16, 0.15;  b) 0.6, 0.1, 0.09, 0.08, 0.07, 0.06;  ¢) 0.4, 0.4, 0.1, 0.03, 0.03, 0.02, 0.02;
d) 0.3,0.2, 0.2, 0.1, 0.1, 0.05, 0.05.

. Az adott kédokrol dontsd el, hogy melyik felbonthatd, prefix, vesszds, illetve egyenletes! Rajzold fel a kédfat is:

a) {0, 10, 110, 1110, 1011, 1101};  b) {1, 011, 010, 001, 000, 110};  ¢) {0, 10, 110, 1110, 11110, 111110};
d) {111, 110, 101, 100, 011, 010}.

Az aldbbi kédokrol dontsd el melyik felbonthaté:
a) {1021, 121, 2021, 021, 221, 1121, 0121, 0221};  b) {01, 02, 10, 11, 12, 20, 21, 22}.

Igaz-e, hogy egy t hibat javitd kod
a) legaldbb 2t 4+ 1 hibét jelez; b) legaldbb 2t hibét jelez; c) legfeljebb 2¢ hibat jelez?
Tekintsiik az alabbi bindaris kédolast:

00 — 00000, 01+ 01110, 10 — 10101, 11— 11011.

a) Mekkora a 01110 és az 10101 kédszavak tdvolsdga? b) Mekkora a kéd tavolsiga? c) Mutasd meg, hogy
a kéd csoportkéd Z3-ben! d) Mennyi az 11011 kédszé stlya? e) Mennyi a kéd silya? f Add meg a
00000 kédszéhoz legfeljebb 1 tavolsagra levé Z3-beli szavak halmazat! g) A 01000 sz6t mire dekédoljuk minimélis
tavolsdgu dekddolassal?

Az alabbi bindris kodok esetében &llapitsd meg a kdéd tavolsagat, hibajelzé és hibajavito képességét, hogy linedris-e,
valamint a linedrisoknal add meg a szokdsos bazisban a generatormatrixot és egy ellendrzé-métrixot:

a) (c1,c2,¢3) = (c1,02,¢3,¢1 4+ c2 + 3+ 1); b) (c1,c2,¢3) = (c1,c2,¢3,¢1, 2 + €3);

c) (c1,¢2,¢3) = (c1,c2,¢3,¢1,1 — cacy).

Legyen egy bindris linearis kod generatormatrixa:

1000111
c_lo1roo0101
“loo0o 10001

0001010

Add meg valamelyik ellenérzé-matrixat, majd ennek felhasznaldsaval a kodtavolsagot!

Egy bindris kéd generatormatrixa

1100 1 10
G=101 10011
0101010

Add meg a kéd ellendrzé matrixat és ennek segitségével a tdvolsagat!

Egy bindris kod generator-matrixa
1 0 011
G=|(110 01
1 11 0 0

Mennyi a kéd szédmossdga? Add meg a kéd ellenrzé matrixat és a tavolsiagat!



