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Grafalgoritmusok

A megoldand6 feladatok, problémak modellezése sordn sokszor taldlkozunk bizonyos
"dolgok" (az absztrakt objektumok) kozotti kapcsolatokat leird binaris relaciokkal. Ezen
relaciok (kapcsolatok) szemléletes leirasanak egyik eszkoze a graf. A grafokkal az ember
szdmara konnyen "emészthetd" formaban lehet abrazolni a relacidk tulajdonséagait (pl.:
szimmetria = irdnyitatlansag vagy ketté hosszl kor, reflexivitas = hurokél stb.). A modell
objektumainak megfeleltetjiik a graf cshcsait az objektumok kozotti kapcsolatok leirasara,
pedig a graf éleit hasznaljuk. Ezen szemléletes és konnyen kezelhetd tulajdonsdga miatt lett a
graf elterjedt modellezé eszkoz. Mivel egy ilyen altalanos fogalom, mint a binaris relacio
modellezésére hasznaljuk, nagyon sok probléma megfogalmazhatd, mint grafelméleti feladat.
A grafalgoritmusok cimszo alatt néhany fontos, a gyakorlati életben is gyakran el6fordulo
feladatot, ¢s a feladat megoldasara hasznalhat6 algoritmust ismertetiink.

1. Néhany problema modellezése grafokkal

A grafok szerteagazd felhasznalasdnak illusztralasara nézziink néhany olyan problémat,
amelyekre természetes modon adodik a graf, mint modell felhasznélésa.

Utkeresés

Probléma: Szeretnénk eljutni autoval Budapest egyik pontjarél egy masik pontjara.
Rendelkeziink egy Budapest térképpel.

Modell: Az utkeresztezédéseknek, csomopontoknak megfeleltetjiik a graf cslcsait, az
utcaknak, pedig a graf éleit. Mivel nem minden utcan lehet mindkét irdnyba haladni az
autdval (lehet csak egyirany az utca), igy iranyitott éleket hasznalunk. Ezen kiviil az eljutas
egyéb jellemzéje most k6zOmbds szamunkra, tehat eltekintiink az utcak (élek) jellemzésétol
(tulajdonségaitol), ezért az éleink legyenek sulyozatlanok.
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Tehat a graf tipusa:
e iranyitott
e sulyozatlan

Feladat: Keresslink utat az egyik pontbdl a masikba, azaz keressiik az ¢leknek egy olyan
sorozatat, amelyek mentén haladva (szabdlyosan) eljuthatunk a kezddcsticsbol a célcsucsba.



Minimalis koltségii ut keresése

Probléma: Szeretnénk autoval eljutni az egyik varosbol egy masik varosba. Vegyik
figyelembe, az egyes utak koltségeit (pl.: benzinkoltség, Githasznalati dij) és eldnyeit (pl.: szE&p
panorama, nincs dugo stb.).

Modell: A varosoknak megfeleltetjilk a graf csucsait, a varosokat Osszekotd uthaldzatnak,
pedig a graf éleit. Altalaban feltehetjiik, hogy két varos kozott, ha van kozvetlen orszagit,
akkor azon oda-vissza egyarant eljuthatunk (szimmetrikus relacié ), igy a graf élei legyenek
iranyitatlanok. Az orszagutak jellemzdit megprobaljuk kvalitativ leirni. Ezen jellemzdk
lesznek az egyes élek tulajdonsdgai, amelyet leggyakrabban koltségeknek (sulyoknak)
tekintiink, ezért a probléma grafjat élsulyozottnak valasztjuk.
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Tehat a graf tipusa:
e irdnyitatlan
o ¢lstlyozott

Feladat: Keressiink utat az egyik pontbdl a masikba, de ezen Ut legyen szamunkra a
legkevésbé rossz, azaz legyen az egyik pontbol a masik pontba vezetd utak koziil a legkisebb
koltségii.

Minimalis koltségii feszitéfa keresése

Probléma: Néhany varos elektromos ellatasat szeretnénk megoldani, azaz elektromos
halozatot szeretnénk telepiteni a varosok kozott. Adottak a varosok kozotti elektromos
vezetékek kiépitésének koltségei. Vannak varosok, amelyek kozott (a foldrajzi koriilmények
miatt) vezeték nem vagy csak "oriasi" koltséggel telepitheto.

Modell: A varosoknak megfeleltetjiik a graf csucsait, az elektromos vezetékeknek a graf ¢leit.
Mivel a vezetéken az dram "mindkét iranyba folyik" (szimmetrikus relacié ), ezért a grafunk
legyen iranyitatlan. A vezeték kiépitésének koltsége (a kapcsolat egy tulajdonsaga) pedig
legyen az €l egy tulajdonséga, és nevezziik az él sulyanak vagy koltségének



Hegység

Tehat a graf tipusa:
e iranyitas nélkiili
o ¢lsulyozott

Feladat: Hatarozzuk meg a graffal dbrazolt elektromos haldzatnak egy olyan részhaldzatat,
amelyre teljesiil, hogy barmely két varos 0sszekottetésben van (kozvetlen vagy kozvetve), és
ezen tulajdonsagli részhdlozatok koziil, az illetd részhalozat telepitésének Osszkoltsége a
legkisebb.

Iranyitott kormentes graf (DAG") topologikus rendezése

Probléma: Tegyiik fel, hogy egy Osszetett tevékenység (pl.: egy termék eldallitasa, a
tovabbiakban nevezziik gyartasnak) felbonthatd résztevékenységekre. Szeretnénk késziteni
egy gyartasi technologiat, azaz a résztevékenységek olyan szekvencidlis sorozatat, amelyet
mintegy '"receptet" végrehajtva, az Osszetett tevékenység elvégezhetd (elkészithetjilk a
terméket). Vegylik figyelembe, hogy a szekvencialis sorrendben bizonyos tevékenységeknek
meg kell elézniiikk maés tevékenységeket, kiillonben fizikailag ellentmondasos lenne a
technologiai leirds (pl.: a palacsintat addig nem tolthetjiik meg, mig a tésztdit meg nem
stitottik).

Modell: A tevékenységeknek megfeleltetjiik a graf csucsait, az emlitett megeldzési relacionak
pedig a graf ¢éleit. Mivel a megeldzési relaci6 nem megfordithatd, ezért iranyitott grafot
hasznalunk. Mivel a probléma soran nem foglalkozunk az egyes folyamatok stlynak
megfeleltethetd tulajdonsagaival, igy az éleket suly nélkiil tekintjik.

! Directed Acyclic Graph



Tehat a graf tipusa:
e iranyitott
e sulyozatlan

Feladat: frjuk fel a tevékenységek egy olyan szekvencialis sorrendjét, ahol az i-edik
tevékenységet nem elézheti meg a j-edik tevékenység (i# j), ha a gyartds "fizikai"
sorrendjében a j-edik tevékenység kozvetleniil vagy kozvetve az i-edik tevékenységre vagy
annak eredményére épiil.

Pl.: 1,2,3,4,5,6,7,8 vagy 1, 3, 5, 2, 6, 4, 7, 8 sorozatok, a feladatban el6irt tulajdonsaggal
rendelkez0 szekvencialis sorozatok

Erosen osszefiiggé komponensek meghatarozasa

Probléma: Adott Budapest térképe és szeretnénk eldonteni, hogy a véaros barmely pontjabol
barmely pontjaba eljuthatunk autoval vagy sem. Példaul az 1.1-es példaban latott grafon, a 9-
es pontba el tudunk jutni, de onnan "szabalyosan" kijonni mar nem tudunk (egyiranyu
zsakutca).

Modell: Legyen ugyan az, mint az 1.1-es utkeresés problémdanal, irdnyitott ¢s sulyozatlan
graf.

Feladat: Osztalyozzuk a graf pontjait oly moédon, hogy egy osztalyon beliil az egyik pontbdl a
masikba el tudok jutni, és viszont, de ez kiillonbozd osztalybeli pontokra ne teljesiiljon. Tehat
adjuk meg a graf erdsen osszefiiggd komponenseit. Ha a graf minden pontja egy erdsen
Osszefliggd komponensbe esik, akkor barmely pontbol, barmely pontba el tudok jutni autoval.

Maximalis parositas

Probléma: Arthur kirdly szeretné 0sszehazasitani a lovagjait. Az udvarhdlgyeit szemeli ki a
lovagok jovenddbeli feleségeinek. Megbizza Merlin vardzslot, hogy dolgozzon ki egy eljarast
a leend6 parok kivalasztasara, ugy hogy lovagjai minél elégedettebbek legyenek.

Modell: Merlin a kovetkezot talalja ki: A lovagoknak és udvarholgyeknek megfeleltetjiik a
graf csucsait. Mindegyik lovag jeldlje meg (Merlin grafjan) azt az udvarhdélgyet, akivel el
tudna képzelni a boldog hdzaséletet. Ezek a szimpatia viszonyok lesznek a graf élei. Mivel az
udvarholgyek véleményét nem vessziik figyelembe, azaz ha egy lovagnak szimpatikus az
illetd holgy, akkor a kolcsonds szimpatiat kénytelen a holgy magdra erdltetni, ezért a
relaciokat tekintsiik szimmetrikusnak, azaz a graf legyen iranyitatlan Tovabba, a probléma
soran nem foglalkozunk az egyes viszonyok érzelmi mélységeivel, (sulynak megfeleltethetd
tulajdonsagaval), igy az éleket suly nélkiil tekintjiik.



lovagok udvarholgyek

Tehat a graf tipusa:
e iranyitas nélkiili
e sulyozatlan

Feladat: Valasszunk ki parokat ugy, hogy azok szama maximalis legyen.

Optimalis teljes parositas

Probléma: Arthur kirdly Ggy gondolja, hogy az elébb emlitett eljaras mégsem tokéletes
parvalasztas a lovagjai szamara, kiilonben is, ha valamibdl lehet hasznot htizni, akkor tegyiik
is meg. Ismét Merlinhez fordult tanacsért.

Modell: Minden lovagnak nyilatkoznia kell az 6sszes holgyrdl (és viszont), milyen mértékben
rokonszenvez az illetdvel. Ezek az érzelmek értelemszeriien lehetnek pozitivak és negativak is
(a negativ érzelem ellenszenvet takar). A hézassdgok utdn mindenki annyi aranyat fizet a
kirdlynak, amennyi a szamara kijelolt par felé érzett rokonszenv értéke, negativ érzelem
esetén a kiraly fizet az illetonek. Mivel most az érzelmi relaciok nem szimmetrikusak, igy
legyenek az élek iramyitottak, és a hozzdjuk rendelt érzelmi értékeket tekintsiik az ¢l
sulyanak.
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lovagok holgyek
Tehat a graf tipusa:

e irdnyitott
e sulyozott

Feladat: Talaljunk parokat, igy hogy Arthur kirdly ,,bevétele” a legnagyobb legyen.



2. Alapfogalmak, jel6lések

A tovabbiakban ismertnek feltételezziik az alapvetd grafelméleti fogalmakat, definiciokat €s
tételeket. Most nézziink néhany fontosabb fogalmat kevésbé formadlisan, inkabb csak a
felelevenités szintjén.

Iranyitott graf: Gz(V,E) par, ahol V a cstcsok véges halmaza (altalaban /,2,3,...,n),
E cV xV pedig az ¢élek halmaza.

él: e= (u,v)e E ahol u,veV
csucsok szama: n = |V|

élek szama: e = |E|

1-bol a 2-be vezeto él

hurokél

(u,v)eE, akkor (v,u)eE is teljesiil (£ a V elemeibdl alkotott rendezetlen parok egy

részhalmaza, jelolés: [u,v] rendezetlen par).
A szakirodalomban altalaban az irdnyitds nélkiili grafoknal a hurkok és a tobbszords
(parhuzamos) élek nincsenek megengedve.

G egyszerii graf, ha nincs benne hurokél és tobbszords ¢él.

Szomszéd/rakovetkezo fogalma:

C @ v az u-nak a szomszédja, vagy rakovetkezoje.

(' ha nincs iranyitas, akkor a relacio szimmetrikus)
Jelolés: u —» v

Ut: (v,,V,,...,v,) sorozat k hosszasagu tt, ha Vie[l.k]:(v,,v,) e E
Jelolés: v, ~> v,
Kor: egy k hosszusagt ut kor, ha v, = v, .

A kormentes (paronként kiilonbdzd csticsokbdl allo) utat egyszeri dtnak nevezziik.



Minimalis korok:

iranyitott grafban k=1 %

iranyitas nélkiili grafban k=3

A kort egyszerii kornek nevezziik, ha nincs benne belsé kor, azaz kor, és minden v;,.., v
esetén paronként kiilonbozo csucsokbol all.

Kormentes graf: a kort nem tartalmazé graf.

Fokszam:
e Iranyitas nélkiili graf fokszdma a csticsbol kiinduld élek szdma
e [ranyitott grafnal megkiilonboztetjilk a befokot (bemend élek szama) és a kifokot
(kimeno ¢lek szama). Ekkor a fokszamot ezek 6sszege adja.

Osszefiiggoség:

G Iranyitas nélkiili graf Osszefliggd <> barmely két csucs Osszekdthetd Uttal <> a graf egy
darab 6sszefiiggd komponensbdl all

@ ®)

PL: A fenti graf 6sszefiiggé komponensei: {1,2,5} {3,6} {4}

G iranyitott graf akkor és csak akkor osszefiiggd, ha az élek iranyitasanak figyelmen kiviil
hagyésaval kapott iranyitas nélkiili graf 6sszefliggo.

G irdnyitott graf erdésen oOsszefiiggdé < barmely két csucs Osszekothetd uttal (figyelembe
véve az iranyitast, tehat u ~> v és v ~> u egyarant kell, hogy teljesiiljon)

Teljes graf: Olyan iranyitas nélkiili graf, amelynek barmely két cstcsa szomszédos

Paros graf: Olyan iranyitas nélkiili graf, amelynek csucsai két, diszjunkt halmazra bonthatok,
és ¢l csak a két kiilonbozo halmaz cstcsai kozott mehet, azonos halmazban 1évo csucsok
kozott nem. (lasd: Arthur kirdly hazasitasi problémai)

Erdé: kdrmentes, iranyitas nélkiili graf.

Fa: Osszefiiggd, kormentes, irdnyitas nélkiili graf.



Elstlyok: ¢: E — R egy valos értékii fiiggvény, amelynek értelmezési tartomany a graf
¢lhalmaza.



3. Grafok abrazolasa

A grafok abrazolasara két, a gyakorlatban igen elterjedt adatszerkezetet adunk. Az egyik
tisztan aritmetikai abrazolasu (szomszédsagi-matrix), a masik vegyes, aritmetikai és
lancolt abrazolasu (éllista).

1) Szomszédsagi-matrix (adjacencia-matrix , csucsmatrix)

Legyen G=(V,E) véges graf, és n a csucsok szdma. Ekkor a grafot egy nxn-es matrixban
abrazoljuk, ahol az oszlopokat ¢és a sorokat rendre a csucsokkal indexeljiik (ez leggyakrabban
1,..,n). Egy mezdében akkor van /-es, ha a hozzé tartoz6 oszlop altal meghatarozott csucs
szomszédja a sor altal meghatarozott csticsnak.

0 ,ha(i,j)g E

,azaz Ali, j]=
L5, /1 {1, ha(i,j)e E

PL.:

A fenti iranyitott graf esetén:

A fenti iranyitatlan graf esetén: (szimmetrikus)

S O = = O O O O O O
—_—= = O = O O O O
S = O == O O O =
_— O = = O = O == O
S = O = OO O O O = O

Ha silyozott a graf, akkor a sulyokat (¢lkdltségeket) is el kell tarolni. Ezt is a méatrixon beliil
oldjuk meg. A suly valdés szdmokat vehet fel. Természetesen adodik, hogy ahol elézdleg 1-est
irtunk, azaz létezett az illetd €1, oda most irjuk be az ¢l koltségét. Két tovabbi eset maradt: a
matrix fatloja, és az olyan mezok, amelyek esetén nem létezik ¢él. Vezessiik be a oo élsulyt,
¢s a nem létezd ¢lek esetén a matrix megfeleld helyére irjunk oo-t. Egy ilyen "¢len" csak
végtelen nagy koltséggel tudunk végighaladni (tehat nem tudunk). A matrix féatlojaba
keriilnének a hurokélek koltségei, ami azt takarja, hogy az illetd ¢élb6l onmagaba ilyen
koltséggel tudunk eljutni. Ennek, az elkdvetkezendd feladatok esetén, szamunkra nincs
jelentdsége, mivel, ha eljutottunk egy csucsba, akkor tovabbi koltség terhe mellett nem
akarunk a csucsba tovabbra is "korozni" (mivel az elkovetkezendd algoritmusok jelentds része

10



minimalis koltségli problémak megoldasara torekszik). Tehat, ha mar eljutottunk egy csticsba,
akkor a kovetkezd lépésekben az ott tartdzkodas koltsége legyen 0. (A gyakorlati életben
ritkan eldforduld feladatoknal lehet értelme, pl.: negativ kor vagy hurokél egy minimalis
koltségli utkeresésnél, ekkor végtelen nagy haszonra tudunk szert tenni (lasd gyakorlaton:
arbitrazs).

Tehat ¢lsulyozott graf esetén:

0 yhai=j
Cli,jl=4cG, ) . hai# jés(i,j)eE

00 ,kiilonben

Helyfoglalas: A helyfoglalds mindig ugyanakkora, fiiggetlen az élek szadmatol, a matrix
méretével n’-tel ardnyos. (Az n pontu teljes grafnak is ekkora a helyfoglaldsa.) Tehat siirii
grafok esetén érdemes hasznalni, hogy ne legyen tal nagy a helypazarlas.

2) Szomszédsagi lista (éllista)

A Graf minden cstucsahoz egy listat rendeliink. Ezen listaban tartjuk nyilvan az adott csticsbol
kimend éleket.

Megvalositds: Vegylink fel, egy mutatokat tartalmazd Adj/l1..n] tombot (a cstucsokkal
indexeljiik a tombot). A tdmbben 1évé mutatok mutatnak az éllistakra. (Az éllistdk szokasos
listak, lehetnek egy vagy kétiranyu, fejelemes vagy fejelem nélkiili, ez most nem lényeges a
graf szempontjabol.) Iranyitott graf esetén, az éllistak listaclemei reprezentaljak az éleket.
Az élnek megfeleld listaclemet abban a listdban taroljuk, amelyik cstucsbdl kiindul az €1, és a
célestics cimét (tomb indexét, cimkéjét stb.) eltaroljuk a listaelemben. Tehat az (i, j) € £ ¢él

megvalositasa: az i-edik listaban egy olyan listaclemmel, amelyben eltaroltuk a j-z , mint az ¢l
célcsucsat. Iranyitatlan graf esetén, egy ¢lnek két listaclemet feleltetiink meg, azaz egy
iranyitott ¢lt egy oda-vissza mutatd, iranyitott élparral valdsitunk meg a kordbban emlitett
modon.

Elstlyozott graf esetén, az él sulyat is a listaclemben fogjuk térolni.

Példa:

Iranyitott graf esetén:

(1) (2) :
5)
3) (4] ;

Helyfoglalas: n+e

SSEIEuERY
ERE e EAEETY
—{ ]/

T

—141]
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Iranyitatlan graf esetén:

(—2) :
3

ONE

B—— ;

Helyfoglalas: n +2e

- [2[F-[31

R EsEIE=EIE Kl
L = EAE LYY
3] >[2]] (5]

e EIEERY

Helyfoglalas: Mivel a memoriaigény az ¢élek szamdval ardnyos, ezért az éllistds adbrazolast
ritka grafok (|E| << |V|2) esetén szoktdk hasznalni. Ugyanis siirii graf esetén a szomszédsagi

matrixhoz képest, itt még jelentkezik, a listdk lancolasabol szarmazo (mutatok), plusz
helyfoglalés.

A megbesz¢lt memoria igényen kiviil, milyen elénye van az egyik abrazolasnak a masikkal
szemben?
e [Ellistds abrazolas esetén gyorsan végignézhetjiik egy adott cstcsbol kiindulo éleket.
e Szomszédsagi-matrix abrazolds esetén gyorsan eldonthetd, hogy egy (i,j) par éle-e a
grafnak
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4. Bejarasi stratégiak, szélességi bejaras

A bejarasi/keresési algoritmusok feladata a graf felderitése, szerkezetének a megismerése
vagy adott tulajdonsagl csucs keresése stb. Az ismertetésre keriild bejarasi algoritmusok a
soran, a sz€lességi €s a mélységi bejarast. Most nézziik a szélességi bejarast, néhany fejezettel
késébb, pedig megvizsgaljuk a mélységi bejarast.

Bejarasi/keresési stratégiak

A bejarasi stratégidk alapotletéhez tekintsiik az alabbi kis példat a Ronyai-Ivanyos-Szabo:
Algoritmusok c. tankonyvbol.

Van egy kozépkori kisvaros, ahol az utcai lampakat egy korosod6 lampagyujtogatdé ember
gyujtja fel. Este az illeté egymaga indul munkdba. A varos féterén felgytjtja az els6 lampat,
majd a fotérrdl kivezetd egyik utcaban gyujtogatja a lampakat. Amikor egy elagazashoz ér,
valamelyik utcédba befordulva folytatja tevékenységét. Elérve a varos szélére, egy zsakutcaba
vagy egy olyan utcdba jutva, ahol mar égnek a lampdk, az Oreg visszamegy az el6zd
utelagazashoz, és egy olyan utcaba fordul, amelyikben még nem égnek a lampak. Végiil
visszaérve a fotérre (persze a fotérrdl kivezetd Osszes utat mar bejarta), elvégezve aznap esti
munkdjat hazatér aludni. Ezt az elvet hasznélja a mélységi keresés.

Egy masik este a lampagyujtogatd faradtnak és gyengének érzi magat, hat szl a baratainak,
hogy segitsenek neki az esti munkdjaban. (Nagyon sok baratja van az illetdnek.) A csapat
kimegy este a fotérre, és a kovetkezo stratégia szerint gydjtogatja a lampakat. A f6téren
meggyujtjdk a lampdkat, majd annyi felé oszlik a csapat, ahany fotérrdl kivezetd ut van.
Mindegyik csapat elindul egy kivezetd uton, és Ut kozben felgytjtja a lampakat. Amikor a
csapat egy uteldgazashoz ér, szétoszlik kisebb csapatokra, és mindegyik kisebb csapat tovabb
indul az elagazas egyik még sotét utcdjan. Amikor egy csapat mar nem tud tovabb menni
(varos széle, zsakutca, minden lampa ég a kornyezd utcdkban), akkor a csapattagok
hazamennek aludni. Ez az elve a szélességi keresésnek.

Ha fentrdl néznénk a vérost, ahogy kigyulladnak a lampak, a kovetkezdket latnank. Az elsd
esetben a fotérrdl a varos széle felé¢ haladd it mentén gyulladnak ki a ldmpéak, majd a véaros
sz€lénél egy-egy nagyobb foltok kezdenek kivilagosodni, mig a varos kdzepén még mindig
lesznek sotét teriiletek. A masodik esetben, a k6zéppontbdl a varos széle felé egyre nagyobb
sugaru korben terjed a vilagossag.

Most nézziik az emlitett varos feliilnézetét:

1) M¢élységi stratégia:
Az els6 néhany 1épés utan, mar csak a teljesség igénye nélkiil néhany pillanatfelvétel.
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2) Szélességi stratégia:

A példabdl is kitlinik, hogy a szélességi bejaras konnyen parhuzamosithato.

Mindenki emlékszik még a mult félévben, a faknal tanult szintfolytonos bejarasra. Nézziik
meg az alabbi példan:

16



/]\//@\\/\\

(7) 9) m: (1) um

,L\ L /\ AN

(4 ) (18) f1s‘ (20) (21} (22)

Az é4brakon is jol lathato, hogy a szintfolytonos bejards a szélességi bejaras specidlis esete
fakra alkalmazva, a fa gyokerét véve kezddcsucsnak.

Szélességi bejaras/keresés algoritmusa

4.2.1 Definicié: Legyen G=(V,E) graf és s,u € V' csucsok, és s ~>u Ut (v,,v,,...,v,) ,ahol

S=Vg, U=Vy.
Az ut hossza legyen, az ut mentén érintetett élek szama, azaz

|s ~> u| = |<v0,v1,...,vk >| -1=k

Az u csucs s-tol valo tavolsaga legyen az s ~> u utak koziil a legrovidebb élszama, azaz
d(s,u) = min{|s ~> u| |

Ha nincs s ~> u 0t a grafban, akkor legyen d(s,u) =

Feladat: Adott egy G irdnyitott vagy iranyitas nélkiili, véges graf. frjuk ki a csucsokat egy
s €V kezdécsucstol vald tavolsaguk novekvd sorrendjében. Minden csucsra jegyezziik fel a
kezddesucstol valo tavolsagat, €s a hozza vezetd (egyik) legrovidebb uton a megel6zo
csucsot. Az azonos tavolsagi pontok egymas kozotti sorrendje, a feladat szempontjabol
legyen tetszoleges.

Az algoritmus elvét az el6z6ekben mar lattuk, most foglaljuk 6ssze roviden:
1) Eldszor elérjiik a kezddesucsot.
2) Majd elérjiik a kezddcsticstol 1 tavolsagra 1évo csuicsokat (a kezddesucs szomszédait)
3) Ezutan elérjiik s-t6l 2 tavolsdgra 1évd cstcsokat (a kezddcsucs szomszédainak a
szomszeédait), €s igy tovabb.
4) Ha egy csticsot mar bejartunk, akkor a késObbi odajutasoktol el kell tekinteni

Hogyan tudjuk biztositani a fenti elérési sorrendet? Nézziik meg ADT szinten.

Az elérési sorrendnél azt kell figyelembe venni, hogy amig az 0sszes kezddcsticstol & (= 0)
tavolsagra 1évo csticsot ki nem irtuk, addig nem szabad k-nél kisebb vagy nagyobb tavolsagu
csucsokat kiirni, st mire egy k tavolsdgi csucsot kiirunk, mar az 0sszes k-nal kisebb
tavolsagu cstcsot ki kellett irnunk.

Egy k+1 tavolsagu csucs biztosan egy k tavolsagl csucs szomszédja (az egyik legrovidebb
uton a megel6zO csucs biztosan k tavolsagra van a kezddcsucstol). = A k+/ tavolsaga
csucsokat a k tavolsagu csticsok szomszédai kozott kell keresni (nem biztos, hogy az dsszes
szomszéd k+1 tavolsagu, lehet, hogy egy rovidebb titon mar elértiik.).

Hasznaljunk sor adattipust és biztositsuk azt az invaridns tulajdonsagot, hogy a sorba csak k
vagy k+1 tavolsagu csucsok lehetnek az elérésiik sorrendjében, amely egyben az s-tol vald
tavolsaguk szerinti (ndvekedd) sorrendnek is megfelel. Ameddig ki nem {iriil a sor, vegyiink
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ki az els6 elemet, irjuk ki €s terjessziik ki, azaz a még "meg nem latogatott" szomszédait érjiik
el és rakjuk be a sorba.

4.2.2 Allitas: Az emlitett ciklust végrehajtva teljesiil a fenti invarians és a cstcsokat
tavolsadguk sorrendjében érjiik el és irjuk ki.

Bizonyitas: Teljes indukcidval: (k tdvolsagu csticsok a sorban megeldzik a k+/7 tavolsaga
csticsokat, és a sorban 1€v0 csucsok tavolsaganak az eltérése legfeljebb 1)

e /=0: Indulaskor berakjuk a sorba a kezddcsucsot, ami 0 tdvolsdgra van. Kivessziik a
kezddcstucsot a sorbol és kiirjuk, majd a szomszédait, az 1 tavolsagra 1évé csiucsokat
rakjuk a sorba.

o k — k+1: Indukcids feltevés szerint a sorba csak k €s k+17 tavolsagu cstiicsok vannak

tavolsaguk szerint ndvekvden, €s a sor invaridnsa, hogy a kordbban bekeriilt csticsot
korabban veszi ki.= Az 0Osszes k tavolsagli csucsot kiterjesztjiik, mieldtt egy k+/
tavolsadgu csucsot kivennénk, és amig ki nem vettiik az dsszes k tavolsagu csucsot, addig
csak k+I tavolsagh csucsokat rakunk a sorba. Csak az elsd k+/ tavolsagl csucs
kivételénél keriilhet a sorba k+2 tavolsagu csucs, de addigra mar az 0sszes k+17 tavolsaga
csucs a sorban lesz, mert az Osszes k tavolsagu csucsot kiterjesztettiik. = k+1/ tavolsaga
csticsok megeldzik a k+2 tavolsdgu cslcsokat és a tavolsag kiilonbség is mindig
legfeljebb / marad.

Ha egy csucsot egyszer mar elértiink, akkor késébb nem kell ujra elérni. Haszndljunk egy
halmazt, amelybe az elért csucsokat rakjuk, kezdetben csak a kezdécsucsot rakjuk bele.
Amikor egy csucsot eldszor elériink, dobjuk be a halmazba, és minden csucs kiterjesztésénél
csak azokat a szomszédait tekintsiik (rakjuk a sorba), amelyeket még nem értiink el, azaz
nincsenek benne az elért halmazban = Minden csticsot csak egyszer ériink el (tesziink a
sorba). = Minden csucsot csak egyszer irunk ki.

Mivel a csucsok szdma véges ¢és minden csucsot legfeljebb egyszer ériink el és terjesztiink
ki.= A bejaras biztosan terminal.
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Tehat az algoritmus ADT szinten:

UresSor(Q)
UresHalmaz(ElértCsticsok)
Sorba(Q,s)
Halmazba(ElértCsucsok,s)
not Ures?(Q)
Sorbol(Q,u)
Kiir(u)
all v eleme Szomszéd(u) \ ElértCsucsok
Sorba(Q,v)
Halmazba(ElértCsucsok,v)

Az algoritmusban hasznalt Szomszéd(u) absztrakt fliggvény az u € V' cstics szomszédainak
halmazat adja meg. A t6bbi jelolés magatol értetddik.

Most nézziik meg egy példan az algoritmus miikodését ADS szinten:

Az ADT szinten targyalt halmazt most a csticsok szinezésével valdsitsuk meg, sét a

csucsoknak ne csak két allapotat kiilonboztessiik meg, hanem az alabbi harom allapotat.

1) Amikor egy csticsot még nem értiink el legyen fehér szinii. Indulaskor a kezddcstcs
kivételével minden csucs ilyen. (u ¢ Q ésu ¢ ElértCsucsok )

2) Amikor egy csucsot elériink és bedobjuk a sorba, szinezziik sziirkére. A kezddcsucs
induléskor ilyen. (u € Q ésu € ElértCsucsok )

3) Amikor egy csucsot kivettiink a sorbol és kiterjeszttettiik (elértiik a szomszédait), a szine
legyen fekete. (u ¢ Q ésu € ElértCsucsok )

ADT szinten egy csucs szomszédainak az elérési sorrendjérdl (a Szomszéd(u)\ ElértCsucsok
feldolgozasi sorrendjérél) nem tettiink fel semmit, azaz a szomszéd csucsok elérése nem
egyértelmil, tehat egy nem determinisztikus algoritmust kaptunk. Azonban gyakorlati
feladatoknal néha megkdveteljiik a szomszéd csucsok elérésének az egyértelmiségét, hogy az
algoritmus miikodése egyértelmili, azaz ellendrizhetd legyen (pl.: ZH-ban algoritmus
szemléltetése). A kovetkezd példaban a szomszéd csucsok feldolgozasi sorrendje legyen a
csucsok cimkéje szerint novekedden rendezett.

A kovetkezé dbra-sorozaton megfigyelhetd a szélességi keresés algoritmusa Iépésenként. A
csucsokra, a cimkén kiviil, felirunk két pozitiv egész szamot. Az els6 szdm megadja, hogy az
illetd csucsot hanyadikként irnank ki, a masodik szam, pedig a kezddcstcstol vald tavolsagot
tartalmazza. Kezdetben legyenek -1 extremalis értéklieck. A kezddcstcs legyen az 1-es
cimkéjii csucs.

Kezdetben minden csucs fehér kivéve a 1-es csucsot, amelyik sziirke. A sorban is kezdetben
csak az 1l-es cstucs van. Az elsd 1épésben kivessziik a sorbol az 1-es cslicsot, majd
kiterjesztjiik, azaz elérjik az 1-es csics még fehér szomszédait (2,3,4), amelyeket sziirkére
szineziink, és bedobunk a sorba. Az 1-es cstcsot kiterjesztettiik, tehat készen vagyunk vele,
igy feketére szinezziik. Figyeljiik meg, hogy a sor a sziirke csticsokbol all, az elérési szdm
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(els6 szam) szerint rendezve, azaz mindig azt a sziirke csucsot terjesztjiik ki, amelyiknek az
elérési szama a legkisebb, mivel ez a cstcs keriilt be legkorabban a sorba.

Figyeljiik meg, hogy ebben 1épésben nem keriil be ujabb
csucs a sorba, mivel a 3-as csucsot terjesztjiik ki, de a 3-
as minden szomszédjat mar elértiik, azaz nincs fehér
szinli szomszédja.
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A tovabbiakban, mivel a sorban 1év6 csticsoknak nincsenek szomszédaik, mar csak a sorbol
vessziik ki a csucsokat és feketére szinezzik.
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Az utolsd abran berajzoltuk a kezddcsucsbol az illetd csiucsba vezetd, az algoritmus altal
felderitett legrovidebb ut mentén az éleket. A csucsok, és a berajzolt ¢élek alkotta részgrafot
jobban megnézve lathatd, hogy egy kezddcsucs gyokerli fat alkot, amely mentén minden
csucs a legrovidebb uton érheto el.

4.2.3 Definicié: F=(V"E') graf a G=(V,E) graf szélességi faja, ha V' elemei az s-bdl elérhetd
csucsok, E'c E és Vv el' cslcsra pontosan egy egyszeril Ut vezet s-bol v-be, és ez az ut
egyike az s-bdl v-be vezetd legrovidebb G-beli utaknak.

Most nézziik meg az algoritmust az aAbrazolas szintjén:
-¢llistas abrazolassal
-csucsmatrixos abrazoldssal (gyakorlaton)

A csucsok szinét egy szz'n[l..n] (csticsokkal indexelt) tombbe taroljuk. Tovabbi feladatunk a
csucs tavolsagdnak, ¢és a hozzd vezetd Uton a megel6zd csucsnak (a szélességi fa
felrajzolasdhoz) az eltarolasa. Ezt egy d[l..n] és egy P[l..n] tombben tessziilk meg. Az

értékeket akkor ismerjiik, amikor elérjiik a csticsot, azaz amikor sziirkére szinezziik, tehat
ekkor fogjuk a tombbe beirni. Kezdetben legyen minden cstics végtelen tavolsagra a
kezddesucstol, és ha nincs a grafbans ~> u ut, akkor az u tavolsaga végtelen is marad.

22



foru:=1ton
szin[u]:=fehér
d[u]:=végtelen
P[u]:=NIL
szin[s]:=szurke
d[s]:=0
UresSor(Q)
Sorba(Q,s)

not Ures?(Q)
u:=Elsé(Q)
Kiir(u)
v:=Adj[u]

v<>NIL
szin[v”.Cimke]=fehér

szin[v*.Cimke]:=szlrke
d[v*.Cimke]:=d[u]+1
P[vA.Cimke]:=u
Sorba(Q,v”.Cimke)
vi=v/A KévetkezSEl

SKIP

A programot a fenti példan lefuttatva, a kovetkezd eredményeket kapjuk:
d1..101=[0,1,1,1,2,2,3,3,3,2] és P[1..10]=[NIL,1,1,1,2,2,5,5,5,4]. Lathato, hogy a P[1..10]
tomb tartalmabol konnyen "eldallithato" a szélességi fa, illetve barmely csucsra kiirhatd a
legrovidebb 1t (gyakorlaton).

Miiveletigény: Az algoritmus az inicializal6 1épés soran minden csucsnak beallitja a szinét, a
d és P tombbeli értékét. Ez n-el aranyos muveletigény: ®@(n).

Ellistas abrazolas esetén: minden csucsot (amibe megy ¢1) legfeljebb egyszer tesziink a sorba.
Mikor a sorbdl kivessziik a csucsot, az €llistajan 1évo csucsokat érjiik el. Mivel minden cstcs
legfeljebb egyszer keriil a sorba és onnan ki, ezért minden ¢éllistan legfeljebb egyszer
megyiink végig, tehat 6sszességében legfeljebb az Gsszes €llistan egyszer megyiink végig. Az
¢llistak egylittes hossza e, igy a miiveletigény O(e) (Ha nem 0sszefiiggd a graf, akkor lehetnek
olyan ¢élek, amik mentén nem jarunk, ezért nem mondhatunk © -t).
T(n)=0(n)+0(e)=0(n+e)

Csucsmatrixos abrazolds esetén: egy csucs szomszédainak a vizsgalata, a graf egy n hosszl
T(n)=0(n+n*n)=0n")

A tovabbiakban kiilon nem hangstlyozzuk, hogy e-vel aranyos miiveletigény csucsmatrixos
abrazolas esetén mindig n’-el aranyos miiveletet jelent.
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5. Legrévidebb utak egy forrasbdl

Probléma: Adott egy G=(V,E) élsulyozott, véges graf és egy seV csucs U.n. forras.
Szeretnénk meghatarozni, Vv € V' cslcsra, s-bdl v-be vezetd legkisebb koltségii utat.

A grafalgoritmusok bevezetdjében mar felvetettiink egy problémat "minimalis koltségli Gt
keresése" cimen, amely egy csucspar kozotti legkisebb koltségii utat keresi. Ezt a problémat,
tekinthetjiik a fent emlitett probléma részeként, azaz a fenti problémat megoldd algoritmus
megoldja ezt a problémat is. Erdekes, hogy nmem ismert aszimptotikusan hatékonyabb
algoritmus s-bdl egyetlen v csucsba vezetd legkisebb koltségii ut megtalalasara, mint s-bol
minden csticsba mend ilyen Ut megtalalasanak leggyorsabb algoritmusa. Ebben a fejezetben
élstlyozott grafokkal fogunk foglalkozni. A legrovidebb titon, a szakirodalomban elterjedt
modon, a szélességi keresésnél tanultaktol eltéren, a legkisebb koltségii utat fogjuk érteni.

5.0.1 Definicio: Legyen G=(V,E) élsulyozott, iranyitott vagy irdnyitas nélkiili graf c: £ — R
sulyfliggvénnyel. A p=<v0,...,vk> ut hossza (sulya, koltsége) az utat alkotd élek sulyainak az

0sszege, azaz
0 ,hak=0

d(p)=1&
() > c(v,,,v,) kiilonben

i=l1
5.0.2 Definicio: Az u-bdl a v-be (u,v € V') vezetd legrovidebb (legkisebb sulyu, kdltségii) ut
{min{d(u ~>v)} ,haJu~> v utagrafban

, kiilonben

salya legyen o(u,v) =

Az u csticsbol a v-be vezeto legrovidebb tton a &(u,v) sulyd, u-bol v-be vezetd utak egyikét
értjiik.

Egy exponencialis miiveletigényii megoldas:

Szeretnénk eljutni a legrovidebb Uton Budapestrdl Szegedre. Rendelkeziink egy autds
térképpel, amelybdl kiolvashatjuk az tutelagazasok kozti tavolsagot. A probléma egyik
megoldasa, ha eldallitjuk az dsszes egyszerii (mivel kor esetén végtelen sok ut 1étezik)
Budapestrdl Szegedre mend utat, és egy minimumkereséssel kikeressiik koziilik a
legrovidebbet. Elére lathat6, hogy sok olyan ut lesz, amely biztosan nem johet szamitasba
(pl.: Sopronon atmend utak). Ez egy lasst, exponencialis idejii algoritmus. A tovéabbiakban
latni fogunk a probléma megoldéasara polinomialis idejii algoritmust is.

Legrovidebb utak abrazolasa:

A szélességi keresésnél mar talalkoztunk egy hasonld feladattal, az ottani legrovidebb
(legkisebb élszamu) utak nyilvantartasaval. Most is ugyanugy fogunk eljarni, egy P[1..n]
tombben tartjuk nyilvdn minden cstcsnak, az algoritmus altal talalt egyik legrovidebb uton, a
megel6zojét. Itt is a szélességi fahoz hasonloan definialhatjuk a legrovidebb-utak fat.

5.0.3 Definicié: F=(V"E') graf a G=(V,E) graf legrovidebb-utak faja, ha V' elemei az s-bol
elérhetd csucsok, E'c E és Vv e V' cslicsra pontosan egy egyszeril ut vezet s-bol v-be, és ez
az ut egyike az s-bol v-be vezetd legrovidebb G-beli utaknak.
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Dijkstra algoritmus

Feladat: Adott egy G=(V,E) élstlyozott, iranyitott vagy iranyitas nélkiili, negativ élsulyokat
nem tartalmazo, véges graf. Tovabba adott egy s € V' forrds (kezddcstcs). Hatarozzuk meg,
Vv eV csucsra, s-bol v-be vezetd legrovidebb utat és annak hosszat.!

Nézziink az algoritmus helyességének a belatdsdhoz sziikséges néhany allitast:

S.1.1. Lemma: A v, eV cstcsbol a v, el csucsba vezetd, barmely legrovidebb

<v0,...,vk71,vk> (k>0) ut olyan, hogy a <v0,...,vk71> ut is egyike a vy-bol a v ;-be mend

legrovidebb utaknak.
Bizonyités: Az uthossz definici6jabol tudjuk, hogy

d((Vososve v )= d((vossv N+ v,y ) . Indirekt  tegyik fel, hogy létezik
q= <v0,...,vk71> utnal révidebb p ut vi;-be. Ekkor ezen az uton eljutva vy ;-be az uthossz:

d(p)+c(v, ,v,)<d(g)+c(v,,,v,) ,miveld(p)<d(q). Tehat taldltunk a legrévidebb
utnal rovidebb utat, ami ellentmondas.

Az allitasbol kovetkezik, elegendd a legrovidebb tton csak a megel6z6 csticsot eltarolni. A
lemma kdnnyen altaldnosithato "a legrovidebb ut részhtja is legrovidebb ut" allitasra.

5.1.2. Lemma: V(vo,...,vk> aton, a d(v, ~> v, ),d(vy ~> v, )...d(v, ~>v,) részutak

koltségei monoton nové sorozatot alkotnak.
Bizonyités: lasd Analizis: Nem negativ tagu végtelen sorok.

Ebben a lemmaban hasznaljuk ki, hogy nincsenek negativ élsulyok.

Az algoritmus elve:

Minden lépésben tartsuk nyilvan az Osszes csdicsra, a forrastol az illetd csticsba vezetd,
eddig talalt legrovidebb utat (a mar megismert modon a d[1..n] tombben a tavolsagot, €s
P[1..n] tombben a megeldzd cslicsot).

1) Kezdetben a tavolsag legyen a kezddcsucsra 0, a tobbi csucsra .

2) Minden 1épésben a nem KESZ csucsok koziil tekintsik az egyik legkisebb tavolsagu

(d_,,) csucsot:

a) Azt mondhatjuk, hogy ez a veV csiics mar KESZ, azaz ismert a hozza vezetd
legrovidebb Tt.

b) A v-t terjessziik ki, azaz v csics szomszédaira szdmitsuk ki a (mar ismert) v-be
vezetd, és onnan egy kimend éllel meghosszabbitott Gt hosszat. Amennyiben ez jobb
(kisebb), mint az illeté szomszédba eddig talalt legrovidebb ut, akkor innentdl kezdve
ezt az utat tekintsiik, az adott szomszédba vezetd, eddig talalt legrovidebb utnak. Ezt
az eljarast szokas kozelitésnek is nevezni.

5.1.3. Lemma: Az egyes lépések utan, Vu € V' \KESZ csucs esetén, ha s ~> u Ut a grafban,

akkor az u cstcshoz vezetd legrovidebb uton g € KESZ csiics.

Bizonyitas: Az s € KESZ biztosan teljesiil.
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5.1.4. Lemma: Minden lépésben, Vi € V\KESZ cstcsra: d,, < J(s,u), azaz s-bSl u-ba
vezetd utak tavolsaga nem csokkenhet a jelenlegi minimum ala.

Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy Ju € V" \KESZ, amelyre az eddig talalt legrévidebb p 1t
d(p)>d.. ,dealegrovidebb p*=s~>uutra d . >d(p*). Tudjuk, hogy van KESZ csticsa
a p* utak (2. 1épéstdl kezdve, 5.1.3. lemma). Legyenek ¢eKESZ és

min *

w e Szomszéd(q) \KESZ egymast kovetd csucsai p*nak (biztos létezik w, mivel
u eV \KESZ, legfeljebb w=u). Mivel ¢ KESZ, igy mar ismert g-ba mené egyik
legrovidebb ut, ami része az wu-ba mend egyik legrovidebb tutnak (5.1.1. lemma
kovetkezménye). Legyen wu-ba mend egyik legrovidebb ﬁtpak w-ig tartd részutja
p*, =s~>qg— w,aminek a hossza mar ismert, mivel g-t mar KESZ-nek vélasztottuk, ezért
p*, ismert, tovabba g-t kiterjesztettiik (lasd 2/b. pontban), igy p*, is ismert. Azt is tudjuk,
hogy d ., <d(p*,), mivel we¢ KESZ. A 3.1.2. monotonitasr6l szoldo lemma miatt,
d(p*,)<d(p*)=d
Az elsd 1épésben trividlisan teljesiil az allitas, mivel d,,;,=0 €s nincs negativ élsuly.

<d(p*,)<d(p*) ami ellentmond az indirekt feltevésnek.

min

5.1.5. Lemma: Az egyes lépésekben az algoritmus altal KESZ-nek kivalasztott v € V' csticsra
valoban ismert az egyik legrovidebb s ~> v 1t.

Bizonyitds: Legyen p =s ~> v a jelenleg ismert legrovidebb ut (ami lehet oo tavolsagu is),
amelyre tudjuk d(p)=d, ,, ¢és indirekt tegyiik fel, hogy Ip*=s~>v ut, amelyre
d(p*) < d(p). Tudjuk, hogy g € KESZ és w e Szomszéd(q) \KESZ cstcs a p* Gton. A
5.1.4. lemmaban latott modon levezethetd, hogy d(p)=d, 6 <d(p*,)<d(p*)ami

ellentmond az indirekt feltevésnek. Tehat rovidebb s ~>v utat a késObbiekben sem
talalhatunk.

5.1.6. Tétel: A fenti algoritmus, negativ élstilyokat nem tartalmazé G=(V,E) véges graf
esetén, s el forras (kezdOcstics) €s Vvel cstcsra, meghatarozza s-bol v-be vezetd
legrovidebb utat és annak hosszat.

Bizonyitas: Az algoritmus minden 1épésben KESZ-nek valaszt egy csticsot (5.1.5. lemma).
Mivel véges sok csticsa van a grafnak, az algoritmus véges idon beliil terminal, és Vv eV
cstcs KESZ-en van, azaz ismert a legrovidebb s ~> v 1.
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Az algoritmus ADT szintii leirasa:

A d[1..n] és P[1..n] tomboket, a korabban ismertetett modon, a tdvolsag €s a megel6zd csucs
nyilvantartasara hasznaljuk. A KESZ halmazba rakjuk azokat a csiicsokat, amelyekhez mar
ismerjiik az egyik legrovidebb utat. Ezen kiviil, haszndlunk egy minimum valaszto6
elsobbségi (prioritasos) sort (minQ), amelyben a cstcsokat taroljuk a mar felfedezett,

legrovidebb d(s ~> u) tavolsadggal, mint kules értékkel.

d[s]:=0; P[s]:=NIL

all u eleme V\{s}

d[u]:=VEGTELEN; P[u]:=NIL

Ures(KESZ); Ures(minQ)

Feltolt(minQ)

not Ures?(minQ)

u:=KiveszMin(minQ)

KESZ:=KESZ U {u}

all v eleme Szomszéd(u)\KESZ

d[v]>d[u]+c(u,v)

d[v]:=d[u]+c(u,v)
Helyreallit(minQ)
P[v]=u

SKIP

Miiveletigény
rendezettlen tomb | kupac
1
"(n-1)-szer"
n-1
1
0 | n
"n-szer"
n*n | n*logn
n*1
"e-szer"
e*l e*logn

Most nézziik meg egy példan az algoritmus miikodését ADS szinten:

A kovetkezd6 4abra-sorozaton megfigyelheté Dijkstra

algoritmusanak miikodése

1épésenként. A KESZ halmazhoz valé tartozast szinezéssel valdsitjuk meg. Legyenek a nem
KESZ csticsok fehérek, a KESZ csticsok pedig fekete szinfiek. A csticsokra a cimkén kiviil,
felirtuk az eddig talalt legrovidebb ut hosszat is (d tombbeli értékeket). A végtelen nagy
tavolsagot jeloljik '# jellel. A forras legyen az 1-es cimkéji csucs.

inicializalas utan
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Az inicializald 1épés utan a kezddcsucs 0, a tobbi
csucs végtelen sullyal szerepel az els6bbségi sorban.




1. 1épés
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Az elsd 1épésben kivessziik a prioritdsos
sorbol az 1-es csucsot (mivel az 6
prioritisa a legkisebb). Az 1l-es
csicshoz mar ki van szamitva a
legrovidebb ut, tehat ez a csics mar
elkésziilt, szinezzik feketére.
Kiterjesztjik az 1l-est, azaz a
szomszédaira kiszamitjuk az 1-esbdl
kimend ¢llel meghosszabbitott utat. Ha
ez javitd ¢él, azaz az l-esen atmend ut
rovidebb, mint az adott szomszédba
eddig talalt legrovidebb 1ut, akkor a
szomszédban ezt feljegyezziik (d és P
tombbe). Az abran kiemeltiik a javito
¢leket.

Megtigyelhetd, hogy a 2-es csiicsba mar
korabban is talaltunk 10 hosszii utat

<],2>, de a masodik 1épésben, a 4-es

csucs kiterjesztésekor, talalunk, a 4-es
csucson atmend rovidebb 8 hosszu utat.

A 2-es csucs Kkiterjesztésekor a 3-as
csucsba talaltunk egy rovidebb utat.



4. Lépés

5. 1épés utan kialakult fa

A negyedik 1épésben még taldlunk rovidebb utat az 5-0s csucsba, majd az utolsé 1épésben
kivessziik a prioritdsos sorbol az 5-0s cimkéjii csticsot is. Az utolsd abrdn berajzoltuk a
legrovidebb utak fajat alkoto éleket.

Az algoritmus megvalositasa az dbrazolas szintjén:

Vizsgaljuk meg a prioritdsos sor(min(Q) megvalositdsanak két, természetes modon adodod

lehetdségét.

1) A prioritasos sort valdsitsuk meg rendezetlen tombbel, azaz a prioritdsos sor legyen
maga a d[1..n] tomb. Ekkor a minimum kivalasztisara egy feltételes minimum keresést
kell alkalmazni, amelynek a miiveletigénye ®(n). A Feltolt(minQ) és a Helyreallit(minQ)

absztrakt miiveletek megvalositasa pedig egy SKIP-pel torténik.

2) Kupac adatszerkezet hasznalataval is reprezentdlhatjuk a prioritasos sort. Ekkor a
Feltolt(minQ) eljaras, egy kezdeti kupacot épit, amelynek a miiveletigénye linearis (lasd
Heap-Sort). Azonban most a d[1..n] tomb valtozasa esetén a kupacot is karban kell tartani,
mivel a kulcs érték valtozik. Ezt a Helyreallit(minQ) eljaras teszi meg, amely a cstcsot a
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gyokér felé "szivarogtatja" fel, ha sziikséges (mivel a kulcs értékek csak csokkenhetnek).
Ennek a miiveletigénye /ogn-es.

Tehat a prioritdsos sor fenti két megvalositasa esetén, a kovetkezoképpen alakul az
algoritmus miiveletigénye:

A struktogramm mellett feltiintettiik az egyes miiveletek koltségét a két abrazolas estén. A
belsd ciklust célszerti globalisan kezelni, ekkor mondhato, hogy dsszesen legfeljebb annyiszor
fut le, ahany éle van a grafnak.

1) Tehat rendezetlen tomb esetén:

Tm)=0(1+n—-1+1+0+n> +n+e)=0(n’> +e)=0(n")
2) Kupacesetén: T(n) =O(1+n—1+1+n+n*logn+n+e*logn)=0((n+e)*logn)

Kovetkezmény az dbrazolasra:

Rendezetlen tombbel vald abrdzolas miiveletigénye csak a csucsok szamatol fiigg, mig a
kupacos abrazolds miiveletigénye, az élek szamanak is a fiiggvénye. Sird grafnak
nevezziik az olyan grafokat, amelyre e~ n’, ritka grafoknak pedig ,amelyre e~n (vagy
"kevesebb"). Tehat a kupacos abrazolds miiveletigénye ritka graf esetén O(n*logn), mig

strti graf esetén O(n’logn). Az az érdekes helyzet addédott, hogy a graf siirlisége

befolyasolja milyen abrazolast érdemes valasztani. A kupac, csak a ritka grafok esetén
hatékonyabb, mig stirti grafok esetén a rendezetlen tombbel valo reprezentacié az olcsobb.
Tehat a reprezentacio szintjén:

Siiri graf esetén: csucsmatrix + rendezetlen tomb.

Ritka graf esetén: ¢llista + kupac.

A moho algoritmus mindig az adott 1épésben optimalisnak latsz6 dontést hozza, vagyis a
lokalis optimumeot vilasztja abban a reményben, hogy ez globalis optimumhoz fog majd
vezetni. Dijkstra algoritmusa is moh¢ stratégiat kovet, amikor minden 1épésben KESZ-nek
véalaszt egy csucsot. Mivel a legrovidebb ut részutja is legrovidebb ut, igy a lokalis
optimumok valasztasaval elérhetjiik a globalis optimumot.

Most vizsgéljuk meg a szélességi keresés és a Dijkstra algoritmus kapcsolatat.

Mindkét algoritmusnal, egy kezddcsucsbol kiinduld legrévidebb utakat allitunk eld, csak a
Dijkstra algoritmusnal az utak hosszanak fogalmat altalanositjuk. Legyen minden él siilya
egységnyi, ekkor a Dijkstra algoritmus egy szélességi keresést hajt végre (kiilonbség, hogy
minden csucsot megvizsgal, nem csak az elérhetket). Tehat mondhatjuk, hogy a szélességi
keresés specialis esete a Dijkstra algoritmusnak, ahol a prioritidsos sor helyett, egy egyszeri
sort haszndlunk, amellyel javitunk a miiveletigényen. Azt kell belatni, hogy a sor
hasznalataval is mindig a legkisebb tavolsagu csucsot valasztjuk KESZ-nek, de ez kovetkezik
a sz€lességi keresésnél megvizsgalt invarians tulajdonsagbol.
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Bellman-Ford algoritmus

Feladat: Adott egy G=(V,E) ¢lstlyozott, iranyitott vagy iranyitds nélkiili, negativ
osszkoltségii iranyitott kort nem tartalmazoé véges graf, tovabbd egy sel forras
(kezddcsucs). Hatarozzuk meg, Vv € V' csucsra, s-bol v-be vezetd legrovidebb utat és annak
hosszat.!

Megjegyzések:

o Kezddcesucsbol elérhetd negativ 6sszkoltségli kor esetén, nem léteznek legkisebb koltségili
utak, mivel az illeté koron tetszélegesen sokszor végig menve az utak koltsége mindig
csOkkenthetd (lasd gyakorlaton arbitrazs feladat).

e Iranyitatlan graf esetén, egy (u,v) negativ sulyu iranyitatlan élen oda-vissza haladva az ut
koltsége végtelenségig csokkenthetd, azaz tigy viselkedik, mint egy negativ 6sszkoltségi
kor. Tekintsiik negativ 6sszkoltségli, 2 €1bdl alld iranyitott kornek, amely egybe vag az
abrazolas szintjén megvalositott irdnyitatlan graffal, ahol egy irdnyitatlan €lt, egy oda-
vissza iranyitott élparral valdsitunk meg. Tehat iranyitatlan graf esetén a megszoritasunk,
hogy a graf ne tartalmazzon negativ sulyl irdnyitatlan €lt, amely negativ 0sszkdltségli
iranyitott kornek tekinthetd.

Az algoritmus elve:

Minden csucsra, ha 1étezik legrovidebb tt, akkor l1étezik egyszerii legrovidebb ut is, mivel a
korok osszkoltsége nem negativ, igy a kort elhagyva az Ut koltsége nem néhet. Egy n ponta
grafban, a legnagyobb élszamu egyszer( ut ¢élszama, legfeljebb n-1 lehet.

A Bellman-Ford algoritmus a Dijkstra algoritmusnal megismert kozelités miiveletét végzi,
azaz egy csucson at a szomszédba vezetd ¢l mentén vizsgélja, hogy az illetd ¢l része-e a
legrévidebb utnak, javitd él-e. Egy menetben az Gsszes €lre megvizsgalja, hogy javitd ¢€l-e
vagy sem. Osszesen n-1 menetet végez.

Vizsgaljunk meg egy p*=s~>v legrovidebb utat. Minden menetben a p* minden élén

végziink kozelitést. Legyen x — y €l része p*nak. Miutan p* x-ig tartd részutja p*, ismerté
valik, a kovetkezd menetben a p*, is ismert lesz, mivel az (x,y) éllel is végziink kozelitést.
Azonban az élek feldolgozdsanak (kozelitésének) sorrendjére nem tettlink semmilyen
megkotést, igy csak azt tudjuk garantdlni, hogy az elsd 1épés utan az / €élszamu legrovidebb
utak, a masodik 1épés utan a 2 élszamu legrovidebb utak, és igy tovabb, valnak ismerté. Mivel
a leghosszabb egyszerli Ut n-1 élszamu, ezért sziikséges lehet az n-/ menet.

Az algoritmus ADT szinten

Bellman-Ford(G,s)

d[s]:=0; P[s]:=NIL

all u eleme V\{s}
d[u]:=VEGTELEN; P[u]:=NIL

i=1 to n-1

all (u,v) eleme E élre
d[v]>d[u]+c(u,v)
d[v]:=d[u]+c(u,v)
P[v]==u

SKIP
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5.2.1. Tétel: Adott egy G=(V,E) élsulyozott, iranyitott vagy irdnyitds nélkiili, negativ

osszkoltségli iranyitott kort nem tartalmazé véges graf, tovabba egy selV forras

(kezddcesucs). Ekkor a Bellman-Ford algoritmus meghatirozza Vv e V' csucsra legrovidebb

utat és annak hosszat.

Bizonyités:

1) Legyen p*= <v0,...,vk> egy s-bol v-be vezetd, egyszerli legrovidebb Ut , ahol s=v, és
v=w. Teljes indukcidval belatjuk, hogy az i-dik menet utdn mar ismert <v0,..,vi>
legrovidebb részit, azaz  d[v,]= 8(s,v,) és P[v,]=vi;, és ez mar nem romlik el késbb
sem.

a) Kezdetben az inicializalé 1épés utan d[s]=d[v,]=5(s,v,)=0. Ez fennmarad,
kiilonben Iétezne egy olyan u csucs, hogy s ~>u — s és d(s ~> u)+c(u,s) <0, ami
azt jelenti, hogy talaltunk egy negativ kort.

b) i—1—i: Tegylik fel, hogy ismert p*nak s~> v, részitja. Az i-dik menetben a
(v,_,,v;) éllel is végziink kozelitést (feljegyezziik d[v,]=I(s,v,) és P[vi]=vi;), és ez
csak akkor nem torténik meg ((v,,,v,) nem javitd él), ha o(s,v,) mar ismert, azaz a
vi-be mend egyik legrovidebb utat mar korabban megtalaltuk. A késdbbiek soran ez
mar nem valtozhat, mivel ha ez valtozna, az azt jelentené, hogy létezik a legrovidebb
utnal rovidebb ut, mivel p* is legrovidebb Ut és annak barmely részutja, igy p*-nak
s ~> v, részatja is legrovidebb t.

2) Mivel a legnagyobb élszamu, egyszert, legrovidebb ut ¢lszdma is legfeljebb n-1, ezért a
fenti indukcids allitasbol kovetkezik az algoritmus helyessége.

Most pedig nézziik meg egy példan, ADS szinten az algoritmus miikodését:
Tegyiik fel, hogy az élek feldolgozasi sorrendje a csticsok cimkéje szerint rendezett.

Az inicializald 1épés soran bedllitjuk a d[1..n]
¢s P[l..n] tomb értékeit. A végtelen értéket
most is '#' jellel jeloljik.

inicializalas utan
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Az els6 7 €l ((1,2),(1,3),...,(4,2)) kozelitésénél
nem torténik valtozas, mivel végtelen értekek
novelésénél szintén végtelent kapunk, ami nem
javit. Csak két javito ¢élt talalunk. Most
allithatjuk, hogy minden cstiicshoz megtalaltuk
az s-bol hozzd vezetd, minimalis koltségi, 1
¢lszamu utat.

Az é4bran lathat6, mely cstucsokhoz taladltunk
javito élt.

Minden csucshoz meghataroztuk a legkisebb
koltségli, 1 vagy 2 ¢élszdmu utat. Az 4bran
lathatd, az egyes csucsokba vezetd, 1 vagy 2
¢lszamu legrévidebb utakbol kialakult fa. Ez a
fa valtozhat, mivel lehet, hogy egy csucsba el
lehet jutni nagyobb ¢élszamu olcsdbb uton is.

2. 1épés faja
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Az 1-be olcsobb 3 élszamu utat talaltunk.

A fa valtozott mivel az 1-be mar nem 1
élszamu, hanem 3 élszamu, de rovidebb
uton juthatunk el a kezd6csucsbol.

A 4 megel6zoje a korabban talalt 1-es, csak
most nem 2 ¢élhosszi uttal, hanem 4
¢lhosszaval (5,32,14). Mivel az (1,4) élt

korabban dolgoztuk fel, mint (2,1) ¢élt, igy a
4-es csucsnal bejegyzett koltség nem
konzisztens a faval.

3. 1épés faja

A fa mar nem valtozik, csak 4-es csucsnal
bejegyzett koltség veszi fel a helyes értéket.

4. 1épés
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Miiveletigény: Mivel n-/ 1épés van, és minden 1épés soran, minden élre végrehajtunk egy
kozelitést, ezért T(n) =O((n—1)*e).

5.2.2. Allitas: (Gyorsitasi lehetdség) ha egy 1épés soran nem volt valtozas (a kozelitések
soran), akkor készen vagyunk, tehat megallhatunk (a buborék rendezésnél mar lattunk egy
hasonl6 gyorsitasi lehetdséget).

U.i.: Indirekt tegyiik fel, hogy létezik az algoritmus &ltal megadott olyan legrovidebb
p*¥=s~>x— y~>v ut, hogy az i-dik 1épésben az s ~> x részutat mar ismerjiik, de x - y
¢l még nem része a fanak, vagy d[y] értéke nem konzisztens, tehat mindkét esetben
d[y]>o(s,y), tovabba az i-dik 1épésben nem torténik valtozas. Azonban d[x]=o(s,x) és
0(s,y)=0(s,x)+c(x,y), tovabbi az i-dik Iépésben az (x,y) ¢él Kkozelitése soran
d[y]<(s,x)+c(x,y)=9(s,y), ami ellentmond az indirekt feltevésnek.

Megjegyzés: Ha a fenti gyorsitasi lehetdséget beépitjiik az algoritmusba, akkor az élek
feldolgozasi sorrendje befolydsolja az iteraciok szamat. A fenti példahoz képest, most
atcimkéztiik a cstucsokat (az ¢élek feldolgozasi sorrendje legyen tovabbra is cstcsok cimkéje
szerint rendezett), igy 1 1épésben megkaphatjuk a megoldast:

)
-2

1. 1épés utan mar kialakult a végleges fa
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6. Legrovidebb utak minden csucsparra

Probléma: Adott egy G=(V,E) élstlyozott véges graf. Szeretnénk meghatarozni, Vu,veV
csucsra, u-bol v-be vezetd legkisebb koltségii utat.

Biztos mindenki latott mar, az autds térképekben el6forduld, a varosok egymastol vald
legkisebb tavolsagait tartalmazo tablazatot. Ez egy négyzetes tablazat, ahol a sorok ¢és az
oszlopok a varosok neveivel vannak felcimkézve. A tablazat x cimkéjli soranak €s y cimkéjii
oszlopanak a metszéspontjaban talalhatd, az y varosnak az x varostol valo legkisebb
tavolsaga. Modellezziik az autos térképet egy graffal (iranyitott vagy irdnyitatlan, attol
fliggden, hogy vannak-e egyirdnyu utak). A csticsokat megfeleltetjiikk a varosoknak, az élek
pedig a varosokat 6sszekotd kozvetlen utaknak. Az utak hossza legyen az élek sulya, tehat a
graf legyen élstilyozott. Célunk a fenti tablazat eldallitasa.

A csucsparok kozotti legkisebb koltségli utakat megkereshetjiik az el6zd feladatban tanult
algoritmusok segitségével. Minden csucsot forrasként tekintve futtassuk le a "legrovidebb
utak egy forrasbol algoritmusok" egyikét.
1) Amennyiben az ¢élstulyok nem negativak, a Dijkstra algoritmusat alkalmazhatjuk. Ekkor,
miuveletigény:
a) Prioritasos sorként rendezetlen tombot hasznalva: T(n)=n *O(nz)ZO(n3)
b) Prioritasos sorként kupacot hasznalva: T(n)=n*O((n+e)*logn)=0(n’logn+n*e*logn),
amit ritka grafokra alkalmazva T(n)=0(n’logn).
2) Ha negativ ¢élstlyokat is megengediink, akkor a Bellman-Ford algoritmust
hasznalhatjuk, amellyel a miiveletigény T(n)=n*(n-1)*e=®(n" *e). Ez ritka grafokra

T(n)=O(n’), stri grafokra T(n) = O(n*).

Ebben a fejezetben egyrészt a negativ élsulyok esetére hatékonyabb algoritmust adunk,
tovabba vizsgaljuk ennek specialis valtozatat grafok tranzitiv lezartjanak a kiszamitasara.

Floyd algoritmus

Feladat: Adott egy G=(V,E) ¢élstulyozott, iranyitott vagy irdnyitds nélkiili, negativ
Osszkoltségili iranyitott kort nem tartalmazé véges graf. Hatarozzuk meg Vu,veV
csucsra, u-bol v-be vezetd legkisebb koltségii utat!

A fejezet tovabbi részében az utak hosszan az Ut mentén szerepld élek koltségeinek az
Osszegét értjiik (5.0.1. definicid), a csucsparok tavolsagan pedig a csticspar kozotti (az 5.0.2.
definici6 szerinti) egyik legrovidebb Ut hosszat értjiikk. Tegyiik fel, hogy V={1,2,...,n}, és
hogy a G graf az C szomszédsdgi matrixaval adott. A cstcsparok tdvolsdganak a
kiszamitasara egy szintén n x n-es D matrixot fogunk hasznalni.

6.1.1. Definicid: Legyen egy p = <vl,v2,...,vm> egyszeri Ut belsé csticsa p minden v;-tdl és

Vu-t61 kiilonboz6 cstcsa, azaz {v,,...,v, ,} halmaz elemei.
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Az algoritmus elve: n iteracios 1€épés utan kapjuk meg a megoldast, mely iteracios 1épések
soran folyamatosan fenntartjuk a D matrixunkra a kovetkezé invarians tulajdonsagot:
a k-adik iterdcio lefutasa utan V(i, j) csucsparra p® [i,j] azon i ~> j utak legrovidebbjeinek a
hosszat tartalmazza, amelyek kozbiilsé cstucsai k-ndl nem nagyobb sorszamuak. Tehat k=n
esetén V(i, j) cstcsparra D™[ij] az i ~> j utak legrévidebbjeinek a hosszat, azaz a feladat
megoldasat tartalmazza.

Az invarians tulajdonsag fenntartasa: (k szerinti teljes indukcio)

e k=0 esetben: (i, j) csucsparra D'”[ij] tartalmazza azon i ~> j utak koziil a legkisebb
koltségli utak hosszat, amely belsd cslicsainak sorszdma kisebb, mint /, azaz nem
tartalmaznak belsd csucsot. Ami nem mas, mint a C szomszédsagi matrixban szerepld
érték. Tehat D matrix értéke legyen C szomszédsagi matrix.

e k-1—>k: a DV [1,j] értéket szeretnénk kiszamitani a D*" matrix értékeinek a

felhasznalasaval. Két esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy p™ =i ~> j (i-bdl j-be

vezetd, belsd csucsként nem nagyobb, mint k sorszdmu csucsokat tartalmazd) egyik

legrovidebb tutnak, k belsé csucsa vagy sem. (p®™ uat legyen egyszerii ut, mert ha

tartalmazna kort, és nem lehet negativ 6sszkoltségii a kor, akkor a kort "kivagva" a kapott

ut koltsége nem nd, tehat a legrévidebb utak kézétt vannak egyszeriek.)

1) Haknem belso csucsa p™-nek, akkor p™ minden belsé csucsanak sorszama legfeljebb
k-1, azaz p™ hossza azonos a legfeljebb k-1 belsé csucsokat tartalmazd i~> j

legrovidebb ut hosszaval D*"[i j]-vel.
2) Ha k belsé csucs a p™ ton, akkor felbonthatiuk p*™ =i~>k és p™ =k ~> j

legfeljebb k-1 sorszamu belsd csticsokat tartalmazd i-bdl k-ba ill. k-bdl j-be vezetd
legrovidebb egyszerti utakra (legrovidebb ut részutja is legrévidebb 1t, 5.1.1. lemma
kévetkezménye). Tehat D®[i,j]1=D*"[i,k]+ D*"[k].
Tehat a két eset koziil az adja a rovidebb utat, ahol kisebb a szamitott érték, azaz a
kérdéses legrovidebb ut hossza megka ﬂ]:()hato az alabbi képlettel:
D®[ij]=min{ D*"[i 1, D*"[i,k]+ D*"[k,j] }

Mivel DW[i,k]= D" [i,k] és DP[k, j]= D“ [k, j], igy elegendd egyetlen D matrix az
algoritmus végrehajtasahoz.

Flovyd algoritmus az abrazolas szintjén, csucsmatrixos abrazolassal:

_Foren)

D[1..n,1..n]:=CJ[1..n,1..n]
for k=1 ton
fori:=1ton
forj:=1ton
D[i,j]=min{D[i,], D[i.k]+D[k,j]}

37



Most nézziik meg egy példan, ADS szinten az algoritmus miikddését:

A kezdeti inicializalo 1épés utan D
matrix ~ megegyezik a  graf
csticsmatrixanak értékével.

1

0
2
0
1

Az elsé iteracio soran, az 1-es csucson atmend utakkal probaljuk javitani a matrix értékeit.

: —@Q— (3 | _

Amikor a 2-es csucsbol a 4-es
csticsba mend utakat vizsgaljuk,
taldlunk az 1-esen 4&tmend javitd

1 1 utat, D[2,4] értékét 2-re javitjuk.
Mivel a graf iranyitatlan, igy a
szimmetrikus esetben is torténik
javitas (D[4,2]).

0 1 o 1

1 0 2 2
Az elsd iteracids 1épés utan a kovetkezé matrix alakul ki: D = 5 0 1

o0

1 21 0

A masodik iteracids 1épésben: mar olyan javitd utakat keresiink, amelyek bels6 csucsainak a
sorszdma legfeljebb 2. Vizsgaljuk az legfeljebb 1-es sorszamu belsé csticsokat tartalmazd
utakat (ill. a még nem létezd utakat), és megprobaljuk kozbiilsé csticsnak beilleszteni a 2-es
csucsot.

(2)
1 L 4 2 Az 1-bél a 3-ba ill. 3-bol az 1-
be taldltunk javité utat (az
eddig nem létezd uthoz, a o
1 1 hosszu uthoz képest) a 2-esen
at.

0
1
3
1

A mésodik iteracios 1épés utan a kovetkezé matrix alakul ki: D =

[\O R \O R
— O N W
O =N
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A harmadik iterdcioban nem taldlunk a 3-as csucson atmend javitd utakat, igy a matrix nem

0 1 3 1
2 2
valtozik. D® =
32 0 1
1 210

A negyedik iteracios lépésben: mar olyan javito utakat keresiink, amelyek belsd csticsainak a
sorszama legfeljebb 4. Vizsgaljuk a legfeljebb 3-as sorszamu bels csucsokat tartalmazo
utakat (ill. a még nem létez6 utakat), és megprobalunk a 4-es csucson atmend, kisebb koltségii
"elkeriilo" utat talalni.

Taldlunk a 4-es csticson atmend javito

N utat. Eddig az 1-esbdl a 3-mas csticsba

3 \\g/} 5 vezeto, legfeljebb 3-as sorszamu belsd
csticsokat tartalmazd legrovidebb ut

hossza 3 volt. Ez az ut: 1,2,3. Most

megengedjiik, hogy belsd pont

1 1 sorszama lehet 4 is, igy megvizsgalva
az 1,4 1ll. 4,3 részutak hosszanak

Osszegét, az kevesebb mint, az 1,2,3 ut

hossza, tehat talaltunk egy kisebb

koltségt elkeriild utat. Természetesen
ez a szimmetrikus esetre is igaz.

Végiil a negyedik iteracios 1épés utdn megkapjuk a végeredményt: D@ =

[ S )
[\C T (SRR
— O NN
S = N =

Az algoritmus miiveletigénye: az algoritmus 7 iteraciés 1épésben, az n’-es matrix minden
elemére konstans szami miiveletet végez, igy T(n) = ©(n’). Ez egy stabil algoritmus, mivel

legjobb, legrosszabb ¢és atlagos esetben is azonos a miiveletigénye.

Megjegyzések:
1) A miveletigénylink nagysdgrendileg ugyanannyi, mintha a Dijkstra algoritmust

csucsmatrixos abrazolast grafon, prioritasos sorként rendezetlen tombot hasznalva, minden
csticsra, mint forrasra lefuttatndnk. A Dijkstra algoritmusndl mar lattuk, hogy ezt a
megvaldsitast stird grafok esetén célszerli alkalmazni. Ritka grafok esetén éllistas
abrazolast hasznalhatunk, prioritdsos sorként pedig kupacot, igy a miveletigény
T(n)=0(n’logn), ami jobb, mint a Floyd algoritmus miiveletigénye.

Ugy tiinik, hogy felesleges a Floyd algoritmust hasznalni, mivel a Dijkstra algoritmus jobb
eredményt ad, azonban a Dijkstra algoritmust csak nem negativ koltségii élek esetén
hasznalhatjuk.

Amennyiben eléfordulhat a grafban negativ sulyu él (de negativ 6sszkoltségli kor nem), a

Bellman-Ford algoritmus hasznalataval ritka grafokra 7(n)=O(n’), siiri grafokra
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T(n)=0O(n*) miveletigénnyel tudjuk megoldani a feladatot. Lathatd, hogy stirti grafok

esetén a Floyd algoritmus hatékonyabb.

2) A Floyd algoritmust az abrazolas szintjén adtuk meg matrixos dbrazolds mellett, mint
ahogy a szakirodalomban szokas.

3) Amennyiben a csucsparok kozotti legrovidebb utakra is kivancsiak vagyunk (és nem
csak azok hosszara), a kordbban mar latott modon eltarolhatjuk a megel6z6 (vagy kozbiilso &
cimkéjii) csucsot. Mivel most csucsparok kozotti utakrol van szo6 minden lehetséges
csucsparra (n*n csucspar), igy érdemes matrixot hasznalni. (Bovebben lasd a gyakorlaton.)

Tranzitiv lezart

Most azt vizsgaljuk meg, hogy a graf egy u pontjabol el tudunk-e jutni egy v pontjaba, azaz
létezik-e Ut u-bol v-be. A fejezet tovabbi részében a grafunk legyen véges, sulyozatlan,
iranyitott vagy iranyitatlan, az utak hosszan pedig az ut mentén talalhat6 élek szamat értjiik
(4.2.1. definicio szerint).

6.2.1. Tétel: Legyen a G graf szomszédsagi matrixa C= C* [z', j] (1 <ij<n, keN ) az i-bol
a j-be vezetd Kk hosszlsagia utak szamat adja meg.

Bizonyités: k szerinti teljes indukciéval

o k=1 esetben: 1 hossza ut=¢l. Tehat C 1[i, j] az i-bol a j-be mend ¢élek szamat adja meg,
(ami megéllapodas szerint legfeljebb / lehet), ez pedig pontosan a szomszédsagi matrix
definicioja.

o k—1— k:Tegylk fel, hogy k-1-ig teljesiil az allitas.
Kérdés, hanyféleképpen juthatok el k& hosszu tton i-bdl j-be? i ~> j k hosszusagl utat a
kovetkezd modon tudjuk felbontani: i~>s k-I hossza Ut, majd s — j ¢él. Kérdés,
hanyféleképpen juthatok el k hosszi uton i-bél j-be ugy, hogy a j-t megel6zé cstics az
s? Az indukcios feltevés szerint, C*'[i,s] féle modon juthatok el k-7 hosszi titon i-bl s-
be, tovabba ha létezik s — j ¢l a grafban (C/s,j/=1), akkor azon mar csak egyféleképpen
tudunk tovébb menni j-be, azaz C*'[i,s]* C[s, j] megadja az i-bé] j-be mené k hosszu
utak szamat, ahol j el6tti megel6zo csucs az s. Amennyiben nem létezik s — j €1, akkor a
szorzat értéke nulla, ami kifejezi, hogy nincs ilyen ut a grafban.
Az elézbekben s-en atmend utakat szamlaltunk, de s tetszéleges csucsa lehet a grafnak,
igy ezeket minden s € V' csticsra osszegezziik:
C'lijl1= Y lis]*Cls,j]) Vi j-re(1<i,j<n)

s=1

,ami nem mas, mint egy matrix szorzat C* = C*"' *C.

A _tétel kovetkezménye: C+C’ +C’ +...+ C* matrix [ij]-edik eleme, az i-bdl j-be mend
legfeljebb k hosszusagh utak szdmat adja meg.
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6.2.2. Definicié: G=(V,E) véges graf utmatrixa (elérhetéségi matrixa):
o 1 ,ha3i~> juta grafban
uli, j]= o
0 , kiilonben

Vi,j—re(1<i,j<n):

,ahol n = |V|

Az utmatrix meghatarozasa: ha Iétezik i-bdl j-be mend Ut a grafban, akkor 1étezik i-bdl j-be
mend egyszerli ut is, tovabba minden egyszerii ut legfeljebb n-/ hosszl, egy egyszerti kor
pedig legfeljebb n hosszi. Tehat szamoljuk ki C+C>+C’ +...+C" osszeget, és az
eredménymatrixban a nullanal nagyobb elemeket irjuk at /-esre.

6.2.3. Definicio: Egy G=(V,E) graf tranzitiv lezarasa G'(V'E') graf ,ahol V'=V ¢és
(u,v) € E' Ju ~> vt a gratban.

Néhany trivialis allitas:
1) G Gtmatrixa G' szomszédsagi matrixa
2) G erbsen Osszefiiggd < U-ban nincs nulla elem < G'teljes graf

Warshall algoritmus

Az eldzd fejezetben egy graf tranzitiv lezartjat eld tudtuk allitani a szomszédsagi matrix
hatvanyainak az Osszegeként, amelynek hatékonysaga T'(n)=0O(n*). Most lassunk egy

nagysagrenddel hatékonyabb modszert.

A tranzitiv lezart meghatarozasara hasznalhatndnk a Floyd algoritmust is, hiszen az
algoritmus lefutdsa utan, ha D[i,j] véges, akkor létezik i ~> j ut, ha végtelen, akkor pedig
nincs i-bdl j-be mend ut. Azonban a Floyd algoritmus elvét felhasznélva, sz&p algoritmus
adhaté az abrazolas szintjén a problémara (bar S. Warshall nevéhez fiiz6d6 algoritmus
megeldzte Floydét).

Adott a G=(V,E) véges, stlyozatlan, irdnyitott vagy iranyitatlan graf. A Floyd algoritmushoz
képest az alabbi valtoztatiasok utan megkapjuk a Warshall algoritmust:

1) A W matrix (a Floyd-nal D-vel jel6lt matrix) kezdeti értéke legyen
1 ,hai=jvagy(i,j)e E
Vi,j-re(1<i,j<n): Wi, /1= A
0 , kiilénben

A matrixban szerepld értékeket tekintsiik logikai értékeknek (hamis=0, igaz=1).
2) A ciklusban végzett miivelet pedig legyen a kovetkezo:
Wi, jl=WIi, jIv Wi, k] AWk, j1)
Az algoritmus helyességének a belatasa hasonldan torténhet, mint a Floyd algoritmusnal.
Természetesen a miiveletigény is aszimptotikusan megegyezik a Floyd algoritmus
miiveletigényével, azzal a kiilonbséggel, hogy a Floyd algoritmusndl, a ciklus belsejében

konstans miiveletnek tekintett Osszeadds ¢és minimumvalasztds helyett, most logikai
miiveleteket végziink, ami hatékonyabb lehet.
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7. Minimalis kéltségii feszitofak

A bevezetd 1.3. fejezetében mar emlitettiik a témakorben klasszikusnak szamitd példat,
miszerint egy teriilet villamositdsat kell megoldani a lehetd legkisebb koltséggel.
Tudomadasunk szerint a probléma elsé érdemi megoldasat Otakar Boruvka brnoi professzor
kozolte 1926-ban, aki Morvaorszag nyugati részének villamositdsa kapcsan talalkozott a
feladattal, amely szerint minimalis Osszkoltségli vezetékrendszert kellet tervezni megadott
varosok kozott.

A modelliink legyen iranyitas nélkiili, sulyozott graf, ahol a varosoknak megfeleltetjiik a graf
pontjait, az ¢leknek pedig a tervezett, két varost 6sszekotd villamos vezetéket. Az élek
iranyitas nélkiiliek az elektromos dram irdnyitatlan tulajdonsaga miatt, és stlyozottak, ahol az
¢lek koltségei legyenek a becsiilt épitési koltségek.

7.0.1. Definicié: Legyen G=(V,E) iranyitatlan graf. A G'=(V'E') grafot a G részgrafjanak
nevezzilk, ha V'cV ¢és E'cC E , tovabba V[u,v]e E": u,veV".

7.0.2. Definicié: Legyen G=(V,E) iranyitatlan, osszefliggd, véges graf. A G egy kdrmentes,
Osszefiiggd F=(V,E') részgrafjat a G egy feszitofajanak nevezziik. (F és G pontjainak
halmaza megegyezik)

7.0.3. Definicié: Legyen G=(V,E) iranyitatlan, Osszefiiggd, ¢élsulyozott, véges graf a
c:E— R koltségfiiggvénnyel. Ekkor F=(V,E') feszitéfa a G egy minimalis koltségii
feszitofaja, ha koltsége C(F) = Zc(e) minimdlis a G feszit6fai kozott, azaz

ecE'

C(F)=min{C(H) | H a G feszitéfaja}.

Feladat: Adott egy G=(V,E) iranyitatlan, Osszefliggd, ¢élstulyozott, véges graf. Hatarozzuk
meg a G egy minimalis koltségii feszitofajat.

A tovabbiakban tekintsiink néhany fakkal kapcsolatos allitast, amelyek a késobbi
bizonyitasok soran hasznosak lehetnek.

7.0.4. Allitas: Minden legalabb kétpontt faban van elséfoki cstics.
Bizonyitas: Tekintsiik u = <v0,v1,...,vk> egyik leghosszabb utat a faban. Ha v-bol menne €l

egy olyan cstucsba, amely nem eleme {vl,vz...,vk} halmaznak, akkor u nem lenne a
leghosszabb 1t, ha vy-bdl menne él egy olyan csticsba, amely eleme {vl,vz...,vk} halmaznak,
akkor az utban lenne kor, tehat nem lenne fa. Igy azt kaptuk, vy elséfoka csucs.

7.0.5. Allitas: Minden 6sszefliggé G=(V,E) grafnak van feszitéfaja.

Bizonyitds: Ha a grafban van kor, elhagyjuk az egyik élét. Ezt véges sokszor ismételve
kdrmentes, Osszefliggd V csucshalmazu grafot kapunk, tehat feszitofat.
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7.0.6. Allitas: Egy n ponti sszefliggd graf fa< n-1 éle van

Bizonyitas:

=: n pontl fabdl torliink egy elséfoku csucsot (7.0.4. szerint 1étezik) és a hozza tartozo élt,
akkor egy n-1 pontu fat kapunk. Ezt ismételve, n-I-szer lehet elséfokt csucsot elhagyni a
hozza tartozo éllel egyiitt, mivel a végén mar csak egyetlen cstics marad=> az eredeti fanak
n-1 éle volt.

< Legyen F egy n pontt n-1 €l 0sszefiiggd graf, tovabba legyen F’ egy feszitéfaja F-nek.
Az eldbb igazoltak szerint F'-nek is n-1 éle van= F=F".

7.0.7. Allitas: Egy fa barmely két pontja kozott pontosan egy it vezet.

Bizonyités: Indirekt tegylik fel, hogy u-bdl v-be két ut vezet, ekkor u-bdl v-be elmegyek az
egyik uton, majd visszajovok a masik uton, akkor legkésébb u-ba jutva talalok egy olyan
csucsot, amely eleme az elsd utnak, tehat kort talaltam.

7.0.8. Allitas: Legyen G=(V,E) grafnak F=(V,E') egy minimalis koltségii feszit6faja, tovabba,
legyen e=[u,v] (e € E) a G-nek egy olyan éle, ami nem ¢éle F-nek (e ¢ E'), és tegyiik fel
,hogy az F-beli u-bdl v-be vezetd Gton van olyan e’ €l (e'e E'), amelyre c(e) < c(e') .= F-bdl
az e hozzavételével és az e’ elhagyasaval kapott F' graf is egy minimalis koltségli feszitéfaja
G-nek.

Bizonyitas: Vegyiik hozz4 F-hez e ¢lt, ekkor a kapott grafban van olyan kor amelynek e’ éle.
Az e’ torlésével kapott graf tehat 0sszefiiggd marad €s €leinek a szama is ugyanannyi, mint ¥
¢leinek a szama, igy 7.0.6. szerint F' is feszitéfaja G-nek. Tovabba C(F') < C(F), mivel

c(e) < c(e'), azaz egy nem nagyobb koltségii €llel cseréltiink le egy élt.

Szemléltessiik a 7.0.8. allitast egy példan. Legyenek u=2, v=3 csucsok, tovabba e=[2,3],

e'=[1,4] az éllitasban emlitett ¢lek.
1
. 8)
2
11
[
1 3
‘ )

Az allitas szerint, ha e’ €l helyett e ¢élt vessziik fel a feszitéfa éle koz¢, akkor attériink a G-nek
egy masik minimalis koltségl feszitofajara.

N
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A piros-kék eljaras

A fejezetben targyalt algoritmusok kozds vonasa, hogy valamilyen modszer szerint sorra
veszik a graf éleit, és egyes ¢éleket bevesznek a kialakuld minimalis koltségli feszitéfaba,
masokat pedig nem. Ezen algoritmusok altalanositasaként Robert E. Tarjan adott egy szép,
nem determinisztikus eljarast, melyet piros-kék eljarasként emlegetnek. A szemléletes
targyalas érdekében az éleket szokds beszinezni, innen szarmazik a modszer neve is. A
modszer kékre szinezi a minimalis koltségli feszitdfaba bekeriilé élt, és pirosra szinezi
azokat az ¢éleket, amelyek mar biztosan nem keriilnek be a faba. Az ¢élek szinezése soran két
szabalyt fogunk alkalmazni a piros szabalyt és a kék szabalyt. A két szabalyt tetszéleges
sorrendben és tetszéleges helyen alkalmazhatjuk, akar véletlenitett modon.

A késObb ismertetésre keriild algoritmusokat (Prim, Kruskal) tekinthetjiik gy is, mint a piros-
kék eljaras egy-egy specializalt valtozatait.

7.1.1. Definicio: Tekintsik a G=(V,E) iranyitatlan, sulyozott véges graf ¢leinek egy
szinezését, amelynél egy ¢l lehet piros, kék vagy szintelen. Ez a szinezés takaros, ha 1étezik
G-nek olyan minimalis koltségli feszitéfaja, ami az dsszes kék élt tartalmazza, de egyetlen
piros éIt sem tartalmaz.

K¢ék szabaly:
Valasszunk ki egy olyan & # X < V' cslicshalmazt, amibdl nem vezet ki kék él. Ezutan egy

legkisebb sulyd X-bdl kimend szintelen ¢t fessiink kékre.

Tekintsiik az aldabbi dbran szerepld példan a kék szabaly egy alkalmazasat. Legyen
X={1,2,3,4} halmaz. Lathato, hogy X-bdl nem vezet ki kék él.

Szinezziik kékre az X-bol "kivezetd" egyik legkisebb sulyu €lt, amely most a 3-as sulya [1,6]
él.
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Piros szabaly:
Vialasszunk G-ben egy olyan egyszerii kort, amiben nincs piros él. A kor egyik legnagyobb

sulyu szintelen élét szinezziik pirosra.

Most a piros szabaly egy alkalmazasat illusztraljuk az alabbi dbran. A szabalyban emlitett kor
legyen <1,2,4,3> , amely nem tartalmaz piros élt.

Keressiik meg a kor egyik legnagyobb sulyu ¢€lét, amely az 5-6s sulya /2,4] él. Szinezzik
pirosra.

Piros-kék eljaras:

Legyen kezdetben a G=(V,E) iranyitatlan, sulyozott, Osszefiiggd, véges graf minden éle
szintelen. Alkalmazzunk a két szabalyt tetszéleges sorrendben ¢és helyen, amig csak
lehetséges.

7.1.2. Tétel: Legyen G=(V,E) iranyitatlan, sulyozott, 6sszefiiggd, véges graf, és n = |V|

L. A piros-kék eljaras soran a szinezés mindig takaros marad.

II. A szinezéssel sosem akadunk el, ameddig G minden éle szines nem lesz.

1. Ha beszineztik G minden ¢lét, akkor a kék élek G egy minimalis koltségii
feszitéfajanak éleit adjak, st mar n-1 kékre szinezett ¢l utan is megkaptuk az emlitett
feszitotat.

Bizonyitas:

L. Teljes indukcioval lassuk be az 4llitdst. Kezdetben, amikor minden ¢él szintelen
nyilvan teljesiil a takaros szinezés. Tovabbiakban tegyiik fel, hogy egy olyan
allapotban vagyunk, amelyre teljesiil a takaros szinezés. Legyen F' a G egy olyan
minimalis koltség feszitdfaja, amely az 0sszes, jelenleg kékre szinezett €It tartalmazza,
¢s egyetlen, jelenleg pirosra szinezett ¢élt sem tartalmaz. Tegyiik fel, hogy az eljarés
kovetkezO 1épése sordn az e € E ¢lt szineztiik be, ahol e=[u,v]. Két eset lehet attol
fiiggden, hogy melyik szabalyt alkalmaztuk.
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1) A kék szabalyt alkalmaztuk: ekkor nyilvan e szine kék lett.

a) Ha e éle F-nek, akkor F' mutatja ,hogy takaros a szinezés.

b) Ha e nem ¢éle F-nek, akkor tekintsiik az X — V' halmazt, amire a kék szabalyt
alkalmaztuk. Az F-ben Ju ~> v 1t, hiszen F feszitéfa (7.0.7. allitas), tovabba
ezen az uton van olyan e’ ¢l, ami kimegy X-bol (Ugyanis e-t szineztiik kékre,
tehat a kék szabdly értelmében e egyik vége X-en beliil, a mésik vége X-en
kiviil van. Tovabba az emlitett u ~> v F-beli ut, egy X-beli és egy X-en kiviili
pontot kot dssze, tehat valahol ki kell 1épnie X-bdl.).

X

Az abran vastagabb vonallal jeldltiik az F éleit, és segédvonallal az F-beli # ~> v utat.

Vizsgaljuk, milyen lehet e’ szine! Piros nem lehet, mivel része F-nek, kék sem
lehet, mivel a kék szabalyt alkalmaztuk, amely szerint X-nek olyannak kell
lennie, amibdl nem vezet ki kék ¢€l. Tehat e’ szintelen. Tovabba c(e) < c(e'),

mivel a kék szabaly szerint az X-bdl kimend egyik legkisebb sulyu élt kell
valasztani, és mi e-t valasztottuk. Alkalmazhatjuk a 7.0.8. allitast, mely szerint
F-bol e’ torlésével és e hozzavételével kapott 0j F' graf is a G egy minimalis
koltségli feszitdfaja. Tehat F’ igazolja, hogy e kékre szinezésével a szinezés
tovabbra is takaros marad.

X

Az abran vastagabb vonallal kiemeltiik a masik minimalis koltségii feszitofa, F” éleit.

2) A piros szabalyt alkalmaztuk: ekkor nyilvan e szine piros lett.
a) Ha e nem ¢éle F-nek, akkor F' mutatja, hogy takaros a szinezés.
b) Ha e éle F-nek, akkor a pirosra szinezés azt jelenti, hogy e tovabbiakban mar
nem lehet ¢éle az eljaras soran eldallitas alatt [évé minimalis feszitéfanak, tehat
a takaros szinezés bizonyitasahoz at kell térni egy masik minimalis feszitéfara.
Az e F-bol vald torlésével F két komponensre esik szét. Tekintslik azt a kort,
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amelyre a piros szabalyt alkalmaztuk, ennek van olyan e’ éle, amelyik a két
komponenst dsszekoti €s nem éle F-nek (Ugyanis a két komponenst dsszekotd
e-t6l kiilonbozd élnek lennie kell, mivel kor mentén vizsgalodunk, és egy
korbeli €l elhagyasaval az Osszefliggdség nem sziinhet meg. Tovabba, ha nem
lenne ilyen e’ ¢él, ami nem ¢éle F-nek, az azt jelenti, hogy a kor minden éle F éle
is, tehat kor lenne a faban.).

3]

Az abrakon kiemeltiik F éleit, majd illusztraltuk e elhagyasa utan keletkez6 két komponenst.

$

Vizsgaljuk, milyen lehet e’ szine! Nem lehet kék, mivel nem éle F-nek és
feltettiik, hogy a szinezés takaros, amit ' mutat. Nem lehet piros, mivel a piros
szabaly értelmében, olyan kort kell valasztani, amiben nincs piros ¢l. Tehat e’
szintelen. Tovabba c(e') < c(e), mivel a piros szabdly alkalmazdsa soran e-t

valasztottuk szinezésre, amely szerint a kor egyik legnagyobb sulyt ¢élét kell
pirosra szinezni. Az e’ végpontjait Osszekotd F-beli ut tartalmazza e élt.
(Ugyanis e torlése eldtt F feszitéfa volt, és 7.0.7. allitas szerint, barmely két
pontja kozbtt pontosan egy ut vezet. Azonban most két olyan részre esett szét,
amelynek egyik komponensében van e’ egyik vége, a masik komponensében e’
masik vége. F-ben a két komponens kozott az atjarast éppen az e ¢l
biztositotta, tehat az emlitett utnak at kell haladnia az e élen.)

Az abran segédvonallal berajzoltuk az e’ két végpontjat 6sszekotd F-beli utat.
Alkalmazhatjuk a 7.0.8. allitast, mely szerint F-b6l e torlésével ¢és e’
hozzavételével kapott 1) F' graf is a G egy minimalis koltségli feszitofaja.
Tehat F’ igazolja, hogy e pirosra szinezésével a szinezés tovabbra is takaros
marad.
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II.

N

(O

\e\<‘/\'
Az abran vastagabb vonallal kiemeltiik a masik minimalis koltségii feszitofa, F' éleit.

Most belatjuk, hogy a szinezéssel sosem akadunk el, ameddig G minden éle szines

nem lesz. Tegyiik fel, hogy G-nek még nem minden éle szines. Legyen e egy szintelen

¢él. A szinezés takarossadga miatt a kék ¢€lek egy erddt alkotnak (de lehet, hogy mar egy

fat, ekkor az alabbi 1. eset alkalmazhat6), az erdo fait nevezziik kék faknak. Két eset

lehetséges:

1) Ha e két végpontja ugyanabban a kék fiaban van. Ekkor a piros szabalyt
alkalmazhatjuk arra a korre, aminek az éleit ugy kapjuk, hogy az e két végpontjat
0sszekotd egyetlen (7.0.7. allitas) kék uthoz hozzavesszik e-t.

o=

Az abrakon vastagabb vonallal jeloltiik a kék fakat, segédvonallal az emlitett kort.

2) Ha e két végpontja kiilonb6z6 kék faban van. Ekkor a kék szabaly alkalmazhat6
a kovetkezoképpen: X legyen az egyik olyan kék fa csucsainak halmaza,
amelyikben benne van e egyik vége. Ebbdl a kék fabol (X-bdl) biztosan megy ki €l
(legalabb e), ezen kimend élek koziil, az egyik legkisebb sulyt (nem biztos, hogy
e) kékre szinezhetd.
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Az abrakon jeloltiik a kék fakat, az X halmazt, és végiil a két kék fat 6sszekoto, G kék €lt.

1. A harmadik allitas szerint, végiil megkapjuk G egy minimalis koltségii feszitofajat.
Ez rogton kovetkezik abbol, hogy a végsd szinezés is takaros. Az allitas masodik része
szerint, az eljarast elegendd addig folytatni, mig n-1 kék él nem lesz. A 7.0.6. allitas
szerint, a feszitofanak Osszesen n-/ éle van, tehat ha mar van n-1 kék éliink, akkor a
tovabbiakban tobb nem is keletkezhet.

Tehat a piros €s kék szabalyt tetszéleges helyen és sorrendben alkalmazva, végiil minimalis
koltségli feszit6fat kapunk, azonban hatékonysagi szempontbdél megfontolandé melyik
szabalyt mikor és hol alkalmazzuk. A kovetkezd algoritmusokat a piros-kék eljaras egy-egy
specialis esetének is tekinthetjiik.

Prim algoritmus

Az algoritmus elve: A Prim algoritmus minden lépésben a kék szabalyt alkalmazza egy s
kezdédcsucsbdl kiindulva. Az algoritmus miikodése sordn egyetlen kék fat tartunk nyilvan,
amely folyamatosan novekszik, mig végiil minimalis koltségii feszitéfa nem lesz. Kezdetben a
kék fa egyetlen cstcsbol all, a kezddcsucsbol, majd minden 1épés soran, a kék fat tekintve a
kék szabalyban szerepld X halmaznak, megkeressiik az egyik legkisebb sulya €It (mohd
stratégia), amelynek egyik vége eleme a kék fanak (X-ben van), a masik vége viszont nem
(nem eleme X-nek). Az emlitett élt hozza vessziik a kék fahoz, azaz az élt kékre szinezziik, és
az €l X-en kiviili csticsat hozzavessziik az X-hez.

Az algoritmus ADT szintii leirasa:

Az algoritmus megvalositdsdnak a kulcsa az X-bdl kimend egyik legkisebb sulyu él
meghatdrozasa. Ehhez hasznaljunk egy minimum valaszté els6bbségi (prioritiasos) sort
(minQ), amelyben a fAhoz még nem tartozd (még nem eleme X-nek) csucsokat taroljuk az X-
t6l valo tavolsaggal, mint kules értékkel. A tavolsag elnevezésébdl adodoan és a korabbi
algoritmusokhoz hasonldan, jeldljiik a kulcsot egy v € V' csucs esetén d[v] -vel.

Egy vel cstcs esetén az X-t6l vald tavolsag, azaz a d[v] legyen azon élek kozil a
minimalis sulyu ¢l sulya, amely v és egy X-beli csucs kdzott halad. Amennyiben nem 1étezik
¢l v és egy tetszbleges X-beli cstics kozott, legyen d[v]=oo.

A korébbi algoritmusokhoz hasonldan, a P[]..n] tombbe taroljuk el egy csucs feszitéfabeli
megel6zojét (sziilgjét), amelynek segitségével bejarhato a fa.

Az algoritmus elvénél, azt mondtuk, hogy kezdetben a kék fa legyen egyetlen pont, a
kezddcstics. Most az X-t0l valo tavolsag fogalmanak bevezetésével, azt mondhatjuk, hogy
kezdetben X legyen az iires halmaz, amelytél a kezddcstucs nulla tavolsagra van, az 0sszes
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tobbi csucs pedig végtelen tavolsagra. Az algoritmus leirdsdban az X halmazt explicite nem
abrazoljuk, hanem X = V' | minQ.

Az algoritmus minden lépésében kivessziik a minQ (egyik) legkisebb kulcsu elemét (az X-
bol kimend egyik legkisebb sulya €l X-en kiviili csucsat), azaz a késziilo feszitéfahoz, X-hez
hozzavessziik az illetd csticsot. Majd az X-en kiviili cstcsok X-tdl valé tavolsagat, mint
invarians tulajdonsagot karban kell tartani. Nyilvan elegendé az X-be ijonnan bekertilt
cstics szomszédainak az X-t6l valo tavolsdgat modositani (ha sziikséges), mivel egy v csucs
ugy keriilhet kozelebb X-hez, hogy valamelyik u szomszédja bekeriil az X-be. Ekkor v
tavolsaga a kovetkezoképpen alakul:

e ha d[v] =, akkor most legyen d[v]=c(u,v)

e ha d[v] <o, akkor mar létezik v-nek olyan w szomszédja, amely eleme X-nek tehat d[v]

akkor valtozik, ha az [u,v] élen keresztiil v kozelebb van X-hez, mint [v,w] €l esetén.
Ekozben a P[1..n] sziil6ségi tombot is karban kell tartani.

Tehat a hasznalt tipusok és adatszerkezetek:
e P[l..n] tomb: egy cstcs feszitéfabeli sziildcsticsanak a tarolasara.
o  minQ: (d[v],v) parokbdl all6 minimumvalasztd elsdbbségi sor, ahol d[v] értéke a kulcs.

@ Miiveletigény

rendezettlen tomb | kupac
d[s]:=0; P[s]:=NIL 1
all u eleme V\{s} "(n-1)-szer"
| d[u]:=végtelen; P[u]:=NIL n-1
Ures(minQ); Feltdlt(minQ) 0+n (X kinullazasa) | n
not Ures?(minQ) "n-szer"
u:=KiveszMin(minQ) n*n | n*logn
all v eleme Szomszéd(u) "e-szer"
(v eleme minQ) and c(u,v)<d[Vv] e*l e*l
d[v]:=c(u,v) e*1 e*l
Helyreallit(minQ) SKIP 0 e*logn
P[v]:=u e*1 e*l

Az algoritmus megvalositasa az abrazolas szintjén:

Vizsgaljuk meg a prioritdsos sor (min(Q) megvaldsitdsanak két, természetes modon adodo

lehetdségét, ahogy a Dijkstra algoritmusnal is mar lattuk:

1) A prioritasos sort valositsuk meg rendezetlen tombbel, azaz a prioritasos sor legyen

maga a d[/..n] tomb. Ekkor a minimum kivalasztisara egy feltételes minimum keresést
kell alkalmazni, amelynek a miiveletigénye ®(n). A Feltolt(minQ) és a Helyreallit(minQ)
absztrakt miiveletek megvalositasa pedig egy SKIP-pel torténik.
Az algoritmus ADT leirdsaban az szerepel, hogy a minQ-bdl kivesziink egy elemet,
azonban a minQ-t egy tombbel valdsitjuk meg, amelynek a mérete nem valtozik. Tehat
osztalyozni kell a csucsokat aszerint, hogy a min(Q-ban vannak-e még, vagy mar
bekeriiltek az X halmazba. Legyen egy X[/..n] tomb az alabbi mdédon definialva:

50



2)

1 Lhaie X

karban kell tartani. Amint kikeriil egy csics a minQ-bol, az X tombben a csicsnak
megfeleld helyre 1-est kell irni.

Kupac adatszerkezet hasznélatdval is reprezentdlhatjuk a prioritdsos sort. Ekkor a
Feltolt(minQ) eljéarés, egy kezdeti kupacot épit, amelynek a miiveletigénye linearis (lasd
Heap-Sort). Azonban most a d[/..n] tomb valtozasa esetén a kupacot is karban kell tartani,
mivel a kulcs érték valtozik. Ezt a Helyreallit(minQ) eljaras teszi meg, amely a cstcsot a
gyokér felé "szivarogtatja" fel, ha sziikséges (mivel a kulcs értékek csak csokkenhetnek).
Ennek a miiveletigénye logn-es. Ennél az abrazolasnal is vezessiink be egy segédtombot, a
HOL[1..n] tdmbot, amely megmutatja, hogy egy cstcs hol helyezkedik el a kupacban (a
kupacot [/..2n] tombben valositsuk meg), illetve legyen 0, ha az illet6 csucs mar nem
eleme a minQ-nak. A HOL tomb felhasznalasaval egy csucs prioritdsos sorban valo
keresésének miiveletigényét konstansra csokkenthetjik. A HOL tombot a minQ
valtozéasakor szintén karban kell tartani.

i 0 LhaiglX . g . . . N
X[i]= . Az X tombot kezdetben ki kell nullazni, majd menet kdzben

Tehat a prioritdsos sor fenti két megvalositasa esetén, a kovetkezdképpen alakul az
algoritmus miiveletigénye:

A struktogramm mellett feltiintettiik az egyes miiveletek koltségét a két abrazolas estén. A
belsd ciklust célszerli globalisan kezelni, ekkor mondhatd, hogy dsszesen legfeljebb annyiszor
fut le, ahany éle van a grafnak.

L. Tehat rendezetlen tomb esetén:
T(m)=0(l+n—-1+n+n>+3*e)=0(n’ +e)=0(n’)
II. Kupac esetén:

T(n)=0(1+n—1+n+n*logn+3*e+e*logn)=0((n+e)*logn)

Kovetkezmény az abrazolasra:

A Dijkstra algoritmusnal mar emlitett kdvetkezmény itt is érvényes, azaz

Siiri graf esetén: csiicsmatrix + rendezetlen tomb.

Ritka graf esetén: ¢éllista + kupac.
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Most pedig nézziik meg egy példan, ADS szinten az algoritmus mikodését:

A szemléltetés érdekében szinezziik a csticsokat a kovetkezoképpen:
e Fehér: a cstcs eleme a minQ-nak €s nincs X-beli szomszédja, azaz még nem keriilt
"latétavolsagba', tehat az X-t6l valo tavolsaga végtelen.

e Sziirke: a csucs eleme a minQ-nak, de létezik X-beli szomszédja, tehat a tdvolsdga mar
kisebb, mint végtelen.

o Fekete: a csucs kikertilt a minQ-bol, azaz bekeriilt X-be

A példaban a kezddcsucs legyen az 1-es csucs.

Az inicializal6 1épés utan az 1-es csucs kivételével minden csucs tavolsaga (az X halmaztol)
legyen végtelen, az 1-es csucs tavolsaga pedig legyen 0, az X legyen az iires halmaz.
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Az elsé 1épésben kivesszilk a minQ-bdl az 1-es csucsot (mivel az 1-es csucs tavolsaga a
legkisebb az X-t6l), tehat X={1}, majd az 1-es cslics szomszédai (2 €s 3) keriilnek kdzelebb az
X-hez. Ezek tavolsaga d[2]=2 és d[3]=3.

A masodik Iépésben a 2-es csucs kerlil be az X halmazba (feljegyezve az 1-es cslicsot, mint
fabeli sziil6t), mivel kozelebb van X-hez, mint a 3-as cstcs. Ezutdn a 2-es szomszédai
kertilnek "latotavolsagba". Megtigyelhetd, hogy a 3-as cstics d[3]=3 tavolsagra volt az X-tdl,
de most kozelebb keriilt d[2]=2, a [2,3] ¢] figyelembe vételével. Az X={1,2}.

A harmadik 1épésben az X={1,2} halmazhoz a legkdzelebb 1évo csucs (d[3]=2, d[4]=8,
d[5]=1), az 5-6s cstcs keriil az X halmazba (feljegyezve sziiloként a 2-es csticsot). Az 5-0s
(még X-hez nem tartozd) szomszédai, a 4-es és 6-0s csucsok keriilnek kozelebb az X-hez.
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A negyedik Iépésben a nem fekete csucsok koziil a legkisebb tavolsagu, a 4-es csucs kertil az
X-be. X={1,2,4,5}). A 4-es szomszédai, a "4-esen keresztiil" mar nem keriilnek X-hez
kozelebb.

Az 6todik Iépésben a 3-as csucs keriil az X-be. A 3-asnak mar nincs is nem fekete (nem X-
beli) szomszédja.

Végiil az utolso 1épésben a 6-0s csucs keriil az X halmazba.
A menetkdzben feljegyzett sziildcsucsok segitségével meghatarozhatoé a feszitofa.
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Kruskal algoritmus

Az algoritmus elve: Kezdetben legyen n db kék fa, azaz a graf minden csucsa egy-egy (egy
pontbdl allo) kék fa, és legyen minden €l szintelen. Minden 1épés soran kivdlasztjuk az egyik
legkisebb sulyu szintelen élt. Ha a kivalasztott ¢é1 két végpontja kiilonb6zo kék faban van,
akkor szinezziik kékre, kiilonben (az ¢l két vége azonos kék faban van, tehat a kék fa
¢leivel kort alkot) szinezziik pirosra. A fentiekbdl kitlinik, hogy a Kruskal algoritmust is
tekinthetjiik a piros-kék eljaras egy specidlis esetének, ahol az élek szinezésének a sorrendje
egyfajta moho stratégia szerint torténik ("még mohobb", mint a Prim algoritmusnal).

Ugyanis:

e Amikor egy e élt pirosra szineziink, akkor arra az egyszerli korre alkalmazhatd a piros
szabaly, amelynek ¢lei az e, és az e két végpontjat 6sszekotd kék ut élei. Ez egy egyszerii
kor, mivel pontosan egy e végpontjait 0sszekotd kék ut 1étezik, tovabba az e kivételével,
minden éle kék, tehat e szinezése elStt nem tartalmazott piros élt. gy teljesiilnek a piros
szabaly feltételei.

e Amikor egy e élt kékre szineziink, akkor e két kék fat kot dssze, Fj-et és F>-0t. A kék fak
definiciojabol kovetkezik, hogy F; csticsainak halmazabol nem vezet ki kék él. Legyen
X={F csucsainak a halmaza}, ekkor az e ¢l lesz az egyik legkisebb sulyt X-bdl kimend
szintelen ¢l, mivel e az egyik legkisebb sulyt (nem csak X-bdl kimend) szintelen él. Tehat
teljesiilnek a kék szabaly feltételei.

Az algoritmusnak egy fontos tulajdonsaga, hogy amennyiben a graf nem Gsszefiiggd, ugy egy

minimalis koltségii feszitéerdot hataroz meg.

Az algoritmus ADT szintii leirasa:

Az algoritmus absztrakt szintjén, diszjunkt halmazokkal valé miiveleteket fogunk végezni.

Tekintsiik a kék fak csucsainak (diszjunkt) halmazait (ezek a halmazok osztalyozzak V-t).

Amikor az egyik legkisebb sulya szintelen ¢lt kivalasztjuk, el kell donteni, hogy a két

végpontja azonos vagy kiilonb6z6 halmazban vannak-e. Majd a valasztol fiiggden:

e Ha azonos halmazban vannak, akkor a kivalasztott €It szinezziik pirosra.

e Ha Kkiilonb6zo halmazban vannak, akkor a kivalasztott élt szinezziik kékre, és a két
kiilonb6zé halmazt vonjuk Gssze, azaz a két halmaz helyett legyen egy halmaz, amely
megegyezik a két halmaz unidjaval.

Az algoritmust akkor all le, ha mar nincs szintelen ¢l (ledllhatna mar akkor is, ha az elobb

kovetkezne be, hogy beszinezett n-1 db kék ¢lt). Mivel véges sok éliink van, és minden

1épésben beszineziink egyet, igy |E| 1épés utan az algoritmus biztosan befejezi a mikodését.
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Nézziik, milyen absztrakt miiveleteket fogunk hasznalni:
Eljarésok:

e HalmazokatKészit(G): Elkésziti a kezdeti n db, pontosan egy csucsot tartalmazo diszjunkt
halmazokat.

e Osszevon(e): Az e él két végpontja altal reprezentalt halmazokat 6sszevonja.

o szinle]:=...: Az e €l szinét valtoztatja meg az értékadas jobb oldalan szerepld szinre.
Fiiggvények:

o , igaz  ,ha G - nek van még szintelen éle
o  VanMeégSzintelenEl(G)=

hamis , kiilonben
igaz  ,ha ekét végpontja azonos halmazban van

° VégﬁkAzonosHalmazban(e)Z{h i Liilsnb
amis , kiilonben

o LegkisebbSzintelenEl(G): Visszaadja a legkisebb sulyu szintelen élt.

HalmazokatKészit(G)
VanMégSzintelenEl(G)
e:=LegkisebbSzintelenEl(G)
VégiikAzonosHalmazban(e)
szin[e]:=kék
Osszevon(e)

szin[e]:=piros

Most pedig nézziik meg egy példan, ADS szinten az algoritmus miikddését:

A példaban a cstcsok osztalyokhoz (halmazokhoz/kék fahoz) vald tartozasat szinezéssel
illetve cimkézéssel oldottuk meg. Az azonos szinli csicsok, azonos osztalyba tartoznak.
Tudjuk, hogy az osztalyok reprezentialhatok egy-egy elemiikkel, ezért az dbran (a cstcs
cimkéje alatt), feltlintettiik azon osztaly egy reprezentdld elemének a cimkéjét, amelyhez az
illetd cstcs tartozik. Tehat azok a csucsok tartoznak egy osztilyba (azonos kék fahoz),
amelyeknél a cimkéjiik alatt megjelend, méretét tekintve kisebb szadm azonos.

Az inicializal6 1épés utan, minden ¢l szintelen és minden cstcs kiilon osztalyt alkot.

1 i) 7
2/ 5 3 7 1
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Az elsé 1épésben kivalasztjuk az egyik legkisebb sulyu élt ( [1,2] ), és az 1-es ill. 2-es
csticsokat tartalmazo (egyelemii) halmazokat 6sszevonjuk egyetlen H={1,2} halmazza. Az 1j
halmaz reprezentans eleme legyen az 1-es cstcs.

1 2 7
1 1 1 5 3 7 1

1 2 7
! 1 1 5 3 I 1

A harmadik 1épésben, még mindig egyelemii halmazokat vonunk Ossze, most a 7-es €s 8-as
csucsok osztalyait.
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A negyedik 1épésben a kivalasztasra keriil6 [8,9]-es 1-es stlyl €], még mindig két kiilonbozo
kék fat kot Ossze, igy kékre kell szinezni és a H;={7,8} és H,={9} halmazokat 6ssze kell
vonni a H={7,8,9} halmazza.

4 9

4 3] 7

Az 6todik 1épésben mar nincs 1-es sulyu €l. A kovetkezd egyik legkisebb sulyu él, valamelyik
2-es sulya ¢él lesz. Mi most valasszuk az [1,3]-as ¢€lt, amelyet kékre szineziink, és a
végpontjainak megfeleld halmazokat 6sszevonjuk.

1 2 7 8
1 1 5 3 7 1 7

—

3 PN 9

4 6 7

—_

A hatodik lépésben kivalasztott [2,3]-as ¢l két végpontja azonos kék fahoz tartozik, ezért
szinezzik pirosra.

> 72 3 1 4 ? 1
/

3/ 4™ 9

1 4 6 7
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A hetedik 1épésben ismét a piros szabalyt alkalmazzuk, most a <7,8,9> korre, amelynek

kovetkeztében a [7,9]-es él piros lesz.

’
‘ 47
4 6

A nyolcadik Iépésben a [2,4]-es ¢élt valasztjuk ki, és a kék szabalyt alkalmazhatjuk az
X={1,2,3} halmazra. Tehat a [2,4]-es €It kékre szinezziik, aminek kovetkeztében azonos kék
faba keriilnek az {1,2,3,4}-es csticsok. A Kruskal algoritmusnak megfeleléen, a kék fak
nyilvantartasara, vonjuk dssze dket egy halmazba!

R —
5 3 ; 1 7
V4 |
/ 1
> g2 3 1 4 |21
|
9
7

/

g o0

A kilencedik 1épésben mindenképpen az [5,7]-es ¢élt kell valasztanunk, mert ez az egyetlen 3-
as sulyt szintelen ¢él. Az ¢élt szinezziik kékre, és a H,;={5,6}, H,={7,8,9} halmazokat vonjuk
Ossze!

e {——!
1 5 3; 1 7
/ i
4 i
‘I & 3 1 4 2 1
|
I
9
7
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A tizedik 1épésben az egyetlen 4-es suly szintelen ¢l keriil kivalasztasra, amelynek két
végpontja azonos osztalyba esik, ezért pirosra szinezziik.

— @ —

A tizenegyedik 1épésben a [2,5]-0s ¢l a legkisebb stulyu szintelen él. Mivel a 2-es és 5-0s
csucsok kiilonbozd osztalyokhoz tartoznak, igy az élt szinezziik kékre, és a H;={1,2,3,4},
H,={5,6,7,8,9} halmazokat vonjuk 0ssze! A halmazok Osszevonasa utan, mar csak egy
H={1,23,4,5,6,7,8,9} osztalyunk (kék fank) maradt, tehdt a tovabbiakban mar nem
alkalmazhatjuk a kék szabélyt, azaz megkaptunk egy minimalis koltségii feszitofat,
amelynek élei: [1,3], [1,2], [2,4], [2,5], [5,6], [5.7], [7,8], [8.9].

3
o ¢
Az ADT szintli leirds szerint még maradt egy 1épés, mivel még van egy szintelen ¢él [4,6].
Természetesen ezt az €It mar csak pirosra szinezhetjiik.

O—H—

Az abrazolas szintjén nem targyaljuk az algoritmust, mivel az jelenleg nem része a tananyagnak.
Jobban szemiigyre véve a Kruskal algoritmust, a miveletigénye a diszjunkt halmazok
megvaldsitasatdl fligg. Amennyiben az éleket egy kupac adatszerkezetben taroljuk az élsulyokkal,
mint kulccsal, egy ¢él kivétele O(loge), e él kivétele O(eloge). Tehat jo lenne olyan abrazolast
valasztani a diszjunkt halmazoknak, hogy a teljes algoritmus miiveletigénye O(eloge) maradjon. Ilyen
1étezik pl. a Rényai-Ivanyos-Szabo: Algoritmusok c. tankonyvben az UNIO-HOLVAN adatszerkezet.



8. Mélységi bejaras és alkalmazasai

Mélységi bejaras

Az algoritmus elvét a Bejarasi/keresési stratégiak cimu fejezetben mar lattuk, most foglaljuk
Ossze roviden. Egy kezd6pontbdl kiindulva addig megyiink egy ¢l mentén, ameddig el nem
jutunk egy olyan csticsba, amelybdl mar nem tudunk tovabb menni, mivel nincs mar meg nem
latogatott szomszédja. Ekkor visszamegylink az Ut utols6 el6tti cstcsdhoz, és onnan
probalunk egy masik ¢l mentén tovabb menni. Ha ezen az 4gon is minden csucsot mar
bejartunk, ismét visszamegyiink egy cstlicsot, és igy tovabb.

Most vizsgaljuk meg a bejarast ADS szinten egy példan:

Szinezziik a cstcsokat attdl fiiggden, hogy az illetd cstucsra vonatkozdan a bejaras milyen

fazisban van.

e Egy csucs legyen fehér, ha még nem jutottunk el hozza a bejaras sordn (kezdetben minden
csucs fehér).

e Egy csucs legyen sziirke, ha a bejaras soran mar elértiik a csticsot, de még nem allithatjuk,
hogy az illetd csuicsbol elérhetd dsszes csticsot meglatogattuk.

e A cstcs legyen fekete, ha azt mondhatjuk, hogy az illetd csticsbdl elérhetd dsszes csucsot
mar meglatogattuk ¢és visszamehetiink (vagy mdar visszamentiink) az idevezetd Tt
megel6zd csucsara

A bejaras soran taroljuk el, hogy egy csucsot hanyadikként értiink el, azaz hanyadikként lett

sziirke €s taroljuk el, hogy hanyadikként fejeztiik be a csucs, €és a beldle elérhetd csucsok

bejarasat, azaz a cstics hanyadikként lett fekete. Az emlitett szdmokat nevezziik mélységi,
illetve befejezési szamnak és az abrakon a csucsok cimkéi alatt fogjuk megjeleniteni.

A példaban egy csucsbdl kimend élek feldolgozasi sorrendje legyen a szomszéd csucsok

cimkéje szerint ndvekedden rendezett (pl.: lancolt abrazolasnal az éllista a csticsok cimkéje

szerint rendezett).

Tehat nézziikk az aldbbi példat, amelyben a kezddcstucs legyen az 1-es csucs. Legyen
kezdetben minden csucs fehér, és a mélységi és befejezési szamuk is legyen az extremalis 0.
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A kezddcsucsot érjiik el elsoként, tehat szinezziik sziirkére, és a mélységi szamat allitsuk be
I-re

Az 1-es csucsbol harom él vezet ki, azaz harom él mentén indulhatnank el, de a kikotottiik
feltételként, hogy az ¢élek feldolgozasi sorrendje legyen a szomszéd csucsok cimkéje szerint
novekedden rendezett. Tehat a 2-es csucsot érjiik el masodikként.
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Negyedikként a 8-as cstcsot érjiik el.

Mivel a 8-as csucsnak nincs olyan szomszédja, amit még nem latogattunk volna meg (nincs
egyaltalan szomszédja), a 8-as csucs bejarasat befejeztiik, a csucsot szinezziik feketére. Mivel
a bejaras soran a 8-as csucs lett els6ként fekete, igy az 6 befejezési szama legyen az egyes.

A bejaras sordn a megtett utunk <1,2,4,8> . Most menjiink vissza az utolso el6tti csucsra, a 4-es

csucsra. Mivel a 4-es csucsnak sincs még meg nem latogatott szomszédja, igy a 4-es csucs
bejarasat is befejeztiik, szinezziik a csucsot feketére, €s a bejarasi szamat allitsuk be kettore.
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Menjiink vissza a 2-es csucshoz. A 2-es csucsnak két olyan szomszédja is van, amelyet még
nem latogattunk meg. Latogassuk meg a kisebb cimkéjii csucsot.
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Tovabb haladva hetedikként elérjiik a 9-es cstcsot.

Nyolcadikként a 7-es cstcsot érjiik el.

Majd a 7-es csticsbol els6ként megvizsgaljuk a 3-as csticsba vezetd €l mentén a lehetdségeket.
Mivel a 3-as csucs még fehér, kilencedikként elérjiik a 3-as cstcsot.
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A 3-as csucsbdl a 6-0s csucsba vezet él, azonban a 6-0s csucsot mar meglatogattuk, azaz a
szine mar nem fehér, azaz erre mar nem folytatjuk a bejarast (kiilonben a koron végtelen
sokaig keringhetnénk).

Mivel a 3-as csticsbol mar nem vezet ¢l még meg nem latogatott csucsba, igy a 3-as csucs
bejarasat is befejeztiik.

Visszamegyiink a 7-es csucsba, ahol a sorrendben kovetkezo €l, a (7,8) mentén vizsgalddunk.
Azonban a 8-as csucs szine mar fekete, tehat mar befejeztiik a bejarasat, igy erre mar
felesleges volna menniink.
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Mivel a 7-es csticsnak nincs fehér szomszédja, igy 6tddikként befejeztiik a bejarasat.

A 9-es cstcsnak a bejarasat is befejeztiik.

Az iton ismét egy csuccsal visszamegyiink és befejezziik a 6-os cstlicsot is.
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A 2-es csucsra lépve, lathatd, hogy minden kimend éle mentén mar probalkoztunk, igy
nyolcadikként befejezziik 6t is.

Az 1-es csucsra lépve megvizsgaljuk a 3-as csticsot, de latva, hogy szine nem fehér, arra nem
megyiink tovabb.

Ezutan az el6z0hoz hasonléan még megvizsgaljuk a maradék (1,4) él mentén a 4-es csucsot,
de annak szine sem fehér.




Végiil az 1-esbdl kimend Osszes €l mentén mar megvizsgaltuk a bejarasi lehetéségeket, igy az
1-es cstcsot is befejeztiik utolsoként.

Az algoritmus ADT szintii leirasa:
Legyen G=(V,E) iranyitott vagy irdnyitatlan, véges graf, ahol V={1,2,...,n}. Tovabba
definialjuk az alabbi vektorokat:
e szin[l..n]: az ADS szintli szinezés megvalositasara
o mszam[l..n] és bszam[l..n]: az ADS szinten emlitett mélységi és befejezési szdmok
nyilvantartasara
e P[l.n]: a bejaras soran, egy csucs megel6zé csucsanak a nyilvantartasara (a korabban
latottakhoz hasonldan, pl.: szélességi bejaras vagy Dijkstra algoritmus).
Az el6z0 példaban ugy kezdtik a bejarast, hogy kijeloltiink egy kezddcstcsot és a
kezddestucesbol elérhetd csucsokat (a példdban az Gsszes cstcs ilyen volt) jartuk be. Egy masik
példan eléfordulhatna, hogy lennének olyan csucsok, amelyeket egyaltalan nem latogatnank
meg (a szélességi keresés is igy miikodik). Azonban a késobbi alkalmazéasok érdekében, a
bejarasunk legyen olyan, hogy minden cstucsot meglatogatunk. Tekintsiink egy kezddcstcsot,
¢s innen inditsunk el egy bejarast. Miutan visszajutottunk az emlitett kezdGcsticsba (azaz a
kezddcstcsbal elérhetd csticsokat bejartuk), nem fejezziik be az algoritmust, hanem keresiink
egy eddig még meg nem latogatott (azaz fehér) csucsot és innen Ujra inditjuk a bejarast. Ezt
eddig folytatjuk, amig van fehér csticsunk. Nyilvan minden ilyen menetben legalabb egy
csticsot atszineziink feketére, tehat véges szdmu menet utan elfogynak a fehér csticsok.
Elegendd a csucsok halmazan egyszer végigmenni (a gyakorlatban a csticsok cimkéje szerinti
novekedden), és ha egy csucs szine fehér, akkor onnan inditsunk egy bejarast. Tehat az
algoritmust bontsuk két részre. Az egyik része egy kezddcstucsbdl inditja a bejarast, ez lesz az
MB(u) eljaras, a masik pedig végigmegy a csucsok halmazan, és egy fehér cslicsot taldlva
elinditja az elébb emlitett eljarast. A kezddcstucsbol induld mélységi bejarasra ( MB(u) )
egyszerll rekurziv definiciot adni, miszerint az u cstcsot akkor jartuk be, ha az Gsszes
szomszédjat mar bejartuk (vagy legalabb elértiik, a kor miatti végtelen ciklus elkeriilése).
Tehat az MB(u) eljarast most rekurziven adjuk meg.
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MélységiBejaras(G)

all u eleme V csucsra
szin[u]:=fehér

P[u]:=NIL Inicializal6 1épés: kezdetben minden csucs fehér, a nincs megel8zdje, és a
mszam[u]:=0 mélységi és befejezési szdma 0.

bszam[u]:=0

msz:=0; bsz:=0 Globalis szdmlalok a mélységi és befejezési szamok meghatarozasara

all u eleme V cstcsra

szin[u]=fehér A cslicsokat végignézve, a fehér csticsokbol inditjuk a rekurziv bejard
MB(u) SKIP eljarast.

szin[u]:=sziirke

Kiir(u) Itt latogatjuk meg (érjiik el el6szor) az u -t, atszinezziik fehérrol
msz:=msz+1 sziirkére, és a mélységi szamat is beallitjuk.

mszam[u]:=msz

all v eleme Szomszzéd(u)
szin[v]=fehér

Az u dsszes még meg nem latogatott szomszédjara feljegyezziik

P[v]=u SKIP megel6z6 csucsként az u -t, és eliditjuk a bejarast.
MB(v)
szin[u]:=fekete . . o
Befejeztiik az u bejarasat, beszinezziik feketére, és a befejezési
bsz:=bsz+1

szamat is beallitjuk.

bszdm[u]:=bsz

Az MB(u) eljaras futdsa sordn feljegyezziik a P tombbe egy csics megeldzdjét, igy egy u
csucsbol kiindulo, ugynevezett mélységi fat kapunk. Az ADS szinten emlitett példaban az 1-
es csucsbol kiinduld mélységi faként az alabbi grafot kaptuk:

Osszességében, pedig a P tdmbben feljegyzett megelSzési relacio, G egy részgrafjat adja,
amelyet mélységi erdonek neveziink.
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8.1.1. Definicio: Legyen G=(V,E) iranyitott, véges graf. A G mélységi bejarasa utan a P-ben
keletkez6 megeldzési relacio altal abrazolhatd iranyitott 7' részgrafot, a G egy mélységi
erdojének nevezziik.

8.1.2. Definicié: Legyen 7 a G=(V,E) graf egy mélységi erddje, és x,y eV csucsok. Az y
leszarmazottja x-nek 7-ben, ha 3 x ~> y T-beli irdnyitott Ut.

8.1.3. Allitas: (sziikséges feltétel) Legyen T a G=(V,E) graf egy mélységi erdbje, x,y eV
csucsok, x # y, €s y leszarmazottja x-nek T-ben, akkor mszam[y]>mszam|x].

Bizonyitas: y leszarmazottja x-nek, tehat 3x ~> y Gt 7-ben. Ez az ut Ggy keletkezik, hogy az
ut (u,v) éleinek vizsgalatakor, szin[v]=fehér csucsok esetén a P tombbe bejegyzésre keriil a

megeldzo u cstics, majd meghivjuk az MB(v) eljarast, ahol a v csucs legalabb egyel megnovelt
mélységi szam értéket fog kapni.

8.1.4. Allitas: (sziikséges és elégséges feltétel) Legyen T a G=(V,E) graf egy mélységi
erdéje, x,y eV csiucsok,x #y. Ha mszdm[y]|>mszam|[x] és bszam[y|<bszam[x] < y
leszarmazottja x-nek 7-ben.

Bizonyitas:

A meélységi €és befejezési szamok viszonyabol kovetkezik, hogy elébb meghivtuk az MB(x)
eljarast, majd még miel6tt végett ért volna az x szomszédainak rekurziv bejarasat végzo
ciklus, meghivtuk MB(y)-t, amely teljes egészében lefutott, majd csak ez utan terminalhatott
az emlitett ciklus. Ez akkor lehetséges, ha 1étezik egy olyan z €V csucs, hogy az MB(z)
eljarasban hivtuk meg MB(y)-ot, és P[y]=z bejegyzésre keriil. Tovabba a z csuics olyan, hogy
z=x (azaz y szomszédja x-nek) vagy MB(z) lefutasa is teljesiil, amit az MB(y)-r6] az elébb
emlitettiink. Ezt a gondolatmenetet addig folytathatjuk, mig z=x nem lesz, mikozben
lathatjuk, hogy a P tomb bejegyzései altal reprezentalt iranyitott Gton haladunk visszafelé (a
rekurziv hivasi fan haladunk felfel¢). Tehat ez az ut igazolja, hogy y leszarmazottja x-nek 7-
ben.

8.1.5. Tétel (Fehér ut tétel): Legyen 7 a G=(V,E) graf egy mélységi erddje, x,yeV
csucsok, x # y . y leszarmazottja x-nek 7-ben. < x elérésekor az y elérhet6 az x-bdl, az x

kivételével csak fehér csucsokat tartalmazo uton.

Bizonyitas:

=: y leszdrmazottja x-nek = Jx~>y T-beli ut, amelynek mentén minden cstlcs
leszarmazottja x-nek. Ezen fabeli ut minden u cstcsara teljesiil: mszam[u]>mszam[x] (8.1.3.
sziikséges feltétel), azaz minden u csticsot késdbb ériink el, mint az x-et = x elérésekor az u
leszarmazott csucsok még fehérek.

< : Tegyiik fel, hogy x elérésekor 1étezik y-ba vezetd fehér csticsokbol 4ll6 ut, legyen v egy

ilyen Ut elsd olyan cstcsa, amelyet az x szomszédait felsorold ciklusban elériink, azaz
meghivjuk az MB(v) eljarast. Mivel x mar sziirke és v még fehér = v-t késébb érjiik el, mint
x-et, tehat mszdm[v]>mszdm|[x]. Tovabba MB(x) belsejébdl hivtuk meg MB(v)-t tehat MB(v)
elobb lefut, mint MB(x), azaz bszam[v]<bszam[x]. Tehat a 8.1.4. A&llitds szerint v
leszarmazottja x-nek. Azonban feltettiik, hogy v-t érjiik el eldszor az y-hoz vezetd uton, tehat
az Ut tobbi cstcsa v elérésekor még fehér, igy a v ~> y utra hasonloan alkalmazhat6 a fenti
rekurziv gondolatmenet (mig el nem jutunk az y ~p> y 1tig). Miutan belattuk, hogy v

leszarmazottja x-nek és y leszarmazottja v-nek= y leszdrmazottja x-nek.

Megjegyzés: ha x=y, akkor trividlisan teljesiil a kdlcsonos leszarmazottsag.
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8.1.6. Definicié: Az élek osztalyozasa egy adott mélységi bejaras szerint.

Legyen T'a G=(V,E) graf egy mélységi erddje, és x,y € V csucsok. Az (x,y) e E él
a) faél, ha x — y éle T-nek.

b) eléreél, ha x — y nem éle T-nek, de y leszarmazottja x-nek 7-ben, és x # y .

c) visszaél, ha x leszdrmazottja y-nak T-ben (x — y nem ¢éle T-nek; ide tartozik x=y hurokél
is).
d) keresztél, ha x és y nem leszarmazottai egymasnak T-ben.

8.1.7. Tétel: Az éltipusok azonositasa a bejaras soran.

Tegyiik fel, hogy G=(V,E) iranyitott véges graf mélység bejarasa soran éppen az (x,y) € E
vizsgalatanal tartunk. Ekkor (x, y) ¢l

a) faél, ha mszam[y]=0.

b) eldreél, ha mszdam|y] > mszam| x].

c) visszaél, ha mszdm|y] < mszdam|[x]és bszam[y]=0.

d) keresztél, ha mszam|y] < mszam[x]és bszam[y]> 0.

Bizonyités:

a) mszam[y]=0 azt jelenti, hogy most érjiikk el az y csicsot, azaz a csucs még fehér.
Tovabba az (x,y) ¢l mentén jutunk az y csticsba, mint x szomszédja, amely az MB(x) x
szomszédait felsorolo ciklusaban, az elagazas bal oldali 4gaban lehetséges, ahol valoban a
P tombbe bejegyzésre keriil az €1, tehat faél lesz.

b) mszam|y]> mszam[x] és mszam[x]>0, igy mszam[y]>0, tehat y nem fehér (igy az ¢l nem
lehet faél). Tovabba a mélységi szamok viszonyabol kovetkezik, hogy az MB(y)-t kés6bb
hivtuk meg, mint az MB(x)-t, de az MB(x) még nem fejezédott be. Igy az MB(y)
meghivéasa, az MB(x) eljaras x szomszédait felsorold ciklusaban, valamely szomszédra
meghivott MB eljardsban, vagy annak rekurziv leszarmazottjaban tortént, az (x,y) ¢l
tehat az MB(y)-nak mostanra be kellet fejezddnie, de az MB(x) még csak ezek utan fog
befejezédni= bszdm[y|<bszam[x]. A 8.1.4. allitast felhasznalva belathatjuk, hogy y
leszarmazottja x-nek 7-ben, és lattuk, hogy nem lehet faél, tehat eloreél.

Lathatjuk az ADS szinten vizsgalt példan, hogy az 1-es csticsbol a 3-as csticsba vezetd €l

feldolgozasakor a 3-as csucshoz mar eljutottunk az <1,2,6,9,7,3> uton, tehat a 3-as

leszarmazottja az 1-nek, és az (1,3) él nem faél, tehat eléreél.
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c) mszam|y] < mszam|x]és bszam[y]=0
mszam|y] = mszam[x]=> (x,y) hurokél, ami trivialisan visszaél
mszam|y]| < mszam|[x]és bszam[y] =0= Az y bejardsa elkezd6dott, de még nem
fejez6dott be. Elkezdtiik az x bejarasat, amelynek soran vizsgaljuk az (x,y) élt. Tehat az y

bejarasa soran jutunk el az x-hez, azaz x leszarmazottja y-nak.
(Az MB(y) eljarasban, vagy annak valamely rekurziv leszarmazottjaban hivtuk meg az
MB(x)-et, tehat az MB(x)-nek elobb kell befejezddnie, mint az MB(y)-nak, igy a 8.1.4.

allitas alkalmazhat6). Az alabbi dbran a (3,6) €l visszaél.

d) mszam|y] < mszam|x]és bszam[y]> 0
mszam|[y] < mszam[x]= y nem leszarmazottja x-nek, mivel a 8.1.3. allitds szerinti
szlikséges feltételt nem teljesiti.
mszam[y] < mszam[x] sziikséges feltétele, hogy x leszarmazottja legyen y-nak, de az y
bejarasa befejezddott (bszam[y]>0), mig az x bejarasa még nem, tehat a bszam[x] csak
nagyobb lehet bszam[y]-nél, azaz az elégséges feltétel nem teljesiil.
Tehat x és y nem leszarmazottai egymésnak 7-ben, amibdl kovetkezik, hogy (x,y) ¢él

keresztél.
Az alabbi példan a (7,8) €l keresztél.

Megjegyzés: Hogyan lehetne azonositani az (x,y) €l tipusat az €l vizsgalata soran az y csucs
szinének segitségével (lasd gyakorlaton)?
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A mélységi bejaras miiveletigénye: Mivel minden csticsra pontosan egyszer hivjuk meg az
MB eljarast, az eljarasban minden csucsnak a szomszédait vizsgaljuk, Gsszesen annyiszor
ahany éle van a grafnak, igy T(n)=0(n+e).
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DAG tulajdonsag

Probléma: Operacids rendszerekben, adatbazis kezeld rendszerekben el6fordulnak olyan
esetek, hogy egyes folyamatok mas folyamatokra varnak. Ilyen eset lehet egy nyomtaton vald
nyomtatds varakoztatdsa, mert a nyomtatdt egy masik folyamat hasznalja, vagy egy adattablan
valé miivelet elvégzésének a varakoztatisa, mert egy masik folyamat a tablat zarolta.
Epitsiink fel egy t.n. varakozasi grafot, ahol a graf csucsai a folyamatok, és egy u csticsbol
vezessen ¢l egy v csucsba, ha az u folyamat a v folyamatra varakozik. Az emlitett varakozasi
relaci6 nem feltétlen szimmetrikus, tehat a grafunk legyen iranyitott. Probléma akkor van,
ha graftban iranyitott kor keletkezik, ekkor a folyamatok akar végtelen ideig is
varakozhatnak egymasra. A jelenséget a szakirodalom holtpontnak nevezi (bévebben lasd az
operacidsrendszerek és adatbazis kezeld rendszerek témakdrben megjelent szakirodalomban).

PL.: F1 folyamat varakozik F2-re, F2 varakozik F3-ra, és F3 varakozik F1-re.

8.2.1. Definicié: (DAG (Directed Acyclic Graph) = Iranyitott Kormentes Graf, némely
szakirodalomban KIG = Koérmentes Iranyitott Graf)
A G=(V,E) iranyitott, véges graf DAG tulajdonsagu, ha nem tartalmaz irdnyitott kort.

A 8. fejezet tovabbi részében az emlitett G=(V,E) graf legyen iranyitott, véges graf.

DAG tulajdonsag ellendrzése < iranyitott kor felderitése a grafban

8.2.2. Allitas: Ha a G graf mélységi bejarasa soran talalunk visszaélt = G nem DAG
Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy. (u,v) € E egy visszaél = u leszarmazottja v-nek a mélységi
faban, azaz létezik v ~> u iranyitott ut. Ehhez hozzavéve (u,v) €It v ~> u — v egy irdnyitott
kor.
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Pl.: Az alabbi graf mélységi bejarasa soran a (3,6)-os ¢€lt visszaélként azonositottuk, tehat
berajzolhat6 egy iranyitott kor: 6,9,7,3.

8.2.3. Allitas: G graf nem DAG = V mélységi bejarasa soran talalunk visszaélt
Bizonyitas: G nem DAG, azaz van benne iranyitott kor, legyen egy

(<=0
Y T

QO
;&Oﬂ

iranyitott kor, és legyen v a mélységi bejaras soran elsdnek elért cstics = a kor mentén a v
kivételével minden csucs fehér ebben a pillanatban. A kor mentén, vagy kis keriild uton, de
fehér csucsok mentén eljutunk v-bdl u-ba (ha van v ~>u t= van csupa fehér csticsbol allo
v ~> u Ut is) = (u,v) visszaél lesz.

Az alabbi példaban a 6-os csucs jatssza a v csucs szerepét. A kor menti fehér cstucsok: 9,7,3
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A kormentén, fehér csticsokon at, eljutunk a 3-as csticsba, ahol (3,6)-o0s ¢élt visszaélként
azonositjuk.

Tehat egy grafbol O(n+e) 1d6 alatt eldonthetd, hogy DAG-e, a mélységi keresés
felhasznaldsaval. Nem kell mast tenni, mint a mélységi keresés soran figyelni az éltipusokat,
ha nem talalunk visszaélt, akkor a graf DAG.

DAG topologikus rendezése

Az 1.4. bevezetd fejezetben mar felvetettiink egy gyartastechnologia eldallitdsanak nevezett
problémat, amelyre most probalunk megoldast mutatni.

8.3.1. Definicid: Legyen G=(V,E) iranyitott, véges graf, tovabba legyen n = |V| . G csticsainak

egy vy,...,v, felsoroldsa, G egy topologikus rendezése, ha Vx —> ye E ¢l esetén a
felsorolasban x eldbb all, mint y, azaz x=v; és y=v; akkor i<j.

Pl.: Az alabbi graf egy topologikus rendezése: 1,2,3,4,5,6

8.3.2. Lemma: G=(V,E) iranyitott graf DAG = Ju € V' cslcs, amelybe nem fut él.
Bizonyités: Indirekt tegylik fel, hogy nem Iétezik ilyen csucs. Ekkor vegyiink egy cstlcsot,
befutd €lén hatraljunk, azonban minden csticsnak van befutd éle = végtelen hatralas = kor
(ami ellentmondas)
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8.3.3. Tétel: G-nek 3 topologikus rendezése < G DAG

Bizonyitas:

=: G-nek 3 topologikus rendezése, ¢és indirekt tegylik fel, hogy G nem DAG, azaz van benne
iranyitott kor, ami ellentmondas, mivel a kor mentén nem lehet alkalmas sorrendet definidlni.
&: Teljes indukcidval

n=1 esetén trivialis.

Tegyiik fel, hogy n-1 pontt DAG-okra igaz az éllitas. Legyen G,=(V,E) n= |V| ponti DAG

= 8.3.2. Lemma szerint, Ju € V' csucs, amelyben nem megy ¢él. = Tordljiik u-t és a beldle
kimené éleket. gy kapjuk G,.; n-1 ponti DAG-ot.= Az indukciods feltevés szerint G,.;-nek 3
topologikus rendezése vy, ..., v,.; = u, vy, ..., v,; gy topologikus rendezése lesz G,-nek

PL: Legyen G, grafunk:

Az G, graf 1-es csucsa olyan, amelybe nem fut él. Toroljiik az 1-es csticsot! Igy megkapjuk

G,.; grafot:

ami az indukcios feltétel szerint DAG, igy 1étezik topologikus rendezése: 2,3,4,5,6 = G,-nek
topologikus rendezése az 1,2,3,4,5,6 sorozat, mivel nem megy ¢l az 1-es cstcsba, igy az 1-es
csucsot tehetjiik a sorozat elejére.

Kovetkezmény: Az indukcié megad egy algoritmust:
Q: Sor adatszerkezet, kezdetben fiires
1) Q-ba berakjuk azon csucsokat, amelybe nem megy ¢l
2) Ha Q iires = KESZ kiilonben u.=First(Q) és Write(u)
3) Tordljiik G-bdl (u,v) € E ¢éleket. Ha v-be most mar nem megy €1 = In(Q,v)

4) GOTO?2

DAG topologikus rendezése mélységi bejaras segitségével:
Futassuk le a mélységi bejarast a G DAG-on, majd a csucsokat irjuk ki a csticsok befejezési
szamainak (bszam[u]) csokkend sorrendjében.

Megvalositas: G mélységi bejarasa sordn, amikor egy csucsot elhagyunk, rakjuk a csucs
cimkéjét egy veremben, majd a bejaras befejeztével iiritsiik ki vermet. A bejaras alatt a DAG
tulajdonsagot is ellendrizziik.
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Most vizsgaljuk meg az algoritmus miikodését ADS szinten, egy példan!
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Majd elsdként a 6-0s cstics bejarasat fejezziik be, tehat a 6-ost bedobjuk a V verembe: V=[6.
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Befejezziik az 5-0s csucs bejarasat is, tehat a verembe dobjuk: V=[6,4,5.
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Befejezziik a 3-as csucs bejarasat is. V=[6,4,5,2,3.

Majd a bejaras utols6 csticsaként elhagyjuk az 1-es csticsot is. A veremben van a graf dsszes
csucsa a befejezésiik szerint: V=[6,4,5,2,3,1.

Menet kdzben nem taldltunk visszaélt, tehat a DAG tulajdonsagot rendben talaltuk. Végiil a
verem tartalmat kiirjuk: 1,3,2,5,4,6, amellyel megkapjuk a G egy topologikus rendezését.

8.3.4. Allitas: A fenti eljaras G=(V,E) DAG egy topologikus rendezését allitja el6.
Bizonyitas: Azt kell belatni, hogy (u,v) € E = bszam[u]>bszam[V]

Amikor (u,v) élt vizsgaljuk, akkor v fehér vagy fekete (sziirke esetén visszaél lenne, de G
DAG)

v fehér = v leszarmazottja u-nak = bszdm[u]>bszam[v] (8.1.4. Allitas)

v fekete = v-t mar megvizsgaltuk és elhagytuk, mig u-t még nem = bszam[u]>bszam|[v]

Miiveletigény:
Mélységi bejaras: O(n+e), a verem muveletek: @(n) = T(n)= O(n+e)
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Erosen osszefiigg6 komponensek meghatarozasa

Ne feledjiik, hogy korabbi megallapodasunknak megfelelden, a fejezet soran emlitett G graf
legyen G=(V,E) iranyitott, véges graf.

8.4.1. Definicié: G graf osszefiiggo, ha G irdnyitas nélkiil 0sszefiiggd, azaz Vu,v eV esetén

létezik u ~> v vagy v ~> u Ut a grafban.

8.4.2. Definicio: G graf erosen osszefiiggo, ha Yu,v e V' esetén 1étezik u ~> v Gt a grafban.

A definiciok kiilonbségének érzékeltetésére nézziink egy példat (Romyai-Ivanyos-Szabo:
Algoritmusok c. tankonyvbdl). Tekintsiik egy varos uthalozatat, ahol egyiranyt utcdk is
el6fordulnak. A gyalogosok szamdara az egyiranyu utca nem jelent megkotést, tehat 6k
tekinthetik iranyitatlannak az utcakat, mig az autdésok szamara az utcék iranyitottak. Egy
varosrész Osszefiiggd, ha gyalogosan barmely pontjabol barmely pontjaba eljuthatunk, mig a
varosrész erbsen Osszefiiggd, ha ugyanez megtehetd autoval is. Erezhetd, hogy az erdsen
Osszefliggdség valoban erdsebb kdvetelmény, mint az egyszerii 6sszefliggdség.

Példaul az aladbbi graf Osszefliggd, de nem erésen Osszefliggd (a 2-es csucsbol nem lehet

eljutni az 1-es csucsba stb.):

8.4.3. Definicio: Bevezetjiik ~ relaciét V-n. Legyenek u,vel csucsok, és u = vrelacio
teljesiil, ha Ju ~> v és Iv ~> u utak a grafban.

8.4.4. Allitas: A ~ relacio ekvivalencia relacié. (Bizonyitas: trivialis)

Kovetkezmény: A ~ relacio osztalyozza a V csucshalmazt.

8.4.5. Definicié: A = relacio ekvivalencia osztalyait a G erés komponenseinek nevezziik.
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8.4.6. Allitas: G graf két erés komponense kozott az élek csak egy iranyba mehetnek.
Bizonyités: Indirekt tegyiik fel, hogy két erés komponens kozott oda-vissza is mehetnek élek.

!
.
C1 C2

Ekkor ueCl és ve(C2 csucsok kozott Ju~>v és Jv~>u utak, ugyanis az erds
komponenseken beliil definici6 szerint, C1 és C2 kozott pedig az indirekt feltevés szerint
létezik Ut = u =~ v, ami ellentmondas.
8.4.7. Definicié: G redukalt grafja olyan irdnyitott graf, amelynek cstcsai G erds
komponensei, €s a redukalt graf két csucsa kozott, akkor halad €1, ha csticsoknak megfeleld G

erds komponensei kozott halad €1, tovabba az ¢l iranyitasa megegyezik az erés komponensek
kozott halado él(ek) iranyitasaval.

2, T

G graf G redukalt grafja

PL.:

8.4.8. Allitas: G redukalt grafja DAG.

Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy a redukalt graf nem DAG, azaz 1étezik benne iranyitott
kor. Legyen egy ilyen kér Cl1 - C2 —...—> Ck — Cl=a kor mentén 1évé komponensek
kolcsonosen elérheték = Cl= C2 =...~ Ck ami ellentmondas.

Algoritmus:

1) G-t bejarjuk mélységi bejarassal, a csticsokat a befejezési szamok sorrendjében kiirjuk egy
listaba.

2) Transzponaljuk G-t (forditsuk meg G éleinek iranyitasat) = G'

3) Bejarjuk G’ transzponaltat mélységi bejarassal az 1-es pontban elkésziilt lista csokkend
sorrendjében.

A 3-dik pontban kapott mélységi erd6 fai adjak a G erés komponenseit.

Megjegyzések:
a) Ha G DAG, akkor az algoritmus 3-dik pontjaban emlitett bejarasi sorrend nem mas, mint

a G egy topologikus rendezése.
b) A topologikus rendezéshez hasonléan, az 1-es pontban a lista helyett hasznalhatunk egy
vermet a befejezési szdmok szerinti sorrend forditott eléallitasara.
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8.4.9. Allitas: Barmely mélységi bejaras soran, egy erés komponens 9sszes csics ugyanabba
a mélységi faba keriil.

Bizonyitas: Legyen x az a csucs, amelyet a bejarads soran eldszor ériink el az erés komponens
csucsai kozil. = A komponens Osszes tobbi csucs még fehér. Tovabba erds komponensrol
van sz0, az ¢sszes csucsba vezet ut. = Az erds komponens 6sszes tobbi csiicsaba vezet fehér
csucsokbol allo ut. = (8.1.5. Fehér ut tétel) Az erés komponens Osszes tobbi csucsa x
leszarmazottja lesz a mélységi faban.

8.4.10. Tétel: Futtassuk le a fenti algoritmust G-n. Legyenek x,y €V G csucsai, és tekintsiik
az algoritmus 3-dik pontjdban kapott mélységi fakat. Ekkor x = y < x és y ugyanabban a
mélységi faban vannak.

Bizonyités:

=: Az er6s komponensek pontjai minden mélységi bejarasnal ugyanabba a faba esnek (8.4.9.
Allitas), tovabba G és G ers komponensei azonosak = x és y ugyanabba a mélységi faba
esnek G' mélységi bejarasa utan.

< Tegylik fel, hogy x €s y ugyanabban a faban vannak. Legyen v ennek a fanak a gyokere.

T
/

/N )
Mivel x leszarmazottja v-nek = Jv ~> x ut G' =ben = 3L =x~> v ut G-ben
Legyen x' L-nek a legkisebb mélységi szamu pontja az algoritmus 1-beli bejarasanal = v
leszarmazottja x"-nek (Mivel x’ elérésekor L minden csticsa még fehér, alkalmazhat6 a 8.1.5.
Fehér ut tétel.). = Ix'~>v G-ben. Az x' gyodkeri részfaban bszam[x'] a legnagyobb
befejezési szam (8.1.4. Allitas), tehat x"-nek v-nél elébb kell lennie a forditott bszam listaban,
azonban v mégis el6bb van a listaban, mivel a G'-ben valo bejarasnal gyokér lett = x'=v =
Az L uton mszam[v] a legkisebb mélységi szam, €és bszam[v] a legnagyobb befejezési szam
(az elso bejaras szerint) = L pontjai leszarmazottai v-nek Jv ~> x ut G-ben.
Mivel 3L =x ~>v és Jv ~> x utak G-ben = v=x

y-ra hasonldan beléathato, hogy v~ y
Azt kaptuk, hogy v~x és v~ y, tovabba ~ relacio ekvivalencia relaci6 = x~y

Miiveletigény:
Mélységi bejaras: O(n+e),a graf megforditasa O(e), a verem miiveletek: @(n) = T(n)=
O(n+te)
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Most vizsgaljuk meg az algoritmus miikodését egy példan ADS szinten:

Tekintsiik az alabbi grafot:

Futtassunk le egy mélységi bejarast a grafon. A csucsok feldolgozési sorrendje legyen a
csucsok cimkéje szerint rendezett! Az aldbbi abran lathaté az els0 mélységi bejarés
eredménye. A befejezési szamok szerint csokkenden a csucsok sorrendje: 6,8,9,7,4,5,1,2,3.

Majd a graf forditottjan kell a mélységi keresést lefuttatni a csucsok fent emlitett
sorrendjében.
Tehat az eljaras a 6-os csucsbol indul és bejarjuk a 6-0sbol elérhetd csucsokat.
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Miutan a 6-os cslcs bejardsat befejeztilk, a bejaradsi sorrendet meghatarozd lista
(6,8,9,7,4,5,1,2,3) kdvetkezd fehér csucsabol (a 4-es csucsbol) folytatjuk a bejarast.
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Miutan a 4-es csucs bejardsat befejeztik, a bejardsi sorrendet meghatarozd lista
(6,8,9,7,4,5,1,2,3) kdvetkezod fehér csucsabol (az 1-es csucsbol) folytatjuk a bejarast.
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Miutan befejeztiik a forditott graf mélységi bejarasat is, az erés komponenseket az azonos
mélységi fakba kertilt csucsok alkotjak. A példaban 3 erds komponenst sikeriilt azonositani:
C1={1,3,2}, C2={4,5}, C3={6,7,9,8}
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