1. A szuprénum elv. ) # G C R feliilr6l korlatos = H felss korlatai kozott
van legkisebb, azaz

Imin{K € R|K fels6 korlatja H-nak}

Bizonyitas:
A 75 Q) és B 75 (Z) teljességi
o< EL<
VacAesVE €B:a<K | mioma o R:0SESK (VaeAVE €B)
Ekkor &-re:

e Vae A:a<¢: & fels6 korlat
o A legkisebb felss korlat is:
VKeB=¢({<K

2. Archimédeszi tulajdonsag.
Va>0,VbeR,IneN:b<n-a
Bizonyitas: (Indirekt)
da>0,3beRN eN:b>n-a

Legyen H = {n - aln € N}. Ekkor H feliilr6l korlatos = JsupH =: £
& a legkisebb fels§ korlatja H-nak = £ — a mér nem felss korlat =

dnpeN:f{—a<ny-a<{=¢<(np+1)-a

Ellentmondas, mert £ felss korlat, azaz (ng+ 1) -a < &.

3. Cantor-tulajdonsag. Vn € N: [ay,b,] C R korlatos és zart intervallum
ugy, hogy [an+t1,bn+1] C [an,by] (Vn € N) akkor

ﬂ [an, bn] # 0
neN
Bizonyitas:
Legyen A = {an|n € N} és B = {by|n € N}.
Ekkor a, < by, (Vn,m € N)
Két eset lehetséges:

e ha n <m, akkor a, < a;, < by,
e ha m < n, akkor a,, < b, < by,
A teljességi axioma miatt:
E€R:a, <E<by (Yn,meN)"S"
an < b, (Yne€N) =€ € [ap, by] =
€€ () [an, bn] # 0

neN



4. Konvergens sorozat hatarértéke egyértelmi.
vergens, ha

JA e R, Ve > 0,3ng € N,Vn > ng,n € N: |a,

Az (ay,) sorozat kon-

A<« (1)

Ha az (ay) sorozat konvergens = a definiciobeli A szam egyértelmd. Ezt

az A szamot az (a,) sorozat hatarértékének nevezziik.
Bizonyitas: (indirekt)
Tegyiik fel, hogy A # Ay és teljesiil rajuk (1) feltetel.

| Ay — As

O<e<
¢ 2

¢ > 0-hoz:
Ing e N,V >ng :a, — A1 < e
dne € N,Vn > ng i |a, — Ag| < ¢

Legyen ng := max{ni,n2},¥n > ng

0< ‘Al—A2’ = \(Al—an)—i—(an—Ag)\ < ]an—Al\—Han—Ag\ <2e< |A1—A2’ é

5. Kozrefogasi elv. Tegyiik fel, hogy (ay), (by) és (¢,) valos sorozatok ugy,

hogy
AN e N,Vn> N :a, <b, <cp

Tovabb4
Jlim(a,,) = lim(c,) =: A€ R

Ekkor Flim(b,) is és lim(b,) = A
Bizonyitas:

A € R (véges a hatarérték)

(an) :¥e>0,In; eNVRn>ni:A—e<a, <A+e¢

(cp) :¥e>0,Ine eNVn>ng: A—e<c, <A+e

Legyen ng := max{ai,as} =

Vn>npra:A—ec<a, <b,<c,<A+e

azaz

by € ke(A) = lim(b,) = A



A = 400, tekintsiik (a,)-et
lim(a,) = +oc0o = VP €R,3In; € N,Yn >n; :a, > P
Legyen ng := max{ni, N}, ekkor:

VYn > ng-ra : by, > ap, > P = lim(b,) = +00

A = —o0, tekintsiik (c,)-et
lim(ep,) = —oc0o=VPeR,In; e N,Vn >ny: ¢, < P
Legyen ng := max{ni, N}, ekkor:

VYn > ng-ra: b, < ¢, < P=lim(b,) = —o0

6. Miiveletek nullsorozatokkal. Tegyiik fel, hogy lim(a,) = 0 és lim(b,,) =
0, ekkor:

1. (ap + by) is nullsorozat

2. ha (¢,) korlatos sorozat, akkor (a, - ¢,) nullsorozat
3. (an - by) is nullsorozat

Bizonyitas

1.
(an) : Ve > 0,3n1 € N,Vn > ni(n € N) : |a,| <

(bp) : Ve > 0,3ng € N,Vn > na(n € N) : |by| <

NI®M o m

= Ve > 0,3Ing := mazx{ny,na},Vn > ng :

e 3 .
|(an +bn) — 0] = |an + bp| < |an|+ |bn| < §+§:8:>hm(an+bn):0

2.
(an) korlatos = 3IK > 0,¥n € N: |c,| < K
lim(b,) = Ve > 0,3n1 € N,Vn > nila,| < %
= Ve >0,Ing=n1,Yn > ng :
€ .
|(an, - cn) — 0] = |ay, - cn| < lan|-|len| = = - K = e = lim(ay, - ¢,) =0

K

3. lim(b,) = 0 = (by,) korlatos = lim(ay, - by,) =0



7. A konvergens sorozatok szorzatira vonatkozo tétel. Legyen (a,),
(bn) konvergens sorozatok és lim(a,) =: A € R, lim(b,) =: B € R, akkor
(@, - by) sorozat is konvergens és lim(a, - by,) = A - B.

Bizonyitas: Igazoljuk, hogy (a, - b, — A - B) nullsorozat.
|anb, — AB| = |apb, — Ab, + Ab, — AB| = |by(an, — A) + by (b, — B)| <

korlatos nullsorozat  korlatos nullsorozat

nullsorozat

8. Monoton sorozatok hatarértékére vonatkozé tétel.

1. Ha az (a,) sorozat monoton névekedd és feliilrsl korlatos [monoton cstkkend
és alulrdl korlatos|, akkor konvergens és

lim(ay,) = sup{a,|n € N} € R [lim(a,) = inf{a,|n € N} € R]

2. Ha az (ay) sorozat monoton névekvs és feliilr6l nem korlatos [monoton
csOkkend és alulrol nem korlatos|, akkor

lim(a,) = +oo [lim(a,) = —o]
Bizonyitas:
1. Tegyiik fel, hogy (ay) feliilr6l korlatos =
dsup{an|n e N} =t A € R
Mivel A a sorozat legkisebb felss korlatja, ezért:

e VneN:a, <A
o VenpeN:A—e<ay, <A

De az (ap) /=
Vn>ng:A—e<ap, <ap <A=lim(a,) =4
[fogyas esetén hasonld]
2. Tegyiik fel, hogy (a,) feliilrsl nem korlatos =
VPeR,Ing € N:ay, > P
De az (ay) /' =
Vn > ng: ap > a0 > P = lim(a,) = +00

[lim(ay) = —oo hasonlo|



9. A geometriai sorozat hatarértékére vonatkozo tétel.

=0 ha |¢| < 1
=1 hag=1
. n
nh—{goq )] =+ ha ¢ > 1 g€ R
= P hatarérték ha g < —1
Bizonyitas:

lg| < 1: Haq =0, akkor az allitas nyilvanvalo. Ha 0 < |g| < 1, akkor az ﬁ > 1

szamot irjuk fel ?i‘ = 1+h (h > 0) alakban. A Bernoulli-egyenlStlenséget
alkalmazva azt kapjuk, hogy
1 1 1 1
0 "= = < < eN
—0 lq] ey

Kozrefogasi elv alapjan lim(q"™) = 0.
q=1": trivialis
qg>1: Legyen q=1+h (h>0)

Bernoulli

" =(@+h)" > 1+n-h>n-h (n € N)
Ekkor:
VPeR,IngeN,Vn>ng:¢">n-h>P
Han >mng = [%} + 1= lim(¢") =+
q < —1: Ekkor a péros indext részsorozatok — +o0o (n — +00) és a paratlan

indext részsorozatok — —oo (n — +00) = # hatarértéke (¢") sorozatnak
az intervallumban.

10. Az e szam bevezetése az (1+2)" (n=1,2,...) sorozattal.

1\n
Az an:(1+—) (n=1,2,...) sorozat
n

monoton noévsd

feliilrél korlatos } = (an) konvergens

Jelolés: Lan
e := lim (1 + —)
n

n—oo

Bizonyitas:

Az (a,) sorozat monoton névé

1\ 7 1 1 1—|—n-(1—|—l) s n + 2\ n+1
ap = <1+7> = 1-(1+—)...<1+—) < | ——F—7 = ( )
n n n n—+1 n—+1

= Qn+1



Az (a,) sorozat korlatos

+2
Lo Iyn 11/ 1 1\ sramtani (242 40 (14 2)\"
—-<1+—> == (1+—) (1+—) < L =1
4 n 2 2 N/ mértani n-+2

= a, = (1 + %)n <4 (Vn € N) = (a,) kovergens.

11. A teleszkopikus sor konvergencidja és Osszege. A > # sor kon-
vergenciaja.

LAY - (+1 sor konvergens és 1% n'(nl—i-l) =1
2. A Z sor konvergens.
Bizonyitas
1.
SIS
S = S —
"1.2 2.3 3.4 n-(n+1)
Otlet =1- 0

_(1 1)+<1 1)+<1 1)+ +(1 1 )_1 1 1
n=\172)"\a73)"\371 n n+l) T ntlnosw

:>Z n—|—1 = lim(s,) =1

+ SRR AP 41—t =gl
Sp = — . — S —9 =
32 2_1 1-2 2.3 (n—1)-n n

=5, <2 (Vn=12,...) = (s,) korlatos és (s,) \, = (s,) konvergens
= > -5 konvergens.

12. A Cauchy-féle gySkkritérium. Tekintsiik ) a, sort és tegyiik fel,
hogy létezik az A := lim({/]a|) € R hatarérték, ekkor

1. 0 < A< 1esetén a »_ a, sor abszolut konvergens, tehat konvergens is;
2. A>1esetén a Y ay sor divergens;

3. A=1esetén a »_ a, sor lehet konvergens és divergens is.



Bizonyitas:
0 < A<1: Vegyiink egy q € (4, 1) szamot, ekkor ¢-hoz
Ing € N,Vn > ng : Van| < ¢ = |an| < ¢" (Vn > ng)
Mivel 0 < g < 1 =

majorans
—

krit. miatt

= Z q" konvergens Z |ay| konvergens = Z ay, konvergens

A >1: Vegyiink egy g € (1, A) szamot, ekkor ¢g-hoz
dng € N,Vn > ng : V/l|an| > q=lan| > ¢" (Vn > ng)

Mivel ¢ > 1 = ¢" — 400 = (Jap|) nem nullsorozat = (a,) nem null-
sorozat = > a, divergens.

A =1: Példaul:

o A Z% sor divergens és lim ( { %) = lim ("%/7) =

2
e A % sor konvergens és lim ( 1/ #) = lim (”%/TJ =1
13. A D’Alembert féle hanyadoskritérium. Tekintsiik a ) a,, sort, és

tegyiik fel, hogy (an) # 0 (Vn € N), tovabba létezik az A := lim (%) eR.
Ekkor

1. 0 < A <1, akkor ) a,, sor abszolut konvergens, tehat konvergens is;
2. A> 1, akkor ) a, sor divergens;
3. A =1, akkor ) a, sor lehet konvergens és divergens is.
Bizonyitas:

0 < A< 1: Vegyiink egy q € (1, A) szamot, ekkor ¢-hoz

dng € N,Vn > ng : [n 1]

|an|

Legyen n > ng tetszéleges

|_ ’ano‘
nol — qno—l
N——

c

n+l-ng | |a 'qn =

|an+1<Q'|an|§q2-|an71|§...§q

= lant1| < c-¢" (Yn>ng) = Mivel ¢ < 1 = Z q" konvergens



A > 1: Vegyiink egy q € (1, A) szamot, ekkor ¢-hoz:

a
dng € N,Vn > ng :

Legyen n > ng tetsz6leges

I gy

ant1| > g |an| > q - an-1| = 24q
= lim(|an+1]) = +00 ugyanis ¢ > 1 = lim(a,) # 0 = > a, divergens

A =1: Példaul:

1
o A Z% sor divergens és lim (%“) = lim (#) = lim (H%)

2
e A Y % sor konvergens és lim ( ’(/g) = lim (T%/ﬁ) =1

14. Fiiggvény hatarértékére vonatkozo atviteli elv. Legyen f € R —
R,a € D'y és A € R. Ekkor

liénf =A< V(z,): N = D'f\{a},lim(z,) = a esetén ngrfoo(f(wn)) =A
(2)

Bizonyitas:
=: lim, f=A=
Ve > 0,36 > 0,Va € D'y N (ks(a)\{a}) : f(x) € k(A) (3)

Legyen (z,) : N = D'¢\{a}, lim(z,) = a tetszéleges sorozat. Igazolni
kell, hogy lim, o0 f(x,) = A.

Legyen € > 0 tetsz6leges rogzitett szam, ekkor = 39 amire (3) teljesiil.
De lim(z,) =0 =

dng e N,Vn > ng: x, € kg(a)gVn >ng: f(zn) € ke(A)

<: (indirekt) Tegyiik fel, hogy (2) teljestil, de lim, f # A. Ekkor
Je > 0,V6 > 0,3z € D'y N (ks(a)\{a}) : f(z) # k(A)

Legyen § = 2 (n € N), 32, : k1(a) ( = 2, — a (n — +00)), amire

F(n) & K(A) = F(za) = A 4 (3)



