Analizis 1. (BSc) vizsgakérdések
Programtervezd informatikus szak
2009-2010. tanév 2. félév

e Valos szamok

1.

Mondja ki a haromszog-egyenl&tlenségeket.

Valasz. Minden a és b val6s szamra
(@) la+b[<[al+]b],
(b) [lal—1o]| <la—b].

Hogyan szo6l a Bernoulli-egyenl6tlenség?
Valasz. Minden h > —1 valds szamra és minden n € N természetes szamra
(I1+h)" > 1+ nh.

Ezekre a h és n értékekre egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha h = 0 vagy n = 1.

Fogalmazza meg a szamtani és a mértani kozép kozotti egyenlGtlenséget.

Valasz. Legyen n > 2 tetszéleges természetes szam és aqp,asq, ..., a, tetszés szerinti nem-
negativ valés szam. Ekkor

< a1+a2+-~-+an.

I, a1a2 .. .an
n

Egyenl6ség akkor és csak akkor all fenn, ha a1 = as = -+ = a,.

Irja le a valos szamok kozotti rendezés és a miiveletek kapcsolatara vonatkozo
axiomakat.

Valasz. Ha z,y, z € R, akkor
Nz<y = z+2z<y+z

(i)r<yées0<z = z-2<y-z
Mit mond ki a teljességi axioma?
Valasz. Ha A, BCR, A#0,B#0ésVaec A Vbe B esetén a < b, akkor

J¢E€eR VaceA VbeB: a<&<h

Fogalmazza meg a szuprémum elvet.
Valasz. Ha H C R, H # 0 és H feliilr6l korlatos, akkor H felsé korlatjai kozott van
legkisebb.
Mit jelent az, hogy a H C R halmaz induktiv?
Valasz. H C R induktiv, ha 0 € H, tovabba, ha x € H esetén . + 1 € H.

Hogyan értelmezi a természetes szamok halmazat?

Valasz. N a legsziikebb induktiv részhalmaza R-nek.
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14.

15.

16.

17.

18.

Fogalmazza meg a teljes indukci6 elvét!

Valasz. Legyen A(n) egy éllitas minden n € N-re. Tegyiik fel, hogy A(0) igaz és ha A(n)
igaz akkor A(n + 1) is igaz (n € N). Ekkor A(n) igaz minden n € N-re.

Mikor van egy @ # A C R halmaznak maximuma?

Valasz. Ha létezik a € A, minden x € A-ra z < .

Pozitiv allitas formajaban fogalmazza meg azt, hogy a () # A C R halmaznak
nincs minimuma.

Valasz. Minden a € A-ra létezik « € A, hogy x < a.

Pozitiv allitas formajaban fogalmazza meg azt, hogy a () # A C R halmaznak
nincs maximuma.

Valasz. Minden o € A-ra létezik x € A, hogy = > a.

Mikor feliilr6l korlatos egy @ # A C R halmaz?

Valasz. Ha létezik K € R, hogy minden a € A-ra a < K.

Fogalmazza meg pozitiv allitas forméjaban azt, hogy egy () # A C R halmaz
feliilr6] nem korlatos!

Valasz. Minden K € R-re létezik a € A, hogy a > K.

Legyen ) # A C R, £ € R. Mit jelent az A elemeire nézve az, hogy & = sup A?

Valasz. Minden z € A-ra x < ¢ és minden K < é-re 3o € A, hogy = > K.

Legyen ) # A C R, £ € R. Mit jelent az A elemeire nézve az, hogy & = inf A?

Valasz. Minden x € A-ra z > £ és minden K > é-re 32 € A, hogy » < K.

Mit jelent az, hogy a valés szdmok halmaza rendelkezik az archimédeszi tulaj-
donséaggal?

Valasz. Va>0 VbeR dneN: b<na.

Mit jelent az, hogy a valos szamok halmaza rendelkezik a Cantor-tulajdonsaggal?

Valasz. Ha [ant1,0n41] C [an,bn] (V1 €N, ay,b, € R), akkor

() [an, ba] # 0.

neN

e Relacidk és fiiggvények

19.

Definialja a kovetkezd fogalmakat: reldcio, reldacio értelmezési tartomdnya és
értékkészlete.
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Valasz. Legyen A és B nemiires halmaz. Az A x B Descartes-szorzat nemiires r részhal-
mazait az A és a B halmaz elemei kdzotti reldcionak hivjuk. Ha (a,b) € r C A x B, akkor
azt mondjuk, hogy az a elem az r reldcidban van b-vel. A

D, :={a€ A|3be B gy, hogy (a,b) € r}
halmazt az r relacié értelmezési tartomdnydnak, az
R, :={be B|3Ja € Anugy, hogy (a,b) € r}

halmazt az r relacio értékkészletének nevezziik.

Adja meg a fiigguény definici6jat.
Valasz. Legyenek A és B nemiires halmazok. A nemiires f C A x B relaci6 fliggvény, ha

Va € Dy-hez egyértelmiien 3y € B, hogy (z,y) € f.

. Hogyan értelmezziik halmaz fiiggvény altal létesitett képét?

Valasz. Legyen f: A — B fliggvény. A C C A halmaz f altal létesitett képe az
flCl={f(@)eB|zeC}

halmaz.

. Hogyan értelmezziik halmaz fiiggvény altal létesitett dsképét?

Valasz. Legyen f: A — B fiiggvény. A D C B halmaz f altal l1étesitett Gsképe az
fUD:=={xrecA|f(zx)eD}CA

halmaz.

Mikor neveziink egy fliggvényt invertdlhatonak?

Valasz. Az f : A — B fiiggvény invertalhato, ha kiillonbozs értelmezési tartoménybeli
elemekhez kiilonboz6 helyettesitési értékeket rendel.

Definidlja az inverz fliggvényt.
Valasz. Legyen f: A — B invertdlhato fiiggvény. f inverz fliggvénye az
fTLiRy 2y~ a2, amelyre f(z) =y
fiiggvény.
Mi a bijekcio definicidja?
Valasz. Az f : A — B fiiggvény az A és a B halmaz kozotti bijekcio (vagy az A és B
halmaz elemi kozotti kélesinosen egyértelmi megfeleltetés), ha f invertalhat6 és Ry = B.
Irja le az dsszetett fiigguény fogalmat.

Valasz. Legyen f: A — B, g: C — D és tegyiik fel, hogy R, N Dy # 0. Ekkor f és g
Osszetett fiiggvénye az

fog:{reDy|glx)eDst— B, (fog)lx):=f(9(x)).

fiiggvény.



e Sorozatok

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Definidlja a kovetkezs fogalmakat: valds sorozat; sorozat n-edik tagja, indez.

Valasz. Egy a: N — R fiiggvényt (valds) sorozatnak neveziink. Ennek a fliggvénynek az
n € N helyen felvett a(n) helyettesitési értékét az a sorozat n-edik tagjdnak mondjuk és az
a, szimbolummal jeloljiik. Az n szam az a,, tag indeze.

Mit jelent az, hogy egy (a,) : N — R sorozat korlatos?

Valasz. Létezik K € R, hogy minden n € N-re |a,| < K.

Pozitiv allitas formajaban fogalmazza meg azt, hogy az (a,) sorozat nem kor-
latos.

Valasz. VL € R-hez I3neN : |a,| > L.

Definialja az A € R elem € > 0 sugari kérnyezetét.

Valasz. Az A € R valds szadm € > 0 sugarta kornyezetén a
ke(A) :=(A—¢, A+e)
intervallumot értjiikk. Az A = 400 elem € > 0 sugaru kdrnyezete a

ke(+00) := (%,—Foo),

az A = —o0 elemé pedig a
ko(—00) := (—o0, —é)
intervallum.
Mikor neveziink egy (a,,) valos sorozatot konvergensnek?
Valasz. Ha
JAeR Ve>0 dngeN VneN n>ng: lan, — Al <e.
Mit jelent az, hogy az (a,) sorozat divergens?

Valasz. (ay) divergens, ha nem konvergens, azaz
VAeR de>0 VngeN dneN,n>ng: la, — A| > €.
Tegyiik fel, hogy az A € R szam minden kornyezete az (a, ) sorozatnak végtelen

sok tagjat tartalmazza. Kovetkezik-e ebbdl az, hogy az (a,) sorozat konver-
gens?

Valasz. Nem. A ((—1)") sorozat divergens, de pl. az A = 1 szdm minden kérnyezetébe a
sorozatnak végtelen sok tagja esik.

Mit jelent az, hogy az (a,) sorozat (+00)-hez tart?

Valasz. lim(a,) =400 < VPeR InpeN VneNn>ny a,>P.

Mi a definicidja annak, hogy az (a,) sorozatnak —oo a hatarértéke?

Valasz. lim(a,) = -0 <= VPeER IngeN VneNn>ny a,<P.
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Mit jelent az, hogy az (a,) sorozatnak van hatdrértéke?

Valasz. Azt, hogy a sorozat konvergens, vagy plusz végtelenhez, vagy pedig minusz végte-
lenhez tart. Ez azzal egyenértéki, hogy

JAER Ve>0 IngeN VneNn>ng: a,€k(A).

Adott (a,) : N — R, A € R esetén mi a definiciéja a lim(a,) = A egyen-
16ségnek?
Valasz. Ve >0 IngeN VneNn>ng: a,€k(A).

Fogalmazza meg a sorozatokra vonatkoz6 kozrefogasi elvet.

Valasz. Tegyiik fel, hogy az (a,), (b,) és (c,) valos sorozatokra teljesiilnek a kovetkezdk:
(a) INeN: Vn> N-re a, <b, <cp;
(b) 3 lim(a,), 3 lim(c,) és lim(a,) = lim(c,) =: A € R.

Ekkor a kozrefogott (b,,) sorozatnak is van hatéarértéke és lim(b,) = A.

Milyen allitdsokat ismer a hatarérték és a rendezés kézott?

Valasz. Tegyiik fel, hogy az (a,), (b,) sorozatoknak van hatarértékiik és
lim(a,) =: A € R, lim(b,) =: B € R.

1° Ha A > B, akkor 3N € N: Vn > N,n € N-re a, > by,.
2° HadN eN: VYn>N,né€Nre a, >0b,, akkor A > B.

Igaz-e az, hogy ha az (a,) és a (b,) sorozatoknak van hatarértéke és a, > b,
minden n-re, akkor lim(a,) > lim(b,)?

Valasz. Nem, pl. a, := 1, b, :=0esetén a, > b, (n=1,2,...), de lim(a,) = lim(b,) = 0.

Mondja ki a monoton sorozatok konvergencidjara és hatarértékére vonatkozo
allitasokat.

Valasz. 1° Ha az (a,,) sorozat monoton nivekedd és felilrdl korldtos [monoton csokkend és
alulrol korlatos], akkor konvergens, és

lim(a,) =sup{a, |n €N} eR [lim(a,) =inf{a, |neN} eR].

2° Ha az (a,) sorozat monoton ndvekedd és felilrél nem korldtos [monoton csdkkend és
alulrol nem korlatos], akkor

lim(a,) = +o0 [lim(a,) = —o0].

Milyen miiveleti tételeket ismer konvergens sorozatokra?

Valasz. Ha az (a,) és a (b,) sorozat konvergensek és lim(a,) =: A € R, lim(b,) =: B € R,
akkor
1° az (an + by) sorozat is konvergens és lim(a,, + b,) = A+ B;
2° az (anby) sorozat is konvergens és lim(a,b,) = A - B;
3° ha még b, #0 (n € N) és B # 0 is teljesiil, akkor
A

(5) soroatis konvergens s tim 52
az -— SOrozat 1S Konvergens es lim\| — = —.
by 8 b,) B
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Igaz-e az, hogy ha (a,) konvergens és (b,) divergens, akkor (a, + b,) is diver-
gens.

Valasz. Igen, mert ha (a,, +b,) konvergens lenne, akkor (a,, + b, —a,) = (b,) is konvergens
lenne.

Fogalmazza meg sorozatok Osszegének hatarértékére vonatkozo allitast.
Valasz. Tegyiik fel, hogy az (a,) és a (b,) sorozatoknak van hatdrértéke, és
lim(a,) =: A € R, lim(b,) =: B € R.

Ekkor az (a, + b,) sorozatnak is van hatarértéke, és lim(a, + b,) = A + B, feltéve hogy
A + B értelmezve van.

Téablazattal szemléltesse a sorozatok szorzatanak a hatarértékére vonatkozo
allitast.

Valasz.

szorzat A>0 A=0 A<O

B>0

B=0 A-B

B <0

B =400 +00 —00 +00 —0
B =—00 —00 +00 —00 +00

Fogalmazza meg a Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztési tételt.

Valasz. Minden korlatos valés sorozatnak van konvergens részsorozata.

Definialja a Cauchy-sorozatot.

Valasz. Az (a,) sorozatot Cauchy-sorozat, ha
Ve>0 dnpeN VmmneN m,n>ng: lan — am| < e.

Fogalmazza meg a sorozatokra vonatkozé Cauchy-féle konvergenciakritériu-
mot.

Valasz. Egy valos sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha Cauchy-sorozat.

Hogyan értelmeztiik az e szamot?

Valasz. Az a, = (1 + %)n (n =1,2,...) sorozat monoton novekedd és feliilrsl korlatos,
tehat konvergens. e-vel jeldljiik ennek a sorozatnak a hatarértékét:

1 n
e:= lim (1 + ) .
n—-4o0o n



50. Milyen allitast ismer a (¢") mértani sorozat hatarértékével kapcsolatosan?

Valasz.
=0, ha |q| <1
=1 hag=1
lim ¢" ’ ad
n—-+oo = +00, ha g >1

nem létezik, ha q < —1.

51. Milyen nevezetes sorozatokat tekintettiink a nagysagrendi kérdésekkel kapcso-
latosan?

k
Valasz. 1°Ha k€ Nésa > 1, akkor lim no_ 0.

n—-+oo "
2° Ha k € N és |q| < 1, akkor lim n*.¢" = 0.
n—oo

n

3° Minden a € R esetén lim 4 0.

n—+4oo m!

52. Fogalmazza meg egy valds szam m-edik gyokének a létezésére vonatkozo tételt.

Valasz. Haom €N, m >2,akkor VA >0 3! a>0: o™ =A.

53. Legyen A > 0,1 < m € N. Melyik az a sorozat, amelynek hatarértéke V/A?

Valasz.
x9 > 0,

1 A
Ln41 ::% (W—l—(m—l)xn) (n:0,1,27)

e Végtelen sorok

54. Mi a végtelen sor definicidja?

Valasz. Az (a,) : N — R sorozatbol képzett

Spi=ai+azx+---+ay (’I’LEN)

sorozatot nevezziik az (a,) altal generélt végtelen sornak.

55. Mit jelent az, hogy a > a, végtelen sor konvergens, és hogyan értelmezziik az
Osszeqét?

Valasz. A ) a, sor konvergens, ha a részletdsszegeinek az s, = a1 + -+ a, (n € N)
sorozata konvergens. A lim(s,) szamot nevezziik a sor dsszegének.

56. Milyen tételt ismer ¢ € R esetén a ) ¢ geometriai sor konvergenciajarol?
n=0

Valasz. A 3 ¢" sor akkor és csak akkor konvergens, ha |¢| < 1 és ekkor —— az Osszege.

1—
n=0 q
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Mi a teleszkopikus sor és mi az Osszege?

+oo

Valasz. A 3 —1— sor és az Osszege Y.

n(n+1) = L.

1 —
n(n+1) —

Igaz-e az, hogy ha lim(a,) = 0, akkor a ) a,, sor konvergens?

Valasz. Nem, a > + harmonikus sor divergens és lim(Z) = 0.

Fogalmazza meg a végtelen sorokra vonatkozo dsszehasonlito kritériumokat.
Valasz. Tegyiik fel, hogy az (a,), (bn) sorozatokra
ANeN VneN n>N: 0<a, <b,.

Ekkor, ha
1. a > by, sor konvergens, akkor Y a,, is konvergens;

2. a Y a, sor divergens, akkor > b, is divergens.

Fogalmazza meg a végtelen sorokra vonatkoz6 gyokkritériumot.

Valasz. Tekintsiik a Y a, sort, és tegyiik fel, hogy létezik az A := lim({/]a,]) € R

hatarérték. ekkor
1°0 < A < 1esetén a »_ a, sor abszolut konvergens, tehat konvergens is;
2° A > 1 esetén a »_ ay,, sor divergens;

3° A =1 esetén a Y _ a,, sor lehet konvergens is és divergens is.

Fogalmazza meg a végtelen sorokra vonatkoz6 hdnyadoskritériumot.

Valasz. Tekintsiik a ) a, sort, és tegyiik fel, hogy a, # 0 (n € N), tovabba létezik az
A :=lim(“2£) € R hatarérték. Ekkor

1°0 < A < 1esetén a Y a, sor abszolut konvergens, tehat konvergens is;

2° A > 1 esetén a Y ay, sor divergens;

3° A =1 esetén a Y a,, sor lehet konvergens is és divergens is.

Mik a Leibniz-tipust sorok és milyen konvergenciatételt ismer ezekkel kapcso-

latban?

Valasz. Ha 0 < a,41 < a, (n € N), akkor a >_(—1)""ta,, sort nevezziik Leibniz-tipusi
+oo

sornak. Ezek akkor és csak akkor konvergensek, ha lim(a,) = 0. Ha A := ) (—1)""la,,
n=1

akkor

n

A= (D) <an  (n=1,2,..0).

k=1

Adjon meg egy olyan végtelen sort, amelyik konvergens, de nem abszolit kon-
vergens.

Valasz. Y %
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Adjon meg egy olyan végtelen sort, amelyiknek az Osszege az e szdm.
+oo
Vialasz. Y 1 =e.
n=0
Fogalmazza meg a feltételesen konvergens sorok atrendezésére vonatkozd Rie-
mann-tételt.
Valasz. Ha ) a, feltételesen konvergens, akkor
_ +oo
1° VAcResetén 3 ) ay, atrendezés, hogy ) apm) = A;
n=1
2° 3 ) ap(n) atrendezés, ami divergens.
Milyen allitast ismer abszolut konvergens sorok atrendezésével kapcsolatban?
Valasz. Ha ) a, abszoltt konvergens, akkor minden (p,,) : N — N bijekcio esetén a ) apmn)
“+o00 +oo
sor is konvergens és Y an = ) apn).
n=1 n=1
Definidlja a Y an, > b, sorok téglinyszorzatdt.
n=0 n=0
Valasz. A > t,, t,:= >,  a;b; (n€N)sor.
n=0 max{%,j}=n
Definidlja a ) a,, Y. b, sorok Cauchy-szorzatdt.
n=0 n=0
Valasz. A > ¢, ¢,:= >, ab; (n €N) sor.
n=0 i+j=n
Adjon meg olyan végtelen sorokat, amelyek Cauchy-szorzata divergens.
Valasz. A ) % konvergens sor énmagaval vett Cauchy-szorzata divergens.
Fogalmazza meg az abszolit konvergens sorok szorzatdra vonatkozd Cauchy-

tételt.

Valasz. Tegyiik fel, hogy a > a, ésa Y b, sorok mindegyike abszolit konvergens. Ekkor

n=0 n=0
(a) a > t, téglanyszorzatuk is abszolat konvergens,
n=0
(b) a > ¢, Cauchy-szorzatuk is abszolut konvergens,
n=0
(c) az Osszes a;b; (3,5 = 0,1,2,...) szorzatbol tetszés szerinti sorrendben képzett

> d, végtelen sor is abszolit konvergens, és az Osszeg mindegyik esetben a
n=0
tényezsk Gsszegének a szorzata:

+oo +o0 +oo +oo +oo
Ztn = ch = Zdn = (Zan> . (an> .
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
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Fogalmazza meg a Mertens-tételt.

Valasz. Ha a ) a, sor abszolut konvergens és > b, konvergens, akkor a ¢, Cauchy-

szorzatuk konvergens és
+oo +oo +oo
e (L) (S
n=0 n=0 n=0

e Hatvanysorok, elemi fiiggvények

72.

73.

74.

75.

76.

7.

A

Irja le a hatvdnysor definiciojat.

Valasz. Az («y,) : N — R sorozattal és az a € R szammal képzett

Zan(ac—a)" (x € R)

fiiggvénysort a kdzépponti, o, egylitthatoju hatvdnysornak nevezzik.

Fogalmazza meg a Cauchy—Hadamard-tételt.

Valasz. Tetsz6legesen megadott (a,,) sorozattal és a € R szammal képzett

Zan(:cfa)" (x €R)

hatvanysor konvergenciahalmazara a kovetkezd harom egymast kizaré esetek egyike érvényes:

(a) 3R > 0 valos szam, hogy a sor |x —a| < R esetén abszolut konvergens, |z —a| > R
esetén pedig divergens;

(b) a sor csak az = a pontban konvergens (legyen ekkor R := 0);

(c) asor Vz € R pontban konvergens (ekkor R := +00).

Az R szamot a hatvanysor konvergenciasugardnak nevezziik.

Adjon meg egy olyan hatvdnysort, amelyiknek a konvergenciahalmaza a (—1,1)
intervallum.

Valasz. Z z".

Adjon meg egy olyan hatvdnysort, amelyiknek a konvergenciahalmaza a (—1, 1]
intervallum.

—_1)"
Valasz. Z u x".

n

Adjon meg egy olyan hatvdnysort, amelyiknek a konvergenciahalmaza a [—1, 1)
intervallum.

Valasz. Z %

Adjon meg egy olyan hatvdnysort, amelyiknek a konvergenciahalmaza a [—1, 1]
intervallum.

n

Valasz. Z %
n

10



78. Adjon meg egy olyan hatvdnysort, amelyik csak az a = 2 pontban konvergens.
Valasz. Z n"(x —2)".
79. Definidlja az exp fiiggvényt.

+oo

Valasz. exp(z) := Z % (z € R).

80. Irja fel az exp fiiggvény fiigguényegyenletét.

Valasz. exp(z + y) = exp(z) - exp(y) (z,y € R).

81. Definialja a sin fliggvényt.

+oo 22+l
Valasz. sin x := nz_%(—l)"m (x € R).
82. Definidlja a cos fliggvényt.
oo 22n
Valasz. cos x := ;(—1)” )l (x € R).

83. Irja fel sin (z + y)-t sin z, cos x, sin y, cos y segitségével.

Valasz. sin (x + y) = sin zcos y + cos xsin y (z,y € R).

e Fiiggvény hatarértéke

84. Mit jelent az, hogy a € R torlodasi pontja a H C R halmaznak?
Valasz. Az a barmely kornyezetében végtelen sok H-beli elem van.

85. Mivel egyenl6 az R, a Q' és az ({% | n € N}), halmaz?
Vilasz. R’ =R, Q' =R és ({1 |neN}) ={o0}.

86.Adott f € R — R,a € D, A € R esetén mi a definiciéja a lim, f = A
egyenléségnek?
Valasz. Ve >0 36 >0 Ve (ks(a)\{a})NDs: f(z) € k(A).

87. Adja meg egyenlGtlenségek segitségével a végesben vett véges hatarérték defini-
cigjat.
Valasz. Legyen f e R - R a € D} NR, A € R. Ekkor:

limf=A < Ve>030>0 VeeDs 0<|z—a|]<d: |f(zr)—Al<e.
a
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88.

89.

90.

91

92.

93.

94.

95.

Adja meg egyenlGtlenségek segitségével a végesben vett plusz végtelen hatarérték

“, e,

definiciojat.
Valasz. Legyen f € R — R, a € D} NR. Ekkor:

licrlnf:—&—oo < VP>036>0 VeeDs0<|z—al<d: f(z)>P
Adja meg egyenlGtlenségek segitségével a végesben vett minusz végtelen hatér-
érték definiciojat.
Valasz. Legyen f e R >R, a € D} N R. Ekkor:

lignf:—oo < VP<036>0 VaeeDs0<|z—al<d: f(z)<P
Adja meg egyenlGtlenségek segitségével a plusz végtelenben vett véges hatarérték
definiciojat.
Valasz. Legyen f e R — R, +00 € D}, A € R. Ekkor:

Emf:A < Ve>0320>0 VeeDpz>zp: |f(z)—Al<e.

. Adja meg egyenlétlenségek segitségével a minusz végtelenben vett véges hatar-

érték definiciojat.
Valasz. Legyen f € R - R, —co € D, A € R. Ekkor:

limf=A < Ve>0329<0 VzeDspr<zo: [flz)-Al<e

Adja meg egyenlGtlenségek segitségével a plusz végtelenben vett plusz végtelen

hatarérték definiciojat.
Valasz. Legyen f € R — R, +o0 € D’;. Ekkor:
Eg}f:—&-oo < VP>0 320>0 VeeDpx>z9: f(x)>P
Adja meg egyenlGtlenségek segitségével a plusz végtelenben vett minusz végtelen
hatarérték definiciojat.
Valasz. Legyen f € R — R, +oo € D). Ekkor:

Emf:—oo <= VP<0 3Jag>0 VzeDpr>x: flz)<P

Adja meg egyenlGtlenségek segitségével a minusz végtelenben vett plusz végtelen
hatarérték definiciojat.
Valasz. Legyen f € R — R, —oo € D’;. Ekkor:

imf=+00 < VP>0 320<0 VzeDpar<zo: flz)>P

Adja meg egyenl&tlenségek segitségével a minusz végtelenben vett minusz végte-

len hatarérték definiciojat.

Valasz. Legyen f € R — R, —oo € D’;. Ekkor:

limf=-00 <= VP<0 J20<0 VzeDpa<zo: [flz)<P
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96. Irja le a fiiggvény hatarértékére vonatkozo atviteli elvet.
Valasz. Legyen f eR - R, a €D} és A€ R. Ekkor

h}znf =A << V(z,):N—Ds\{a}, lim(z,) =aesetén lim (f(z,)) = A.

n—-+o0o

97. Mit tud mondani a hatvanysor dsszegfiiggvényének a hatarértékérsl?

Valasz. Tegyiik fel, hogy a Y an(z—a)™ hatvanysor R konvergenciasugara pozitiv. Legyen

n=0

—+oo
f(z) = Z oan(z—a)" (z € kg(a))
n=0
az Osszegfiiggvény. Ekkor barmely b € kr(a) esetén létezik a liin f hatéarérték és liin f=f).

98. Mit lehet mondani monoton niovekedd fiiggvény hatarértékérsl?

Valasz. Legyen (a, () tetszéleges intervallum, f : (a,5) — R egy monoton névekeds
fiiggvény. Ekkor f-nek minden a € («, 5) pontban létezik a jobb oldali, illetve a bal oldali
hatarértéke, és

{lll_{_%f = inf{f(z) |z € Dy, = > a},

(lli_r%f =sup{ f(z) |z € Dy, z < a}.

99. Mit lehet mondani monoton csékkend fiiggvény hatarértékérsl?

Valasz. Legyen («,() tetszbleges intervallum, f : (a,3) — R egy monoton cstkkend
fiiggvény. Ekkor f-nek minden a € («, 8) pontban létezik a jobb oldali, illetve a bal oldali
hatarértéke is és

hféf = sup{f(a:) |z € Dy, x> a},

ii%f =inf{f(z) |z € Dy, x <a}.

e Fiiggvények folytonossaga

100. Definidlja egy f € R — R fliggvény pontbeli folytonossagat.
Valasz. Egy f € R — R fiiggvény az a € Dy pontban folytonos, ha

Ve>0 30>0 VaeDy, |[r—a|<d: |f(z)— fla)] <e

101. Mi a kapcsolat a pontbeli folytonossag és a hatarérték kézott?
Valasz. Ha a € Dy N DY, akkor f € C{a} <= 3 limf éslim f = f(a).

102. Milyen tételt ismer hatvanysor Osszegfiiggvényének a folytonossagarol?

Valasz. Hatvanysor Gsszegfiiggvénye a konvergenciahalmaz minden belsé pontjaban foly-
tonos.
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103. Hogyan sz0l a folytonossagra vonatkozé atviteli elv?

Valasz. f € C{a} < V (z,): N— Dy, 1irJIrl Tn, = aesetén lim f(z,) = f(a).
n—-—1+0oo

n—-+4oo

104. Fogalmazza meg a hanyadosfiiggvény pontbeli folytonossagara vonatkozo tételt.

Valasz. Ha f,g € C{a} és g(a) # 0, akkor 5 € C{a}.

105. Milyen tételt ismer az Osszetett fiiggvény pontbeli folytonossiagéarol?
Valasz. g € C{a}, f e C{g(a)} = foge C{a}.

106. Mit tud mondani a korlatos és zart [a,b] C R intervallumon folytonos fiigg-
vény értékkészletérsl?

Valasz. Legyen a,b € R, a < b. Ha az f : [a,b] — R fliggvény folytonos [a, b]-n, akkor f
korlatos [a, b]-n.

107. Hogyan szol a Weierstrass-tétel?
Valasz. Tegylik fel, hogy [a,b] C R korlatos és zart intervallum és f : [a,b] — R folytonos.
Ekkor f-nek létezik abszolit maximuma és abszolit minimuma.

108. Mit mond ki a Bolzano-tétel?
Valasz. Tegylik fel, hogy f : [a,b] — R folytonos fiiggvény (a < b,a,b € R). Ha f a
két végpontban kiilonbo6zé elGjeld értéket vesz fel, vagyis f(a) - f(b) < 0, akkor van olyan
€ € (a,b), hogy f(§) =0.

109. Definidlja a megsziintethetd szakaddsi hely fogalmét.

Valasz. Az f € R — R fiiggvénynek az a € Dy pontban megsziintethetd szakaddsi helye
van, ha
Jlim f és ez véges, de lim f # f(a).
110. Definidlja az elsdfaju szakaddsi hely fogalmat.

Valasz. Az f € R — R fiiggvénynek az a € Dy pontban elséfaji szakaddsi helye (vagy
ugrdshelye) van, ha

=Rt ss 3 1 . . i L .
a141_1(1)f és 3 lim f, mindketts véges, de alféf =+ al{r(l)f

111. Mit tud mondani monoton fiiggvény szakadasi helyeir6l?

Valasz. Tetsz6leges [ : (o, ) — R monoton fliggvénynek legfeljebb elséfaju szakadasi
helyei lehetnek; azaz tetszoleges a € (a, 3) pontban az f fliggvény vagy folytonos vagy pedig
els6faju szakadasi helye (vagy ugrashelye) van.
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