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1. fejezet

A valé6s szamok struktaraja

Megjegyzések:

® A szamfogalom fejlédése (AF/40. oldal);

® Bevezetés a matematikdba: ,felépitették” R-et; mi most csak felsoroljuk az R meghatdrozs tulajdonsdgait.

1.1. Az R Dedekind-féle axiémarendszere (1872):

Elfogadjuk, hogy 1étezik R-rel jelolt halmaz, amire:

I. Testaxiomak:

I/1: dR-en OGsszeadas:
R xR — R fiiggvény, amire:

e Kommutativ: Vz,y e R: z4+y=y+x

o Asszociativ: Vz,y,z € R: (x+y)+z=z+ (y+2)
e Jnullelem: I eR: VzeR: 2 +0=2x

o Jellentett: Ve e R: I(—z) e R: 2+ (—z) =0.

I/2: JR-en szorzas:
R x R — R filiggvény, amire:

e Kommutativ: Vz,y e R: z-y=y- -z
o Asszociativ: Vz,y,z€R: (x-y)-z=2-(y-2)
o Jegységelem: 31 e R\ {0} : Vz e R:

—_

=2

e Jreciprok: Vo € R\{0}: 3L eR: z-1 =1

8=

I/3: Disztributivitas:

Ve,y,z€R: (z+y) - z=2-24+y- 2.
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II. Rendezési axiomak:

II/1: JR-en egy < linearis rendezési relacio, azaz:

<z (VreR) (reflexiv)
o Rendezési relacio: Sz <yésy<z = xz=y (antiszimmetrikus)

x<yésy<z = x<z (tranzitiv)

e Lineéris: {V:zc7 yeR: x <yvagyy <x (trichotém)

II/2: A miiveletek és a < kapcsolata:

e Haz,yeRész <y = VzeR:z+2<y+z
e Haz,yeRésx <y = Vz>0:2-2<y -2
I1I. Teljességi axioma (vagy Dedekind-féle, vagy szétvalasztasi axioma):

HaAJBCR, A#0, B#0,Vac AésVbe B: a<b,akkor I e R: a < <b(Va€ A, Vbe B),

ahol &-t szétvalaszto elemnek nevezziik (1.1. &bra).

1.1. abra. szétvalaszto elem ()

Roviden: R egy linearisan rendezett, teljes test.

1.2. R részhalmazai:

1.2.1. Természetes szamok halmaza:

1.1. definici6. Induktiv halmaz:

A § # H C R halmaz induktiv halmaza, ha:
e 0cH

ercH— z+1cH
1.1. tétel. Induktiv halmazok tulajdonsagai:

1. R induktiv halmaz;

2. Akarhany induktiv halmaz metszete is induktiv halmaz.
1.2. definicié. Természetes szamok halmaza:

N:= n H; azaz N a legsziikebb induktiv halmaz. Ekkor N-et a természetes szamok halmazanak nevezziik.

HCR
H induktiv
Megjegyzés: N ={0,1,2,3,...}
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1.2. tétel. Teljes indukcio:

Tegyiik fel, hogy A(n) egy allitas Vn € N-re, és:
1. A(0) = igaz;
2. Ha A(n) igaz, akkor A(n+1) is igaz.

Ekkor A(n) minden n-re igaz.

Bizonyitds. Legyen S := {n € N| A(n) =igaz} C N (jelolés). De: 0 € S, han € S = n+1 € S, vagyis S egy
induktiv halmaz, tehat - mivel N a legsztikebb induktiv halmaz - N CS =— N =65. O

1.2.2. Tovabbi részhalmazok:

e Egész szamok halmaza (Z)
e Racionalis szamok halmaza (Q)
e Irraciondlis szamok halmaza (Q* := R\ Q)

e Valos szamok halmaza (R)

Mindezt az 1.2. abran foglaltuk &ssze:

1.2. abra. tovabbi részhalmazok

1.3. A teljességi axiébma kovetkezményei:

1.3.1. Szuprémume-elv:

Ehhez sziikségiink van a maximum és a minimum definici6jara.

1.3. definici6. Maximum [minimum]:

() # H C R halmaznak van maximuma [minimumal, ha 3a € H: Vz € H: z < a [a < z].
Jele: max H := «; a H maximalis eleme
[min H := «; a H minimalis eleme].
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Példa:
H .= {1 — % In=1,2,.. } itt van minimum (0), de nincs maximum.

() # H C R halmaznak nincs maximuma <= Va € H : 3z € H : > «a, azaz minden H-beli elemnél van nagyobb
H-beli elem. Hasonl6 allitas érvényes, ha a H halmaznak nincs minimuma.

1.4. definici6. Feliilrdl [alulrol] vett korlatossag:

(0 # H C R halmaz feliilrsl korlatos (fk.), ha 3K € R: Vo € H : x < K. Hasonléan definialjuk az alulrél vett
korlatossagot.

1.5. definicié. Korlatossag:
A 0 # H C R halmaz korlatos, ha alulrél és feliilrél is korlétos.
1.3. tétel. Felss [also] korlatok tulajdonsagai:
1. Ha @ # H C R feliilrs] korlatos és K fels6 korlat, akkor VK’ > K is fels6 korlat;
2. AD+#H CR korlatos <= IK >0: |z| < K (Vx € H).
1.4. tétel. Szuprémum-elv:
Tegyiik fel, hogy () # H C R feliilrsl korlatos. Ekkor H felss korlatjai kozott van legkisebb, azaz:
dmin {K € R| K felsé korlat (f.k.)}.
Bizonyitds. Adott: H # () felsd korlat halmaz. A := H, B := {K € R| K fels6 korlatja H — nak}. FEkkor
R:a

A#0D, B#0: Yaec AésVK € B: a < K = <¢< K (Va e A VK € B) (a teljességi axidma
szerint). Ez a & a legkisebb fels korlat, ugyanis:

e Ve e H: x<&(& felsd korlat)

e Legkisebb is, mivel VK € B: K > &.

1.5. tétel. Legnagyobb also korlat:
Tegytik fel, hogy § # H C R alulrdl korlatos. Ekkor a H als6 korlatjai kozott van legnagyobb.
1.6. definicié. Szuprémum, infimum:
e A legkisebb fels6 korlatot a H szuprémumanak nevezziik, és sup H-val jeloljiik;
e A legnagyobb alsé korlatot a H infimumaéanak nevezziik, és inf H-val jeloljiik.
1.7. definicié. Kibdgvitett valos szamok halmaza:
R:=RU{* oo, o0}

Rendezés:
VreR: "oo <z <t o0

1.8. definici6. Fels§ [also] korlatok hianya:

1. Ha H feliilr6l nem korlatos, akkor sup H :=" oo;

2. Ha H alulrél nem korlatos, akkor inf H :=" oco.

Megjegyzés:
Ha () # H C R feliilr6l korlatos, akkor:

e max H vagy van, vagy nincs;

e sup H mindig létezik.
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1.6. tétel. Szuprémum [infimum]| létezése:
Legyen () # H C R. Ekkor:

1. dmax H <= sup H € H. Ekkor max H = sup H;

2. dmin H <= inf H € H. Ekkor inf H = min H.
Megjegyzés:

S —a0. +

il
1.7. tétel. Fels6 korlat és szuprémum kapcsolata:

Ve € H: x < (€ felsé korlat)

1.3.
& alegkisebb felso korlat (

Tegyiik fel, hogy § # H C R feliilr6l korlatos. Ekkor £ = sup H < {

dbra).
IgyVe>0: dze H: {—e<ax<E

o—————————» xcH

N
A

1.3. abra. legkisebb fels6 korlat

1.8. tétel. Also korlat és infimum kapcsolata:

Tegyiik fel, hogy () # H C R alulrol korlatos. Ekkor £ =inf H <= Vo € H: £ <z (1.4. abra).
IgyVe>0: JzeH: {<z<&+e.

I I
¢ x

xeH 4—1
| > .
1.4. abra. legnagyobb also korlat

1.9. tétel. Teljességi axidma és szuprémum-elv kapcsolatas:

A teljességi axioma <= a szuprémum-elv.

Bizonyitds. Ehhez a tételhez nem tartozik részletes bizonyitas.

—: Lattuk;
<=: Nem bizonyitjuk.

1.3.2. Arkhimédeszi tulajdonsag:

Va>0ésVbeR: neN: b<na
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G_
m—
D-

1.5. abra. arkhimédeszi tulajdonsag

Szemléletes jelentése:

b<ay;a<b (1.5 &bra).

Bizonyitds. Indirekt: tegyiik fel, hogy Ja > 0és3b € R: Vn € N: b > na. Legyen H := {na | n € N}. Ekkor
H =+ () és feliilrsl korlatos (pl.: b egy fels6 korlat), emiatt Isup H =: €. & legkisebb felss korlatja H-nak, igy £ — a
nem felss korlat, azaz Ing € N: npa > £ —a = (ng+1)a > &, ez pedig ellentmondés, ugyanis a & fels6 korlat. [

Kovetkezmények:

1.Ve>0: 3neN: L < (ugyanisa=¢, b=1);
2. N feliilrgl nem korlatos halmaz, azaz VK € R: IneN: n> K (a=1, b= K);
3. Ha K C N, K # (), akkor K-nak van minimuma.

Bizonyitds. Erdeklédéknek. O

1.3.3. Cantor-tulajdonsag:

Tegyiik fel, hogy Vn € N-re adott az [a,, b,] C R korlatos és zart intervallum tgy, hogy: [an+1, bnt1] C

[an, bn] (¥n € N). Ekkor (1) [an, bn] # 0.
neN

Megjegyzés:

Egymdsba skatulydzott intervallumok (1.6. dbra).

n+1 n+

am
R
an
-
o
.

\J

1.6. abra. egymasba skatulyazott intervallumok

Bizonyitds. (Teljességi axioma szerint) legyen A := {a, €e R|n €N}, B :={b, € R|n € N}. Ekkor A # 0, B #
0 és a, < by, (Yn,m € N), ugyanis:

1. Ha n < m, akkor a,, < a,, < by;

2. Ha n > m, akkor a,, < b,, < b,,.

Igy a teljességi axioma feltételei teljesiilnek, emiatt pedig 3¢ € R : a, < € < by, (Vn,m € N), ezért a,, < & <
0.

by (Vn €N) = £ € [an, by] (VR EN) = £ € [ [an, bu] = [ [an, bn] # O
neN neN
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Megjegyzés:
A feltételek lényegesek!

+

3 1
Ha az intervallumok nem zartak, akkor m (O, ) =0.
n

n=1

Ha az intervallumok nem korlatosak, akkor ﬂ [n, +oo[ = 0.
neN

1.10. tétel. Teljességi axioma, arkhimédeszi tulajdonsag és Cantor-tulajdonsag kapcsolata:

Teljességi axioma <= arkhimédeszi+Cantor-tulajdonsag.

Bizonyitds. Ehhez a tételhez nem tartozik részletes bizonyités.

—: Lattuk;
<=: Nem bizonyitjuk.

Megjegyzések:

® Teljességi arioma <= a szuprémum-elv <= arkhimédeszi+ Cantor-tulajdonsdg.

® (1872; barmelyik lehetne azidma).



2. fejezet

Fluggvények és relacidok

2.1. Rendezett par:

Legyen a,b tetsz6leges ,,dolog”.
2.1. definici6. (Szemléletes):
e (a,b), ahol a az els6, b a masodik komponens;
e Meghatéarozo tulajdonsaga: (a,b) = (z,y) < a=xzésb=y.
2.2. definici6. (Halmazelméleti):
Legyen a és b két halmaz. Ekkor (a,b) := {{a},{a,b}}.
2.3. definicié. Descartes-szorzat:

Legyen A # (), B # () két halmaz. Ekkor a két halmaz Descartes-szorzatén az A x B := {(a,b) |a € A, b€ B} (A
wkereszt” B) halmazt értjik.

2.4. definici6é. Relacio:
Az r C A+# 0 x B # () halmazt relacionak nevezziik. A relacionak két fontos OsszetevGjét kiilonboztetjiik meg:
1. AD,:={a€ A|3be€ B: (a,b) € r} halmazt a relaci6 értelmezési tartomanyanak (E.T.) nevezziik;

2. Az R, :={be B|3ac A: (a,b) € r} halmazt a relaci6 értékkészletének (E.K.) nevezziik.

2.2. Fuggvények:

2.5. definici6. Filiggvény:

Legyen A # (), B # () két halmaz. Az f C A x B relaciot fuggvénynek nevezziik, ha Vo € Dy : 3ly € B: (z,y) € f.
Az f(x) := y szamot az [ fliggvény z-helyen vett helyettesitési értékének nevezziik (f az x-hez az y = f(z) elemet
rendeli).

Megjegyzés:

Vessiik dssze ezt a definicidt a kézépiskoldban tanult fliigguvény-fogalommal!

Jelolések:
AxB Lo
e f: A= B: JcAx (quggveny,) , ) (f az A halmazbol B-be képezs fliggvény);
Dy=A (értelmezési tartomany)

fCAxB (fuggvény)

az A-bol B-be képezs fliggvény).
DyCA (értelmezési tartomany) Y P Bgvény)

ofEA%B:{

10
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2.2.1. Fiiggvények megadasa:
1. f: R =R, példaul: = — 22
2. f(x) =22 (x € R).
2.6. definicié. Halmaz képe, Gsképe:
Legyen f: A — B. Tovabbé legyenek:
1. CCcA: fIC]={f(z)e B|xzeC};
2. DCB: f7'D]:={x€A| f(z) € D}.

Ekkor az f[C] halmazt a C halmaz f fiiggvény altal létesitett képének, az f~![D] halmazt pedig a D halmaz f
fliggvény altal létesitett Gsképének nevezziik.

Példa:
f(z) =22 (z € R) esetén f[[0,2]] = [0,4], f~1[[1,4]] = [-2,—1]U[L,2] (2.1. &bra).
)
.1
o
.1
.1
.
2 1 0 0 }1 2 X
2.1. dbra. az f(x) = 22 fiiggvény
Megjegyzés:

Az igazolds meggondolandd.

2.2.2. Fiiggvények invertalhatosaga:

A fliggvények invertalhatosidga egyvaltozos mivelet.
2.7. definicié. Invertélhatosag:

Az f: A — B fliggvény invertalhato (vagy injektiv), ha kiillonboz6 értelmezési tartomanybeli elemekhez kiilonb6zé
értékkeszletbeli elemeket rendel, azaz: Vz,y € Dy, v #y = f(x) # f(y) (2.2. abra).

A nem-invertalhato fiiggvények szemléltetése a 2.3. 4bran lathato.
2.1. tétel. Injektivitas:

f: A— Binjektiv <= Vx,y € Dy, f(z)=f(y) = z=1y.

2.8. definici6. Fiiggvény inverze:

Tegyiik fel, hogy f: A — B fiiggvény injektiv, azaz Vy € Ry : 3w € Dy : f(x) =y. Ekkor az f~': Ry — Dy (y —
x) fliggvényt az f fliggvény inverzének nevezziik.

Megjegyzés:

D1 = Ry, Ry—1 = Dj.
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A B

2.2. abra. invertalhat6 f fliggvény

2.9. definicié. Bijekcio:

Az f: A — B fiiggvény az A és B halmazok kozotti bijekcio, ha:
1. f injektiv;
2. Ry =B.

2.2.3. Fiiggvények kompozicidja:

A fiiggvények kompozicioja kétvaltozos mivelet. Ha {x € D, | g(z) € Dy} # 0, akkor 1épezhets a kompozicié (2.4.
abra).

2.10. definicié. Fiiggvények kompozicioja:

Legyen f: A — B, g: C — D, és tegyiik fel, hogy {x € D, | g(x) € Dy} # 0. Ekkor az fog (f"kor” g) :
{reDy|g(x) e Dy} = B: (fog)(z) = f(g(x)) fuggvényt az f és g fliggvények kompoziciojanak (vagy Osszetett
fliggvényének) nevezziik.

Példa:
Legyen f(z) :=+/1—z, (z <1), g(u) :=u? (u € R). Ekkor:

A két fliggvényt a 2.5. dbran lathatjuk.

Az abran jol lathato, hogy a fliggvények kompoziciojanak képzése nem kommutativ mtvelet (f o g # g o f), tehat
fontos a sorrend!

Az Analizis feladata a kiilonféle fiiggvények jellemzése, tulajdonsagainak leirasa.
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2.3. abra. nem-invertalhato f fliggvény

2.4. abra. fliggvények kompozicioja
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2.5. abra. az f és g fiiggvények kétféle kompozicidja

\

14



3. fejezet

Valo6s sorozatok

Most specialis fiiggvényeket, sorozatokat fogunk vizsgalni.

3.1. definici6é. Valos sorozat:

Az a : N — R fiiggvényt valos sorozatnak nevezziik (D, = N). Az a(n) := a, szamot a sorozat n-edik tagjanak
nevezzik, ahol n az n-edik tag indexe.

Szemléltetés:

Példaul legyen a,, = % (n=1,2,...). Az igy kapott sorozatot a 3.1. abran szemléltetjiik.

Fll
L

I I

1

E 1

3.1. abra. az a,, = % sorozat

Megjegyzés:

A sorozat kezddtagjdt tetszdleges elemitdl kezdédden lehet indexelni, azaz: v € Z régzitett: {n € N|n >r} — R fiiggvényt is sorozatnak
tekintjiik.

3.1. Sorozat megadasa:

A sorozatok megadésa haromféleképpen torténhet:
1. Indexek tranzformaciojaval (pl.: a, :=3n?+2 (n=1,2,...));

)

2n? h =0,2,4,...
2. Eset-szétvalasztassal | pl. : a, = " an T
-n, han=13,...

3. Rekurziv modon (pl.: ag =1, a1 =1, a, = an—1 + ap—2 n = 2,3,...; Fibonacci-sorozat).

15
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3.2. Példak sorozatokra:

3.2.1. Szamtani sorozat:

a,d€R: ap:=a+nd(neN)
Rekurziv moédon:

ap = Q; apt1 = ay +d (n €N)

3.2.2. Meértani (vagy geometriai) sorozat:

a,q €ER: ap:=a-¢" (n€N)
Rekurziv médon:

ap i= & Apy1:=q- ay (n €N)

3.2.3. Harmonikus sorozat:

ES

3.3. Miiveletek:

a= (an), b= (by):
o a+b:=(an+by);
o Xa:= (Aa,) (A € R);
e a-b:=(an by);

e Ha 0 ¢ Ry, akkor § := (‘Z—n)

3.4. Elemi tulajdonsagok:

3.2. definicié. Korlatossag:
Az a = (a,,) sorozat:
1. feliilrél korlatos, ha 3K € R: Vn e N: a, < K,

2. alulrél korlatos, ha dk € R: Vn e N: k < a,,

3. korlatos, ha alulrodl és feliilrdl is korlatos.
3.1. tétel. Sorozat korlatossaga:
Az (a,) sorozat korlatos <= K € R: Vn € N: |a,| < K.
3.3. definicié. Monotonités:
Az (a,,) sorozat:

1. monoton névekvs (1), haVn € N: a, < ap41,
2. szigorian monoton névekvs (1), ha Vn € N: a, < ant1,
monoton csokkend (), ha Vn € N: a1 < ap,

szigortian monoton csokkend (), ha Vn € N: a,q1 < ay,

oro W

monoton, ha teljesiil valamelyik az el6z6 4 feltétel koziil.

16



4. fejezet

Konvergencia, hatarérték

Az Analizis alapvetd fogalmai

4.1. Motivalé példak:

1. a, = %;

2. ap = Lyn;

3. a, = % 1 |np(?ratlan.
1+ |nparos

4. a, = (-1)™

Az 1-2. pontban mutatott példakat elsé-, a 3-4. pontban latottakat pedig masodik ,strtsddési” helynek nevezziik.
Mindezt a 4.1. abran szemléltetjiik.

a2 al
1. —000—O0——O0—
0 N 1
al aZ
2. —O—ofoO——
-1 0 =
aE al a?
3 FO-O O—0—0O»
0 1
al a2
4 —O— O
1 0 1

4.1. dbra. Motival6 példak

4.2. Konvergencia:

Lényegében az els§ stirtisodési hely megnevezésekor beszélhetiink konvergenciarol.

17
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4.1. definicié. e-sugaru kornyezet:

AeR, e>0: k. (A):=(A—¢, A+e¢) az A szam e-sugara kornyezete (4.2. abra).

4.2. abra. az A szam e-sugaru kornyezete

Megjegyzés:

a€ke(Ad) < la—Al<e

4.2. definicié. Konvergens sorozat:

Az (a,) sorozat konvergens, ha JA€R: Ve >0: Ing e N: Vn>ny(n € N): |a, — A| <e.
Megjegyzés:

Az A minden € > 0 kirnyezetén kivil a sorozatnak csak véges sok tagja van.

4.3. Hatarérték:

4.1. tétel. Hatarérték:

Ha (a,) konvergens, akkor a definiciobeli A szam egyértelm, és ezt a szamot a sorozat hatarértékének nevezziik
(azt is mondjuk, hogy (a,) A-hoz tart). Jellése: lim(a,) = A, lim a, = A vagy a, — A (n =T o).
n—oo

Bizonyitds. Indirekt: tegyiik fel, hogy Ay # As, és az el6z6 definicio (4.2) teljesiil.
_ dng €eN: Vn>mnyg: n— A1 <
Ekkor 0 < € < % : " =M K il<e (n € N). Legyen ng := max{ny,ns}, ekkor Vn >
e eN: Vn>no: Ja, — Az <e

ng: 0 <|A; — Az = [(A1 — an) + (an, — A2)| < |A1 — an|+]an — A2| < 2 < |A; — Az, ez pedig ellentmondés. O

4.2. tétel. Sorozat hatarértékének meghatarozasa:

lim(a,) = A

= N: > : n— A
{Ve >0 3no € vn = o (n €N) ja | <e (*azaz A minden kornyezetén kiviil a

Ve > 0: {n € N|a,, ¢ k-(4)} véges *
sorozatnak véges sok tagja van.)

Megjegyzés:

Pongyolan: lim(a,) = A a sorozat ,nagy indext” tagjai A-hoz ,kozel” vannak.

4.3. definicié. Divergens sorozat:

Az (ay) sorozat divergens, ha nem konvergens, azaz (a 4.2-es definici6 feltételei nem teljesiilnek): VA € R: Je >
0:VngeN: In>ng(neN): |a, — A > e < a, ¢ k(A).

Fontos példa:
((—=1)™) divergens, ugyanis VA € R-hez az ¢ > 0 megvalaszthato ugy, hogy —1vagy 1 ¢ k.(A) (4.3. abra).
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y

4.3. abra. divergens sorozat
4.3.1. Kitiintetett divergens sorozatok:
Példaul: an :=n vagy an := —n.
4.4. definicié. Végtelen hatarérték:
1. Az (a,) sorozat hatéarértéke: Too (jelolés: lim(a,) =" 00), ha VP € R: Ing € N: Vn > ng (n € N)

2. Az (a,) sorozat hatarértéke: ~
Peéldak:

D a, > P
oo (jelolés: lim(ay,)

“o0),haVpeR: IngeN: Vn>ny (neN): a, <p.
e lim(n?) =1 oo;

e lim(—n?) =" oco.

4.5. definicié. Végtelen e-sugaru kornyezete:

Legyen ¢ > 0. Ekkor:
1. k.(Too) == (1,% 00);

)

2. ko(T00) := (To0,—1).

Ezt a oo e-sugari kérnyezetének nevezziik.

Megjegyzések:

® A hatdrérték - azaz A € R - egyértelma;

® Sorozatok konvergencia tulajdonsdgainak dsszefoglaldsa: 4.1. tdbldazat

Konvergens sorozatok |
Hatarérték: A € R | Hatéarértek: oo | Oszcilldlva divergensek (pl: a, := (—1)")
Van hatéarérték Nincs hatarérték

Divergens sorozatok

|

4.1. tablazat. sorozatok konvergenciaja
Jelolések:

1. lim(ay,) = A € R (azaz véges a hatarérték és a sorozat konvergens);
2. lim(a,) = A € R (azaz (a,)-nek létezik hatarértéke).

Atnézends: AF|142-149. feladatok!
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4.3.2. A hatarérték definici6janak egyszert kovetkezményei:

4.3. tétel. Hasonl6 sorozatok hatarértéke:
Tegyiik fel, hogy (ay,), (by)-re AN € N: ¥n > N (n € N) : a, = b,. Ekkor (ay,)-nek létezik hatarértéke <= (b, )-nek
létezik hatarértéke, és ekkor lim(a,,) = lim(b,).

Bizonyitds. A definiciobol kovetkezik. O

Megjegyzés:

Véges sok tag nem befolydsolja a sorozat hatdrértékét.

4.4. tétel. A konvergencia egy sziikséges feltétele:

Ha (a,) konvergens, akkor korlatos is (véges a hatéarérték).

Bizonyitds. lim(a,) = A € R (véges). Ekkor az A e-sugara kdrnyezetén kiviil véges sok tag van, ése =1: Ing €
N:Vn>nyo(neN): |a, — A] < 1. O

4.4. Részsorozatok:

4.6. definici6é. Részsorozat:

Legyen a = (a,) tetszéleges sorozat és v : N — N szigortan névekvs indexsorozat. Ekkor az a o v = (a,, ) sorozat
az (ay)-nek a v altal meghatarozott részsorozata.

Megjegyzés:

D =N, azaz (a o v) valdban sorozat.

4.5. tétel. Részsorozatok hatéarértéke:

Ha az (a,) sorozatnak létezik hatarértéke, akkor tetszsleges v indexsorozat esetén az (a o v) részsorozatnak is van

hatarértéke, és lim(a o v) = lim(a).

Bizonyitds. Legyen ¢ > 0. Ekkor: {n|a, ¢ k-(A)} véges, és Ve > 0 : {nla,, ¢ k-(A)} is véges. Ebbdl pedig
koévetkezik, hogy lim(a o v) = A. O
Kovetkezmény:

Legyen a = (a,) tetszoleges, és tegyiik fel, hogy Jvy, vo indexsorozat, melyekre: lim(a o v1) # lim(a o v2). Ekkor

a = (ap)-nek nem létezik hatarértéke.

Bizonyitds. Indirekt.

Példa:

an = ((=1)"). Ekkor (a,)-nek nincs hatéarértéke, ugyanis:
e az, =1—1(n—" oo);

® a1 =—1— —1(n—7T oc0).
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4.5. A rendezés és a hatarérték kapcsolata:

4.6. tétel. Kozrefogasi elv [rendér-elv]:

Tegyiik fel, hogy (an), (bn), (cn) sorozatokra teljesiilnek az alabbiak:
e INeN:Vn>N(neN): a, <b, <cp;
e Jlim(a,) = lim(c,) = A € R.

Ekkor Flim(b,,) és lim(b,) = A.

Bizonyitds. 1. A € R véges:

e (ay): Ve>0: I eN:Vn>ny(neN): A—e<a, < A+e¢;

e (¢p): Ve>0: g eN:Vn>nya(neN): A—e<c, < A+e.
e>0:no:=max{n;,ne, Ny ésVn>ny(neN): A—e<a, <b, <c, <A+e = b, € k.(A) = lim(b,) = A.
2. A=" oo

Tekintsiik (a,) sorozatot: lim(a,) =7 co = VP € R: dny € N: Vn > n; (n € N) : a, > P. Legyen
ng := max{ni, N}. Ekkor Vn > ng : b, > a, > P = lim(b,) =T .

3. A="o0:

Tekintsiik (c¢,) sorozatot: lim(c,) =~ o0 = Vp € R: Iny € N: Vn > ny : ¢, < p. Legyen ng := max{ni, N}.
Ekkor Vn > ng: p > ¢, > by, = lim(b,) == oc. O

4.7. tétel. Két sorozat hatarértékeinek kapcsolatas:

Tegyiik fel, hogy 3lim(a,) = A € R, 3lim(b,) = B € R. Ekkor:
1. Ha A > B, akkor 3N e N: ¥Yn > N (n € N) : a,, > by;
22dNeN: Vn>N(neN): a, >b, = A>B.

Megjegyzések:

1. A két dllitds majdnem egymds megforditdsai;

2. A megforditdsok nem igazak, azaz:

(a) an >bp—~= A>B;
(b) A>B-= ay >bn.

Bizonyitds. 1. (a) A, B € R végesek: 0 < € < @:
® (ap):e>0: I eN:Vn>ni(neN): A—e<an <A+e;
® (bp):e>0:InpeN:Vn>no(neN): B—e<b, <B+e.

Ebbél pedig az kévetkezik, hogy Vn > ng := max{ni,n2}: by < B+e< A—¢e < an.
(b) A=* 0o, BER:

® (bp): Ve>0: In1 eN: Vn>ni(neN): B—e<b, <B+eg;

® (ap): lim(an) =t 0o = P=B+e InaeN: Vn>n2a(neN): a, > B+e.

Ebbél pedig az kovetkezik, hogy Vn > N := max{ni,n2}: an > B+ > bn.
(c) A=T 0o, B=" co:

® (ap) — Too = VPER: In1 €N: Vn>n1 (ne€N): a, > P;

® (bpy) — o0 = PeER: In2eN:Vn>ny(neN): b, <P.
Ebbél pedig az kévetkezik, hogy Vn > N := max{ni,n2}: an > P > bp.
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(d) Ae R, B=" oo:
® (ap): Ve>0:3Im eN:Vn>ni(neN): A—e<an < A+e;

® (bp) — o0 = P=A—-¢c:3n2eN:Vn>no(neN): by <A—e = Vn>N:=max{ni,n2}: an >A—¢c>bp.

l1—es szerint
—

2. Indirekt: tegyiik fel, hogy A < B IN eN: Vn >N (n €N): ay < bn, ami ellentmondds.

O

4.6. Miiveletek konvergens sorozatokkal (lim(a,) = A € R):
4.6.1. Nullasorozatok:
4.7. definici6. Nullasorozat:
Az (ap) nullasorozat, ha lim(a,) =0, azaz: Ve > 0: Ing e N: Vn > ng (n € N) : |a, — 0| = |a,| < &.
4.8. tétel. Nullasorozatok tulajdonsagai:

1. lim(a,) =0 <= lim(|a,|) = 0;

2. lim(a,) = A < lim(a,, — A) = 0;

3. Ha (ay) nullasorozat, és |c,| < |a,|: ¥n € N, akkor lim(c,,) = 0.
Bizonyitds. Kozvetleniil a definiciobol. O

4.9. tétel. Miveletek nullasorozatokkal:

Tegyiik fel, hogy lim(a,) = 0 és lim(b,,) = 0. Ekkor:
1. (an + by) is nullasorozat;
2. Ha (e¢,) korlatos, akkor (a, - ¢;,) nullasorozat;

3. (apby) nullasorozat.

Bizonyitds. 1-es bizonyitéasa:
eVe>0:3IneN:Vn>ni: (neN): |a,] < 5;
e Ve>0:3dnpeN: Vn>ny(neN): [b,| <5.

Ebbdl pedig az kbvetkezik, hogy Ve > 0 : Ing := max{ni,na} : ¥n > ng(n € N) : |a, + by < |an|+1by| < 545 =¢,
ebbdl pedig kovetkezik tovabba, hogy lim(a,, + b,) = 0.

2-es bizonyitéasa:
e (cp) korlgtos — FK e R: VneN: |¢,| < K;
e lim(a,) =0 = Ve>0: Iy €N: Vn>n; (neN): |a,] < &.

Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy Ve > 0: Ing := max{ni,na}: Vn > ng (n € N) : |ancy| < lan-[en| < 7 - K =¢,
amibdl kovetkezik, hogy lim(a,c,) = 0.

3-as bizonyitéasa:
lim(b,) =0 = (b,) korlatos, amibgl (2-es szerint) kévetkezik, hogy lim(a, - b,,) = 0.
Megjegyzés:

® I-es kilonbségre is igaz: lim(an) = lim(b,) = 0 = lim(a, — by) = 0;

® 2-cs hdnyadosra nem igaz: ha lim(ay) = lim(by,) = 0, akkor (‘;—:) hatdrérték szempontjdbol bdarmi lehet.
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Példak:

w""

L0
n

[ ]
§]

31-f

-

o = =n = Too.

3
|

Kicsi szamok hanyadosa barmi lehet:

o +=c — c(ceR);

3Rl

e - =-—"n — 00

o —— = (-1)"Pn.é.

3|

4.6.2. Miiveletek konvergens sorozatokkal:

4.10. tétel. Miiveletek konvergens sorozatokkal:
Tegyiik fel, hogy 3lim(a,) = A € R, 3lim(b,) = B € R. Ekkor:
1. (an + by) is konvergens, és lim(a, + b,) = A+ B;

2. (apby) is konvergens, és lim(a,, - b,) = A - B;

3. Hameég 0 ¢ Ry, és B # 0, akkor EZ:; konvergens, és lim (Zn) =

SBS

Bizonyitds. 1-es bizonyitasa:
o lim(a,) = A < lim(a, — A) = 0;
e lim(b,) = B <= lim(b, — B) =0.
Ebbél pedig az kévetkezik, hogy [(an — A) + (b, — B)] = [(an +by) — (A + B)].
Nullasorozat esetén: lim(a, + b,) = A+ B.
2-es bizonyitasa:
Igazoljuk, hogy (a,b, — AB) nullasorozat, ugyanis:

lanbn — AB| TREEK (4 b, — Aby + Aby — AB| = |bp(an — A) + A(by — B)| <
|bn] - lan — Al + 4| |br, — B = (lanbn, — AB|) nullasorozat = lim (apb, — AB) =0
~~ —— - ——

korlatos nullasorozat korlatos nullasorozat

— lim (anby) = AB.

3-as bizonyitéasa:

4.11. tétel. (segedtétel):

Ha (by,) konvergens, és lim(b,) = B # 0 (0 ¢ Ry), akkor (ﬁ) korlatos.

Bizonyitds. Feltehets, hogy B > 0, lim(b,) = B. Ekkor ¢ = £ = @ >0: 3dng € N: |b,—B| < %.
[bul = (bn = B) + B = |B = (B = by)| 2 |B| = |B = by| = |B| - 1§} = ] (llaf = [ol| < 'la —0]). O
3-as bizonyitasa (folytatas):

b B [brn B |br B |bn B

. - TRUKK — — - _
Igazoljuk, hOgy <157n _ %) nullasorozat: |2z Al _ |anB=Ab,| Rg lan B—AB+BA—Ab,| _ |B(an—A)+A(B—=by)]| S

4] 1 A : A
— - |an—Al + = - — |bp—B] = ( fo — —D nullasorozat = lim (a—" - 7> = 0, ebbdl
‘b | N——— |B| ‘b I ——— bn B b B
\7/1'/ nullasorozat ~~ \1/1'/ nullasorozat
korlatos korlatos  korlatos

nullasorozat

pedig kovetkezik, hogy lim (Z—:) = %. O
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4.6.3. Nevezetes sorozatok:

1.
2.

Konstans sorozat: Ve € R : lim(c) = ¢;

lim (%) =0, ugyanis: Ve > 0: dny € N : nio < ¢ (archimédeszi tulajdonsag) = Vn >ng(n e N): 0 < % <

L e = lim(1)=0;
no n
L k=1,2,.. .
(a) lim (n*) =" oc;
n—too
. Mértani/geometriai sorozat:
q€R, (¢"):
0, ha |g] <1
1 hag=1
lim (¢g") =<’
na+oo(q ) Too, hag>1
ﬂ? ha q S -1

Bizonyitds. ¢ = 1 esetén az allitas trividlis. ¢ > 1 esetén ¢ = 1+ h (h > 0): ¢" = (1 4+ k)" > 1+ nh > nh

(Bernoulli). Ekkor VP € R: 3ng € N: Vn >ng (n € N): ¢" > nh > P, han > ng = [£] + 1, amibol kévetkezik,

hogy liIP (¢") =T co. |q| < 1 esetén: ha q = 0, akkor az &llitas trivialis; ha ¢ # 0, akkor 0 < |¢"| = ﬁ =
n—Too Tal

lal

— |l

Bernoulli 1 1
e < ﬁ > 1, amibdl az kovetkezik, hogy % =1+h< 1+1nh < o (h > 0). A kozrefogési elv alapjan
~—~—
§

ebbdl az kovetkezik, hogy lim(|q|") = lirP (¢") = 0. ¢ < —1 esetén: ha ¢ = —1, akkor nem létezik hatarértek
n—7Too

((=1)™); ha ¢ < —1, akkor sem létezik hatarérték (paros indexi részsorozat esetén a sorozat Too-hez tart, paratlan

indexti részsorozat esetén pedig ~oo-hez). O
lim ({/a)=1(a>0).
n—+too

Bizonyitds. a = 1 esetén az &llitas trividlis. @ > 1 esetén 1 < /a =1+ hy,, (hy, > 0). Ekkor a = (1 + hy)" > 1+

lim(h,) =0
a—1 A n/m— 1 _ 1 n/1
nh, = 0 <h, <% ﬁ{lirp({‘/&)—l . 0<a<1esetén: a - %njool(\/:>1). O
1 n—+too
0
liril (Y/n) =1.
n—Too
Bizonyitds. 1 < {/n =1+ hy (hy, > 0) (binomidlis). Ekkor n = (1+ hy)" = (3) + (1) hn + (5)h2 + ...+ (3)h2 >
2
2t p2 - Ebbol kovetkezik, hogy 0 < h, < —— (n=" 00). Bkkor lim(hy) =0 = lim(3/n) =1. O
0 0 1
0
lim ({/n!) =t oco.
n—too
Bizonyitds. n! > (%)n ,n=4,5,...; ez teljes indukcioval igazolhato. Ekkor i/n! > 4> P,han >ng = [4P]+1(n €
N). Ez minden P-re igaz. Ebbdl pedig az kévetkezik, hogy lim( W) =" . O

4.7. Monoton sorozat hatarértéke:

4.12. tétel. Monoton sorozat hatéarértéke:

1.

2.

Ha (a,) sorozat monoton névekvs [esokkend| és feliilrsl [alulrol] korlatos, akkor (a,) konvergens és lim(a,,) =
sup {a,|n € N} [lim(a,) = inf {a,|n € N}];

Ha (a,) sorozat monoton novekvs [csokkend] és feliilrdl [alulrdl] nem korlatos, akkor (a,) divergens és

lim(a,) =" oo [lim(a,) =~ oo].
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Bizonyitds. 1. Tegyiik fel, hogy (a,) felilrsl korlatos. Ekkor Jsup{a,|n € N} =: A, mivel A a legkisebb fels
korlat. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy:

e VneN: a, <A,

e Ve>0:dngeN: A—c<ay, <A

DE: (a,) monoton névekvs, amibol kovetkezik, hogy Vn > no(n € N): A—e < ap, <ap, <A< A+elim(a,) = A
[a méasik hasonloan igazolhatd.

2. Tegyiik fel, hogy (a,) felilr6l NEM korlatos. Ekkor VP € R : 3ng € N : a,, > P. DE: (a,) monoton

névekvs, amibél kévetkezik, hogy Vn > ng (n € N) @ a, > ap, > P = lim(a,) =" oo [lim(a,) = oo hasonl6éan
igazolhato]. O

4.7.1. Nevezetes sorozatok:

1. Az e szdm bevezetése:

4.13. tétel. Az a, = (1 + %)n (n =1,2,...) sorozat monoton névekedd és feliilrsl korlatos, amibsl kovetkezik,
hogy az (a,) sorozat konvergens. Ekkor az e := lim (1+ 1)" szamot Euler-allandénak nevezziik (1748).

n—7Too
Megjegyzések:

® Az e szam a matematika egyik legfontosabb dllanddja;

® Jgazolhato, hogy:

— e irraciondlis;

— e transzcendens.

® Vessiik dssze w-vel!

Bizonyitds. Monoton névekvs: TRUKK! 1, 1+ %, R % (szamtani-mértani kozti egyenlStlenséggel igazolhato).

1)\ Pl n+1 n+1
Ekkor an, =1 (1+2)... (14+ 1) < (”’“ﬁf)) = (22) = (1) e

n+1 n+1
Felsé korlat = 1. TRUKK! 5 3 1+ %, ... 1+ L (szAmtani-mértani kézép kozti egyenlétlenséggel). Ekkor
11 a(141) "2
= % . % . (1 + %) (1 + %) < (W;Jrgpr")) , amibol kovetkezik, hogy a, <4 (¥n=1,2,...).
Kovetkezmény:
2<(1+1)" = 2<e<4

Megjegyzés: e ~ 2,781....

2. nF < a™ < n! < n", ha n nagy. Kérdés: melyik nagyobb? 1,000001™ 0 n':00900? Valasz: az elGbbi.
4.14. tétel. Nevezetes sorozatok hatarértékeinek kapcsolatas:
(a) Haa>1, k=1,2,..., akkor lim (Z—f) = 0;

n—too

(b) Ha |¢| <1, k=1,2,..., akkor lim (n*q") =0;

n—too

(¢c) VaeR: lim (ﬁ)zo;

n—too
d) lim (25)=
( ) n—>+oo<n )
Megjegyzések:

® (a)-bol kévetkezik, hogy Ve > 0: Ing: Yn >ng: 0< Zi < €. € ,kicsi”, amibl kovetkezik, hogy n* < a™, ha n nagy;

5, k
® (a), (c), (d): a>1 esetén n < a” < n! K n™, ha n nagy.
Polinomzidlis Ezponencidlis névekedésti

4.8. definicié. Ha lim(a,) = lim(b,) =" oo, akkor azt mondjuk, hogy (b,) gyorsabban (vagy erGsebben) tart

an

(b") = 0. Jelolés: a, < by, ha n nagy.

*oo-hez, mint (a,), ha lim
n—too
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4.15. tétel. (Segédtétel az el6zs tétel bizonyitasahoz):
Tegyiik fel, hogy (x,) olyan sorozat, hogy:
e VneN: z, >0;

. (%) sorozat konvergens;
n

n

o dim (ZH) A<

Bizonyitds. 4-es, 5-osért (lasd: AF|179).
Bizonyitds. (az el6z6 tétel bizonyitasa):
(n+1)F

k
1

(a) —ifl = (1 + ) . % - % <1(n—7T c0) (+a segédtétel);
n

n
amn

1
1

(b) az (a)-bol kovetkezik: nkq" = i

O

Q-

an+1
(c) it = 245 = 0<1(n =7 o0);
n!
FEVEiR! 1 1 1
()" ¥ _ 1
(d) :7'1 - (HTH)" — (1+%)n — e < 1

Megjegyzés: e =~ 2,78 > 2 > 1.

4.8. Rekurziv sorozat hatarértéke:

Megjegyzés: példdul xo =1, Tn+1 = 2zn + 5 (n € N).

Van-e hatarértéke a sorozatnak? Nem mindig! Egy sokszor alkalmazhatdé modszer, ha igazoljuk, hogy ha (z,)
monoton és korlatos, akkor (z,) konvergens. Ekkor lim(x,,) egyértelmien meghatarozhato.

4.16. tétel. Gyokvonaés:
1
1. Legyen m > 2 természetes szam. Ekkor VA > 0: 3la > 0: o™ = A (¢: az A m-edik gyoke; a = VA =: Aw);

xo > 0 tetszoleges )
2. Az rekurziv sorozat konvergens, és lim(z,,) = a.

Tpy1 i= = (xm% + (m— l)xn) (n=0,1,...)

Bizonyitds. A bizonyitas tobb 1épésben torténik:
1. lépés: (z,,) jol definialt, ugyanis x,, > 0 (Vn € N);
2. lépés: egyértelmiség, ugyanis 0 < o3 < g = ' < af’;
3. lépés: (z,,) korlatos, és nem noévekvs, amibol kovetkezik, hogy (x,,) konvergens. Korlatossag: 0 egy also korlat,
A

Im%l"rﬁﬁn'i‘---‘f'xn m
o g Ty Ty = A =

m — xn

de a kovetkezd feltétel teljesiilése is sziikséges: z7)' | = (

xpt > A>0(Yn € N). Monotonitas: igazoljuk, hogy z,11 <z, <= x;% <1(v¥n=2,3,...):

m ™m m .pm
Tn m fI,'n m In m .’En

a1 _ 1 ( A 4om— 1) — 1 (A*%" +m) - (A*IZ‘)SOH — T < 1(n=2,3,...), amibol kvetkezik,
hogy (x,) monoton csékkend, tehat (x,) konvergens (jelolése: « := lim(z,)). Mivel z,, > 0 (Vn € N), ezért
a > 0, de @ = 0 nem lehet, igy a > 0;

4. lépés: igazoljuk, hogy o™ = A:
Tpal = % (WA’I + (m— 1)1’n> (n =1 00). Ekkor o = % (amA,l + (m— l)a), vagyis ma™ = A+ (m—1)a™,
tehat o™ = A.

O



4. FEJEZET. KONVERGENCIA, HATARERTEK 27

Megjegyzés:

Mziért fontos a tétel?

Legyen m = 2, A =2, a = /2 (ami tudjuk, hogy irraciondlis). Ekkor (xo > 0 tetszbleges raciondlis szdm) Tpn41 = % (l + xn) c€Q

Tn

(raciondlis szdmok halmaza); n =0,1,...; Tn, — V2, tehdt irraciondlis szamok kozelithetéek raciondlis szimokkal!

4.9. A miiveletek és a hatarérték kapcsolata:

1. ap =7 00, by 5T 00 = (ay +bp) =7 o0;

2. ap =1, b, 5T 00 = (an-by) =T oco.

Ezek alapjan érdemes értelmezni R = RU{* 00, ~oo}-on miiveleteket, példaul: (*oo) + (Too) := oo, 1-(to0) :=
Too, de vigyazni kell! Példaul (Too) + (Too)-t nem célszerii definialni, ugyanis:

a, =1 oo
b, —~ o0

Egyszeri példak: AF|168-180.

} = (an + b,) esetén hatarérték szempontjabol barmi eléfordulhat!

4.9. definicié. Miveletek R halmazon:

1. Az R-beli miiveletek megmaradnak;

2. Osszeadas: Va € R esetén:

(a) 4 (Too) := (Too) + 2z :=T o0;
(b) @+ (T00) := (Too) + 1z :=" 00;
(¢) (foo) + (Too) :=" oo;
(d) (T00) 4 (T00) :=" o0
3. Szorzas:
(a) Haz > 0:
i z-(Too):=(Too) z:=" oo;
. z-(To0):=("00) -z :=" o0;
(b)y Haz <0
i . (+OO = (Jroo) X S oh
ii. - (T00):=("00) z:=T o0;
(¢) (foo) - (To0) :=" 00, (*o0) - (To0) :=" 00, (T00) - (T00) :=" o0;
4. Osztés: Vx € R: £ 1= == := 0.
Nem értelmezziik: (*oo) + (T00), 0 - (*o0), %, 8.

4.17. tétel. A hatarérték és a miiveletek kapcsolata:
Tegyiik fel, hogy 3lim(a,) = A € R, 3lim(b,) = B € R. Ekkor:
1. Ha A + B értelmezve van, akkor 3lim(a,, + b,) és lim(a, + b,) = A+ B;

2. Ha A - B értelmezve van, akkor 3lim(a,b,) és lim(a,b,) = A - B;

3. Ha0¢ R, és % értelmezve van, akkor 3lim (‘;—T:) és lim (‘;—’:) = %.
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Megjegyzések:

28

® Kritikus hatdrértékek (ekkor a tétel nem haszndlhatd): (too) + (~o0), 0 (Foo), T, %, %;

® A konvergencidhoz képest sok uj esetet tartalmaz a fenti tétel:

Osszegnél:
A€ER [ A=t oo [ A="o0 |
BeR A - B konvergens oo ~oo
B=*% Too Too -
B=" Too - el
Szorzatndl:
[A>0]A=0]A<0][A=t o0 [A=
B>0 Konvergens ‘ +oo ‘ e
B=0 -
B <0 Konvergens e +oo
B=% +oo - oo +o0 Jes)
B=" o0 o) *oo o0 oo

Osztdsnal: hasonléan.
Bizonyitds. Példdul:

1. ésszegre: A=t oo, BER: an -1 o0, by - B €R. Ekkor b, - BER = (bn) alulrdl korldtos, amibdl az kévetkezik, hogy
IMER: VneEN: M <by, 5>by,>M. ap 2T 00 = VPER: Ing EN: Vn>ng: an > P — M, amibdl kévetkezik, hogy
Yn>ng: ap +by>P—M+M=P = lim(an + bp) =1 oo;

2. Szorzatra: A =1 0o, B> 0, BER, an, =1 00, b, = B > 0, amibl az kévetkezik, hogy by, — B > 0, ebbdl pedig kévetkezik, hogy
P

€= g >0:3In;1 €eN:Vn>ng by > % > 0. Ekkor an, —71 oo, amibdl kovetkezik, hogyVP € R: Ing € N:Vn > no : an >

Ebbél az kévetkezik, hogy Vn > ng = max{ni,n2} = anby > L. B/2 = P, amibél kévetkezik, hogy lim(anbn) =T oco;

bn

3. <@> = (an) - (i) Itt elég megmutatni, hogy b, —+ co =

1
bn
N: Vn >ng: bn>%>0:Vn2n0: 0<bi<€:>lim<bi>:0.

B/2

n—"T oo

4.9.1. Elméleti szempontbél fontos eredmények:

4.18. tétel. Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztasi tétel:

Minden korlatos sorozatnak 1étezik konvergens részsorozata.

Bizonyitds. A bizonyitashoz el6szor ki kell mondanunk egy segédtételt:

4.19. tétel. (segedtétel):

Minden sorozatnak létezik monoton részsorozata.

Bizonyitds. A segédtétel bizonyitasihoz definidljuk egy tetszdleges sorozat cstuicsat:

4.10. definicié. Az a,, az (a,) sorozat csicsa, ha Vn > ng : an < ap,.

Két eset lehetséges:

1. (an)-nek végtelen sok cstucsa van. Ebb6l az kovetkezik, hogy Ing € N : ay, cstics = Vn > ng : ap < ap,-
Ekkor 3n; > ng : an, is cstcs, amibdl kévetkezik, hogy Vn > ny @ a, < ap, < an,. Ekkor Ing > nj @ ay, is
cstcs: Vn > ng : ap < Any, < any < A, és igy tovabb. Ebbdl pedig kévetkezik, hogy a cstcsoknak van egy

(an, ) monoton csokkend részsorozata;

Angy Qpyy Apgy - - -

angzanl ZGHQZ"'

2. (an)-nek véges sok cstcsa van. Ekkor AN € N: Vn > N : a, nem cstcs. Ekkor:
(a) Ha a,, nem csics, akkor Ing > n: a,, > ap;

(b) Ha a,, nem csucs, akkor Iny > ny :

Ap, > Qny s

(c) Ha ay, nem cstcs, akkor Ing > ng 1 ap, > an,; és igy tovabb.

Ebbél pedig az kévetkezik, hogy Ja,, < ap, < ap, < ...

= 3J(ap,) monoton névekvs részsorozat.

B/z2-

—+> 0. Tegyiik fel, hogy bp, -1 co = Ve > 0: 3ng €

O
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O

Most ratérhetiink a Bolzano-Weierstrass-tétel bizonyitasara: ha (a,) korlatos, akkor 3 (a,, ) monoton részsorozata.
A monotonitasbol és a korlatossaghbol pedig az kovetkezik, hogy a sorozat konvergens.

O

4.20. tétel. Tegyiik fel, hogy (a,,) feliilrsl [alulrél] nem korlétos. Ekkor 3 (ay,, ) : lim (ay, ) =1 oo [lim (ay, ) == oo].

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy (a,,) feliilrsl nem korlatos. Ekkor VK € R: Ing € N: a,, > K, vagyis:
o Ky=0esetén Ing € N: a,, > 0;
o Ky :=max{l, an,} esetén In; € N (n; > ng) : an, > K1 > 1;
o Ky :=max{2, an,, an,} esetén Ing € N (ng > ny) : an, > Ko > 2;

o Kj:=max{j, ang, an,s -, an,_, } esetén In; € N(n; > nj_1): an, > K; > j.

Ebbdl pedig az kivetkezik, hogy 3 (ay,) részsorozat, melyre a,, > j (Vj € N), emiatt pedig lim (an,) =" oo.

nj—+oo

[lim (anj) =" oo igazolasa hasonlo’.}

4.9.2. Cauchy-kritérium:

4.11. definici6. Cauchy-sorozat:

Az (a,) Cauchy-sorozat, ha Ve > 0: 3ng e N: Yn,m > no (n,m € N) : |a,, —an| <e.
Megjegyzés: pongyoldn fogalmazva, a nagy indexi tagok kézel vannak egymdshoz.

Példak:

L ( ) Cauchy-sorozat, ugyanis: |+ — 1| = |

1 m—n}:’m—n|.l<
n n m m-n m n —

2. ((-1)™), (n) nem Cauchy-sorozatok. A formalis bizonyitds meggondolando!
4.21. tétel. Cauchy-féle konvergencia kritérium:

Az (ay) sorozat pontosan akkor konvergens és véges hatéarértékd, ha az (a,) Cauchy-sorozat.
Megjegyzések:

® Fz az Analizis egyik legfontosabb tétele;

® Jelentdsége, hogy a konvergencidra olyan szikséges és elégséges feltételt ad, amelyben csakis a sorozat tagjai szerepelnek, a
hatdrérték nem;

e A tétel a Too hatdrértékre nem igaz.

Bizonyitds. = tegyiik fel, hogy (a,,) konvergens ¢s lim(a,,) = A € R. Ekkor |a,, — an| = |(an, — A) + (A — an)| <
lan — Al +|am — Al < §+5 = (han,m > ng). Tehat az (a,) Cauchy-sorozat. <=: tegyiik fel, hogy (a,) Cauchy-
sorozat. Ekkor a bizonyitas tobb 1épésben torténik:

1. Az (ay) korlatos: mivel (a,) Cauchy-sorozat, ezért e = 1-hez Ing € N: Vn,m > ng(n,m € N) : |a, — an| < 1,
ebbdl pedig az kovetkezik, hogy Vn > ng (n € N) 1 |ap| = |(an — ang) + ane| < 1+ |an,| = |an] < K :=
max{l + |a"0‘ ) ‘Clo| ) |CL1| PR |a7bo|} (\V/Tl € N)7

2. A Bolzano-Weierstrass tételbol kovetkezik, hogy 3 (an, ) konvergens részsorozat, vagyis lim (a,,) = A € R;

3. Igazoljuk, hogy A az egész sorozat hatarértéke is! Ekkor |a, — A| = [(an — an,) + (an, — A)| < |an — an, | +
|an, — Al lim (an,) = A, vagyis Ve > 0: In* € N: Vn > n* (n € N): |an, — A] < 5. (an) Cauchy-sorozat:
Ve >0: In* € N: Vn,ng > n* (n,nx € N) : |ay, —an,| < 5, tehat e-hoz Ing := max {n*, n**} : V¥n >
no (n € N): |a, — Al < § + 5 = ¢, ebbdl pedig az kovetkezik, hogy lim(a,) = A.

O
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4.10. Végtelen sorok (specialis képzésti sorozatok):

Probléma: hogyan értelmezziik végtelen sok szdm édsszegét a1 + a2 + a3 +...7

Egy természetes lehetdség:

® s =ai;
® sy =aj +ag;

® s3 = a1 + as + a3, €s igy tovdbb.

Ha (sn) sorozat konvergens, akkor értelmezzik az Gsszeget, és a1 + a2 + ... + an = lim(sn), ha (sn) divergens, akkor pedig nem
értelmezziik.

4.12. definici6. Az (a,) sorozatbol képzett végtelen soron az
® S1 = a1;

® 52 = a1+ az;

e s, =a;+as+...+ay
sorozatot értjiik, és ezt igy jeloljiik:
Zan vagy aiy + az +as +...an
n=1
Sni a Y. ay, sor n-edik részletosszege.

4.13. definicié. A > a,, sor konvergens, ha az (s,) részletosszeg-sorozat konvergens (véges a hatarértéke). Ekkor

oo

a lim(s,)-t a > a, Osszegének nevezziik, és ezt igy jeloljiik: Zan = lim(s,,).

n=1
A > a, sor divergens, ha (s,) divergens.
Megjegyzés a jeldlésekhez:
+00
Zan egy sorozatot jeldl, Zan egy valds szam.
n=1 n=1
Példak nevezetes sorokra:
1. Geometriai (vagy mértani) sor:
+OO
Legyen ¢ € R : > (¢™). A > g™ sor pontosan akkor konvergens, ha |¢| < 1, és ekkor Zq" =1+q+¢*+
n=0
-1 _ 1
Ce + qn = ?q
) s 2 -1 11_—q lg #1 . 1 2 1
Bizonyitds. s, =1+q+q¢ +...+¢" 1 = a | 1,ugyanlsa"—b":(a—b)(a" +a" b+ .. 0,
n q=
ahol @ = 1, b = ¢. Ekkor lim(s,) = lflq (ugyanis ¢" — 0), ha |¢| < 1. Ha ¢ = 1, lim(s,) =" oo, akkor (s,) nem
konvergens. O
2. Teleszkopikus sor:
+OO
A Zm sor konvergens, és Zm =1.
n=1 n=1
) y o T _— 1 T
Bizonyitds. s, = ﬁ + % + i +...4+ 7n(n1+1). Otlet: ’ RAD — K m\/ ‘ Ekkor s,, = (1 — %) + (% - %) +
+OO
11 1 1) 1 . 1 1

n=1
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OO
3. A} L sor konvergens, és E 4 <

Bizonyitds. s, = 12 +22 +%+4i2+...—|—# §1+r12+ﬁ+ﬁ+ o+ (njl)n :1—1—1—%:2—1 < 2 (Vn),
+oo
B . .. . (sn) felilrdl korlatos L 1
= = < 2.
ebbdl pedig az kovetkezik, hogy (5) monoton névekvd = (s,) konvergens, és lim(s,,) 1n2 <2 O
—
+oo 5
Megjegyzés: igazolhatd, hogy Z% = %.
n=1
4. A" L harmonikus sor divergens.
Bizonyitds. Igazoljuk, hogy (sn) felilr6l nem  korlatos, azaz Sy —T oo! Otlet:

> L divergens.
4.22. tétel. Sziikséges és elégséges feltétel a konvergenciara (Cauchy-féle kritérium sorokra):

A > a, sor pontosan akkor konvergens, ha Ve > 0: Ing € N: Vm >n >ng: |ant1 + ansa+ ...+ an| <e.

sn:1+1+(1+1)+(g+...+§)+..+(Tgl+ﬁ+ gk )4+ 1] Ekkorzk—lﬂ—kﬁ—&-

.ot Qk_lmk > 2k 2k+2k = %, amibdl kovetkezik, hogy minden csoportban az Gsszeg legalabb 1 55 18Y Sn —T o0,

azaz

O

Bizonyitds. A > a, sor pontosan akkor konvergens, ha (s,) konvergens, ami akkor és csak akkor teljesiil (a

Cauchy-féle kritérium szerint, sorozatra alkalmazva), ha Ve > 0 : Ing € N : Vm > n > ng : [$m — Sp| =
(a1 +as+...+am)—(a1+ ...+ an)| = |ant1 + anpo + ... +am| <e. O

4.23. tétel. Sziikséges feltétel a konvergenciara:

Ha )" a,, konvergens, akkor lim(a,) = 0.

Ez a feltétel nem elégséges, ugyanis lim(a,) =0 # > a, konvergens (pl.: > 1),

Bizonyitds. Ha > a, konvergens, akkor Ve > 0: Ing € N: Va, >n >ng : |ant1 + any2+ ...+ am| < &. Legyen
m =n+ 1. Ekkor |an11| < e = lim(a,) =0. O
4.14. definici6é. A )’ a, sor abszolut konvergens, ha > |a,| konvergens.

4.24. tétel. Ha > a, abszolut konvergens, akkor 3 a,, konvergens.

Megjegyzés: forditva ez nem igaz, azaz az abszolit konvergencia a konvergencidndl ,erésebb” fogalom!

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy > a, abszolut konvergens. Ekkor > |a,| konvergens, amibgl a Cauchy-féle kritérium
alapjan kovetkezik, hogy Ve > 0: Ing € N: Vm > n > ng : ||ant1| + |any2] + ...+ |am|| < €, ebbdl pedig az
kovetkezik, hogy |an+1 + anta + ... + am| < |aps1|+ ...+ |am| < €, amibsl kovetkezik, hogy > a,, konvergens. [

4.10.1. Pozitiv taga sorok:

4.15. definicié. A > a,, pozitiv tagi sor, ha a, > 0 (Vn € N).

4.25. tétel. A > a,, pozitiv tagi sor pontosan akkor konvergens, ha az (s,,) részletosszeg-sorozat korlatos (ugyanis
az (s,) monoton novekvs).

4.26. tétel. Osszehasonlito kritériums:

Tegyiik fel, hogy (a.), (bn) olyan sorozatok, melyekre IN e N: ¥n > N (n € N): 0 < a,, < b, (*). Ekkor:

1. Ha >_ b, konvergens, akkor > a,, is konvergens (Majorans kritérium);

2. Ha ) a, divergens, akkor > b, is divergens (Minorans kritérium).

Bizonyitds. Legyen (s2): Y a,, részletdsszeg-sorozata, (s2): S b, részletdsszeg-sorozata. Ekkor:
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1. Ha >_b,, konvergens, akkor (s?) is korlatos ((s%) monoton névekvs), igy (* miatt) (s2) korlatos és monoton

novekvs, amibdl az kovetkezik, hogy (s%) konvergens, igy > a,, is konvergens;

2. Ha Y a, divergens, akkor (s2) feliilrél nem korlatos, amibél pedig az kévetkezik (* miatt), hogy (s?) feliilrél
nem korlatos, igy > b, divergens.

O

4.27. tétel. Cauchy-féle gyokkritérium:
Tegyiik fel, hogy > a,, sorra 3 liril Y/|an| =: A. Ekkor:
n—7Too

e Ha 0 < A < 1, akkor a Y a, sor abszolut konvergens, tehat > a,, konvergens is;
e Ha A > 1, akkor a }_ a,, divergens;

e Ha A =1, akkor ) a,, lehet konvergens is, divergens is.

Bizonyitds. Tegyik fel, hogy 0 < A < 1. Ekkor 4¢g: A < ¢ < 1: lim ( \"/|an\) =A = q—hozdng e N: Vn >

ng : /|an| < q, amibdl az kévetkezik, hogy Vn > ng : |ay| < ¢" (0 < ¢ < 1), igy > ¢"™ konvergens, amibdl a
Majorans kritérium alapjan kévetkezik, hogy > |a,| konvergens, azaz Y a,, abszolat konvergens, amibél kovetkezik,
hogy Y a, konvergens is.

Tegyiik fel, hogy A > 1: lim {/|a,| = A. Ekkor A > ¢>1—hez3Ing e N: Vn >ng: l|a,| > q = |an| > ¢,
igy ¢ > 1 miatt lim(a,) # 0 = >_ a,, divergens.

Tegyiik fel, hogy A = 1. Ekkor:

. Z% divergens; lim ( 7{/%) = lim ( ’\L}ﬁ) =1
o > n—lz konvergens; lim ( r %) = lim <( L )2) =1

4.28. tétel. D’Alembert-féle hanyadoskritérium:
Tegyiik fel, hogy a > a,, sorra:

e a, #0(Vn eN);

.am(&ﬁQ:AeR

|an|
Ekkor:

e Ha 0 < A <1, akkor a Y a, sor abszolut konvergens, tehat konvergens is;
e Ha A > 1, akkor ) a, sor divergens;

e Ha A =1, akkor a Y a, sor lehet konvergens is, divergens is.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy 0 < A < 1. Ekkor lim (mai“g =A = q: Ing e N: V‘Taizﬂ < g <1(¥Vn > np).

lan] \
Legyen n > ng. Ekkor |ani1] < q-lan| < ¢*lan_1] < ... < ¢" 170 a,,| = % -¢"™. Mivel (a majorans kritérium
q

——

C
alapjan) 0 < g < 1, ezért Y ¢ - ¢" konvergens, tehat a Y |a,| is konvergens, azaz . a,, abszolut konvergens.

Tegyiik fel, hogy A > 1. Ekkor lim (%) =A = q: dng € N: mgi“l > q (Yn > ng). Legyen n > ng. Ekkor

n lan]
lans1] > q - lan] > ¢% - |lan—1| > ... > ¢" 17" |a,,|. Mivel ¢ > 1, ezért lim (|a,11|) = oo, azaz lim(a,) # 0, ebbél
pedig kovetkezik (sziikséges feltétel), hogy > a,, divergens.

Tegyiik fel, hogy A = 1. Ekkor:
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o
e > L divergens, és lim (%) = lim (#_1) =1;

) o

e > L konvergens, és lim <

O
4.10.2. Leibniz-tipusi sorok:
4.16. definicidé. Leibniz-tipusu sor:
Tegyiik fel, hogy 0 < ap41 < ap, (Vn € N). Ekkor az a1 —as +az —... = Z(—l)”+1an sort Leibniz-tipust sornak
n=1
nevezzik.
4.29. tétel. Leibniz-tétel:
1. Konvergencia: a Y (—1)""ta, Leibniz-tipust sor pontosan akkor konvergens, ha lim(a,,) = 0;
+oo
2. Hibabecslés: tegyiik fel, hogy a > (—1)"*'a,, Leibniz-tipusi sor konvergens. Legyen Z(fl)”ﬂan =: A.
n=1
Ekkor |A — s, = |A— Z(—l)k+1ak < an,.
k=1
Bizonyitds. : A Y (-1)"'a, pontosan akkor konvergens (sziikséges feltétel), ha lim ((—1)""a,) =
0 = lim(a,) = 0. : Tegyiik fel, hogy > (—1)"*'a, Leibniz-tipusi és lim(a,) = 0. Legyen s, = a3 —
az +az — ...t a, (Vn € N) (4.4. &bra). Mivel (a,) monoton csékkend, ezért (San41) részsorozat is monoton
csokkend, és so < sopt1 < $1 (Vn € N). Ebbdl pedig kovetkezik a konvergencia, azaz: lim(sa,41) =: B, tovabba
(s2n) monoton novekvs, és so < s9, < 51 (Vn € N), amib6l szintén kévetkezik a konvergencia, és lim(ss,) =: A.

Mivel Ssop11 = S2n + aont1 (Vn € Ny n =T o0), ezért A = B, igy (s,) konvergens, amibdl az kovetkezik, hogy
M~ N =

4 4 {

B A 0
S (=1)"*La,, konvergens.

s,=(a,—a)+(a,—-a)zs, s,=a —a +a =a —(a-a)ss,

5,
2 o o

4.4. abra. Leibniz-sor

—+oo

’ 2 \ Hibabecslés ‘: tegyiik fel, hogy A = Z(fl)”ﬂan. Ekkor |A — sop,| < Sopt1 — Son = Gons1 < agn,. Mivel
n=1
|A — 82n+1| S Soan+1 — S2n = A2n+1, ezért |A — Sn| <anp (Vn € N) O

4.17. definici6. Abszolut/Feltételesen konvergens sor:

1. A > a, sor abszolut konvergens, ha a Y |a,| sor konvergens;

2. A > a, sor feltételesen konvergens, ha:
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(a) A > a, sor konvergens;
(b) A > an| sor divergens.

Példa:

n+1
A Z% =1- % + % — ... sor feltételesen konvergens, ugyanis:
n=1

e Konvergens, mert Leibniz-tipusi;

. Z ’ (_17)1”+1

4.30. tétel. Ha a > a, sor abszoliut konvergens, akkor > a,, konvergens.

=" L divergens.
n

_ynt1
Megjegyzés: visszafele a tétel mar nem feltétleniil igaz, példaul: > %

Alkalmazas:
e Példaul: 1 — 2% + 37 — 4z + ... konvergens, ugyanis:

— Leibniz-tipusi;

— Abszolut konvergens (Z # konvergens);

o S6t: 1+ 55 + 55 + 4 + ... tetszoleges el6jelezése is konvergens.

4.10.3. Tizedestortek:

+

4.31. tétel. Legyen (a,): N—=R: a, € {0,1,2,...,9} (n € N). Ekkor a 21‘%—2 sor konvergens, és o := Z o €
n=1 n=1
[0,1], ahol & =: 0, a1aza3 . .. az o tizedestort alakja.
+OO
Bizonyitds. Legyen 0 < a,, <9 (Vn € N). Ekkor ) 1t < Z%, igy Zl%” = % (1 + % + ﬁ + ﬁ + .. ) gezn
n=1 n=1
9 1 _
0 1-4& L. O
Kérdés: Minden [0, 1]-beli szam felirhato-e ilyen alakban?
+OO
4.32. tétel. Vz €(0,1): J(a,): N> R: a, € {0,1,...,9} (VneN): T =
n=1

Bizonyitds. Legyen x € [0,1):

o 1. +L1épés: [0,1)-et 10 egyenld részre osztjuk. Ekkor Ja; € {0,1,...,9}, és 31, = [4, “11—'(‘)'1], relh: <r<
a .
0 °

e 2. Lépés: Ii-et osztjuk 10 egyenls részre. Ekkor Jas € {0,1,...,9}, és 3 = [‘1% +1& 5+ “120'21], T €Iy

G b2 < g < 4 B2l g gy tovabb;

o n. Lépés: I,,_1-et 10 részre osztjuk. Ekkor 3a, € {0,1,...,9},és3L, = [9 + (& + .. 4 fuo 94 4 @atl]

xz € I, : % +oo+ e <z < ‘1‘—[1) + ...+ @tl amibol kovetkezik, hogy |x — (“—1 + + fn

0™ 10n 2 10 T

0(n—* o).
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4.10.4. P-adikus tortek:
Megjegyzés: P =2,3,....
4.33. tétel. Tegyiik fel, hogy (an): N—=R: a, € {0,1,...,P —1} (Vn € N). Ekkor Z du sor konvergens és

P’!‘L
n=1
+CX}
# €[0,1].

n=1

+OC
4.34. tétel. Vz €1(0,1): J(an): N> R: a, € {0,1,...,P -1} (n e N): e =,

n=1
Megjegyzés: egyértelmiségrsl altalaban nincs sz6. Példaul: % = 0,5; % = 0,4999..., ugyanis 14—0 + % + 1.% + ... = % + % .

1 1 _ 4 9 1 _ 5 _ 1

(1+E+W+...) =Gt T =H=1

Megjegyzés - Elnevezések:

A 0,a1a2a3 ... tizedestort:
1. Véges: Ing €N: Vn>ng: an =0;
2. Végtelen (nem véges):

(a) Szakaszos: 0,a1 ...amb1...bs...;
(b) Nem szakaszos.

Meggondolando:
4.35.tétel. 1. x € [0,1] N Q pontosan akkor teljesiil, ha tizedestort alakja véges, vagy végtelen, szakaszos;

2. z €[0,1] N Q* pontosan akkor teljesiil, ha tizedestort alakja végtelen, nem szakaszos.

4.10.5. Miiveletek sorokkal:

Megjegyzés: a sorok véges dsszegek dltaldnositdsa. Kérdés: Véges dsszegek tulajdonsdgai (kommutativitds, asszociativitds) megmaradnak-
e sorokra (végtelen dsszegekre)?

wDallam”: dltalaban NEM, de abszolit konvergens sorokra IGEN!

4.18. definicié. Sorok atrendezése (kommutativitas):

Legyen (P,) : N — N bijekcio (az N egy atrendezése). A ) a,, sor (P,) altal meghatarozott dtrendezésén a ) ap(y)
sort értjiik.

4.36. tétel. Riemann-tétel:

Tegyiik fel, hogy a > a,, sor feltételesen konvergens. Ekkor:

Too

1. VAcR: 3(P,) dtrendezés : Zap(n) = A;

n=1

2. Létezik olyan (P,) atrendezés, hogy ) ap(,) divergens.

Bizonyitds. Ehhez a tételhez nem tartozik bizonyitas. Példa: 1 — % + % — % +... O

Emlékeztets: végtelen sorok dtrendezése!

4.37. tétel. Ha > a, sor abszolut konvergens, akkor V(P,) : N — N bijekcio esetén a Y ap, atrendezett sor

oo

+OO
abszolut konvergens, és az 0sszeg sem valtozik: E an = E ap, .
n=1 n=1

Megjegyzés: véges dsszeg asszociativ ((a1 + a2) + (a3 +a4) + (...) + ... + (an)), azaz tetszélegesen csoportosithats (vagy zdrdjelezhetd):
® A zdrdjelek elhelyezhetdk;

® clhagyhatdk.
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Sorok zaréjelezése (asszociativitas):

Megjegyzés: (a1 + a2+ ...+ am;) + (@mi4+1 + ...+ ams) +...5 (mn) : N = N szigorian monoton névekvs (indexsorozat).

aq ag

4.19. definicié. (a,) : N = N; (m,) : N — N szigortian monoton névekvs (index)sorozat. A > a, sor (my)
Mn
sorozat altal meghatarozott zarojelezésén a 3 av, sort értjiik, ahol: o, := Z a; (n € N; mg =0).
i=mp_1+1

4.38. tétel. Zardjelek elhelyezése:

Ha a > a, sor konvergens, akkor minden lehetséges zarojelezése is konvergens, és az Osszeg a zarodjelezéssel nem
valtozik.

Bizonyitds. Tekintsiik a _ a,, > a, sorokat:

> ay, sor > oy, zérojelezett sor
I
Op =01+ ...+ Qy = Sy,

(on): az (s,) egy részsorozata

Ekkor lim(s,,) = A = lim(a,) = lim (s,,,,) = A. -

Sp=a1+...+ay

Megjegyzés: zdarojelek dltaldban nem hagyhatdk el. Példaul:
o 1-1)4+(1—-1)+(1—1)+... konvergens;
e 1-1+1—-141—-1+4... divergens.

4.39. tétel. Zarojelek elhagyésa:

Legyen (a,): N — R, és tegyiik fel, hogy:
1. (my) : N = N szigortan monoton névekve;
2. (myp41 — my,) sorozat korlatos;
3. lim(a,) = 0;

4. A > a, sor Y a, zardjelezése konvergens.

+OO +OO
Ekkor a Y «a;, sorban a zarojelek elhagyasaval kapott > a,, sor is konvergens, és Zan = Zan.
n=1 n=1
Algebrai miiveletek sorokkal:
Sorok Osszege, szamszorosa:
4.40. tétel. Tegyiik fel, hogy > ay,, > b, konvergens. Ekkor:
1. A > (ay, + by) sor is konvergens, és Z(an +b,) = Zan + an;
n=1 n=1 n=1
+oo +oo
2. VA€ R: a ) Aa, sor konvergens, és Z)\an = )\Zan.
n=1 n=1
n n n n n
Bizonyitds. 1.: A, := Zak — A, B, = Zbk = B; Y (an +by) : Cp = Z(ak + b)) = Zak + Zbk =
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

A, + B, — A+ B.

2.: Hasonl6an igazolhato. O
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Sorok szorzasa:
Emlékeztets: véges osszegek szorzdsa: (ap + a1 + ...+ an)(bo + b1 + ...+ bm) = aobo + aob1 + ... + anbm (minden tagot minden
taggal megszorzunk).

Sorokra: Zan, an (4.2. tablazat);

n=0 n=0

ago ai a2 asg

bo | agbo | ai1bo | azby | asbg
by | agbi ai1b1 | azby | azb;
by | agba aiby  asbs | azby
b3 | agbs aibs azbs asbs

Ebbél sokféleképpen képezhetd végtelen sor, amibdl
az kovetkezik, hogy sokféleképpen értelmezhetd a

sorok szorzata.

4.2. tablazat. Sorok szorzéasa

Két fontos specialis esetet kiilonboztetiink meg;:
1. Téglany-szorzat;

2. Cauchy-szorzat.

4.20. definici6. Téglany /Cauchy-szorzat:

A Zan és an sorok:
n=0 n=0

1. Téglany-szorzata: Ztn sor, ahol ¢, := Z abj, n=20,1,2,..;

n=0 max{i,j}=n

2. Cauchy-szorzata: ch sor, ahol ¢, := Z abj, n=0,1,2,....

n=0 i+j=n
+OO
4.41. tétel. Ha a > a, és > b, sorok konvergensek, akkor a > t, Téglany-szorzat is konvergens, és Zt” =
n=0

oo oo
> an | | X bn
n=0 n=0

N N N Too Too
Bizonyitds. Zt” L <Zan> (an> — Zan an . O
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

(71)n+1
NG

Megjegyzés: a fenti dllitds a Cauchy-szorzatra NEM igaz, példdul:
azonban divergens (ldsd: AF|275)!

konvergens (Leibniz) sor, énmagdval vett Cauchy-szorzata

4.42. tétel. Cauchy-tétel:
Tegyiik fel, hogy a > a, és > b, sorok abszoltt konvergensek. Ekkor:

1. A > t, Téglany-szorzat is abszolat konvergens;
2. A Y ¢, Cauchy-szorzat is abszolut konvergens;

3. Az osszes a;bj (1,5 = 0,1,2,...) szorzatbol tetszés szerinti sorrendben és csoportositasban képzett Y d,

Too

+OO +OO +()Q +OO
végtelen sor is abszolut konvergens, és E d, = E t, = g Cp = g an E by,
n=0 n=0 n=0 n=0

n=0
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N N
Bizonyitds. 3.: Ay = Z lan| — A (ugyanis Y a, abszolut konvergens), By := Z |b,] — B (ugyanis >_ b,
n=0 n—+oo oy n—+oo

N v J
abszolut konvergens). Tekintstik a ) d,, sort: d, = > a;b;. Legyen oy := Z |dn| < <Z |an|> (Z |bn|> < A-B;

n=0 n=0 n=0
I : max iindex dy,dy,...,dy — ben, J : max jindex do,dq,...,dy — ben. Ekkor (o) konvergens, amibdl

kévetkezik, hogy > d, abszolit konvergens, igy . c¢,, Y. t, is abszolut konvergens, amibsl kovetkezik tovabba,

+OO +OO +OO
hogy Ztn = Za” an (a Téglany-szorzatra vonatkozo tétel alapjan), DE abszolat konvergens is, igy
n=0 n=0 n=0

+OC +OO
tetsz6legesen atrendezhets, csoportosithatd az 0sszeg megvaltoztatasa nélkiil, emiatt pedig Zan an =
n=0 n=0

+OO +OO +OO

E t, = E Cp = E dy,. O
n=0 n=0 n=0

Megjegyzés: a tétel feltételei gyengitheték Cauchy-szorzat esetén.

4.43. tétel. Mertens tétele:

Tegyiik fel, hogy > a, abszolut konvergens, és b, konvergens. Ekkor a Y ¢, Cauchy-szorzat konvergens, és
D en=|Dan | [ 2ba
n=0 n=0 n=0

4.10.6. Hatvanysorok:

(Polinomok dltaldnositdsa végtelen sor tagra)

Adott egy ) # A C R halmaz és Vn € N: f,, : A — R fiiggvény. Ekkor (f,,) fiiggvénysorozat, és an : ka; n=

n=0 k=0
0,1,2,... fliggvénysor:

e Konvergenciahalmaz: KH (an> = {33 cA

n=0

an(x) szamsor konvergens };
n=0

o Osszegfiiggvény: Zoofn : KH (an> Sz ifn(x)

n=0 n=0 n=0

4.21. definici6. Az adott (o) : N — R és a € R szammal képzett Zan(aﬁ —a)" = o+ a1 (x —a)+az(x —a)? +
n=0
. (z € R) fiiggvénysort a kozépponti hatvanysornak nevezziik.

Megjegyzések:

® Hatvdnysor részletdsszegei polinomok (,jol” kezelhetdk), példdul: fn(z) :=2™(x € R,n=0,1,2,...); Zm” =1+x+2’+... (z €
n=0
R) geometriai sor:

— KH <Zx"> =(-1,1);
n=0

+OQ
— Osszegfiiggvény: Zx” = ﬁ (z € (—1,1));

n=0

® Tetszbleges hatvdnysor konvergenciahalmaza mindig egy intervallum!
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4.44. tétel. Altalanos Cauchy-Hadamard-tétel:

Tetszbleges > ap(z — a)™ (x € R) hatvanysor esetén a kovetkezs 3 eset egyike lehetséges:

1. 30 < R <™ oo: a hatvanysor abszoltut konvergens: Vr : |x — a| < R, divergens: Vx : |z —a| > R;
2. A hatvéanysor csak az x = a-ban konvergens (ekkor R := 0);
3. A hatvanysor Vz € R konvergens (R = oo; R: a hatvanysor konvergenciasugara). Roviden: 3R : (a — R, a+

R)C KH (Zan (x — a)") C [a — R, a + R] (megjegyzés: a végpontokban barmi lehet).

n=0
Bizonyitds. Feltehets, hogy a = 0, azaz (*) Y. 2™ = ap + a1z + gz + ... (x € R).
4.45. tétel. Segédtétel:

Tegyiik fel, hogy a > a,,z™ hatvanysor abszolut konvergens x¢ = 0-ban. Ekkor Vz : |z| < |zo| pontban a hatvanysor
szintén abszolit konvergens.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy Y |a, x| konvergens. Ebbél az kivetkezik, hogy lim (|a,zo|") = 0 (sziikséges feltétel),

amibdl kovetkezik tovabba, hogy (ay,xy) korlatos. Ekkor 3M > 0: |apz)| < M (Vn € N). Legyen |z| < |z¢|. Ekkor
n n n
(Vn€N). DE: | 2| <1es oM -

kovetkezik (a majorans kritérium alapjan), hogy > |, 2™| konvergens, igy > a,,x™ abszolat konvergens. O

< M. .|E
Zo

lama™| = |agzg| - | 2= = +-| (geometriai sor) konvergens, amibdl az

A tétel bizonyitasa:

Tekintsiik a ) a,z" sort. Ez az x = 0-ban konvergens, amibél kovetkezik, hogy 0 € KH (] a,z") =
JsupKH () a,2")=ReR és R>0.

A kovetkezd esetek lehetnek:

1. 0 < R <t oo (ekkor a tételbeli 1-es): legyen |z| < R = Jz9 € KH(...): |z| < z0 < R (a szuprémum
definicidja alapjan). A hatvanysor xo-ban konvergens, igy (a segédtétel alapjan) |x|-ben is konvergens, > a,a™
pedig abszolut konvergens. Legyen |x| > R = Jxg: R <z < |z] = Y a,xf) divergens, igy (a segédtétel
alapjan) 3 (a,2™) is divergens, amibdl az kovetkezik, hogy > a, 2™ is divergens;

2. Tegylik fel, hogy R = 0. Igazoljuk, hogy Vo € R\ {0} esetén a > d,,z™ divergens! Ekkor, ha x # 0-ra Y a,z"
abszolat konvergens, akkor V |xg| < |x|-re is konvergens. Ez ¢ # 0-ra nem teljesiil;

3. Tegyiik fel, hogy R =% oo. Igazoljuk, hogy Vz € R esetén Y a,z™ abszolit konvergens! Legyen z € R
tetszdleges, és wo @ |x| < |xo|. Mivel R =T oo, ezért > o, xf abszolut konvergens, igy (a segédtétel alapjan)
z-ben is az.

0
Megjegyzés: az R konvergenciasugdr bizonyos esetekben kiszdmolhato.
4.46. tétel. Cauchy-Hadamard I.
% 0 <A<t oo
Tegyiik fel, hogy > a,(x — a)™ hatvanysorban Ellim(\"/|an|> = A € R. Ekkor R := {0 |A =" oo a
too |[A=0

hatvanysor konvergenciasugara, azaz:

o Vx: |x —a| < R esetén a hatvanysor abszoltt konvergens,

e Vz: |x —a| > R esetén a hatvanysor divergens.
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Bizonyitds. > an(x — a)™ szamsorra a gyokkritérium: {/|ay,(z — a)?| = V/|an| |z —a| = A+ |z —q]

Vv A
—
[

4.47. tétel. Cauchy-Hadamard II.

Tegyiik fel, hogy adott Y «a,(x — a)™ hatvanysor, o, # 0 (Vn € N), és Hlim( Qntl ) =: A€ R (A >0). Ekkor
4+ |0<A4<t oo

R:=40 |A =" oo a hatvanysor konvergenciasugara.
Too |[A=0

Bizonyitds. A hanyadoskritérium alapjan. Példak:
1. KH (> a™) = (—1,1) (£1-ben divergens);
2. KH (3 %) = [—1,1] (£1-ben konvergens), ugyanis:

e R =1 esetén teljesiil a gyok/hanyidoskritérium;

e z =+1-ben ) & konvergens;

e z=—1-ben > (—n12)" abszolut konvergens;

3. KH (Y 2) = [-1,1):
e R=1;
e z=1-ben > I divergens;

e z=—1-ben > # konvergens;

4 KH (Y “f“) = (~1,1];
St = o)

n

(
6. KH (Y 2) =R

Analitikus fiiggvények:

(Polinomok dltaldnositdsai)

4.22. definicidé. Analitikus fiiggvény:

+OO
Tegyiik fel, hogy a > an(z — a)™ hatvanysor R konvergenciasugara pozitiv (R > 0). Ekkor az f(z) := Zan (x —
n=0

a)” (z € kg(a)) osszegfiiggvényt analitikus fliggvénynek nevezziik.

Miiveletek hatvanysorokkal:

e Két (ugyanolyan kozépponti) hatvanysor Gsszege is hatvanysor;
e Két hatvanysor Téglany-szorzata nem hatvanysor!

e Két hatvanysor Cauchy-szorzata viszont hatvanysor
(ezért (is) fontos a Cauchy-szorzat).
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4.48. tétel. Hatvanysorok miiveleteire vonatkozé tételek:

Tegyiik fel, hogy > an(z — a)™ és Y Sn(xr — a)™ hatvanysorok konvergenciasugaraira R, > 0, Rg > 0 teljestl.
Tekintslik az Osszegfiiggvényeket:

o f(x):= Zan(:z —a)" (x € kg, (a));
n=0

o g(z):= Zﬁn(az —a)" (z € kry(a)).

n=0
Ekkor:
1. f(z) +g(z) = Z(an + Bn)(x —a)", x € kr(a); R=min{R,, Rg};
n=0

+ oo n
2. f(@) g(@) =Y mlz—a)", v € kr(a); =Y _ifn_i
n=0 i=0
(azaz két hatvanysor Cauchy-szorzatanak az Osszege egyenld az Osszegek szorzataval).

Elemi fiiggvények:

Megjegyzés: hatvanysorok helyettesitési értékei ,,jol” szamolhatok;

Emlékeztets: sin, cos (4.5. abra), 2% (4.6. abra).

sin(x) A

X
-
cos(X)
r=1
4.5. abra. A sin, cos fiiggvények

Megjegyzések:

® A szemléletes definicié a sinx, cosx szamoldsdra nem alkalmas;

® Fzeket hatvdnyokra értelmezziik.
4.23. definicié. Elemi fiiggvények:

+OO
n 2
1. exp(z) := Z% =1+ {7+ % +... (minden z € R esetén abszolit konvergens (lasd.: a hanyadoskritérium));

n=0
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A
2)(

P

>
X
XEQ: def.
4.6. dbra. A 2% fiiggvény
2. Trigonometrikus fiiggvények:
+OO
. p2n+1 23 5
(a) sin(@) =Y (- =2 — %+ 5 +... (Vz €R);
n=0
+OO
2n 2
(b) cos(a) i= S (1) oy = 1= % + % ... (Vo € R);
n=0
+OO
(c) sinh(z) := % =z+ %? + %? + ... (Vo € R) (szinusz-hiperbolikusz);
n=0
+OO
(d) cosh(z) := Z% =1+ %T + % + ... (Vz € R) (koszinusz-hiperbolikusz).
n=0

Elemi fliggvények tulajdonsagai:

4.49. tétel. Az exponencialis fliggvény tulajdonsagai:

+

Legyen exp(z) := Zf; =143+ "g—? + ... (x € R). Ekkor:
n=0
1. exp(0) = 1;
+OO
2. exp(l)zzg! =l+44+5+...=¢
n=0

3. exp(z +y) = exp(x) - exp(y) (Vz,y € R) (sorok Cauchy-szorzataval);
4. exp(—z) = ﬁ (Vz € R);

5. exp(z) > 0 (Vx € R).

Megjegyzés: 2-es miatt: exp(z) = e* (e-alapi exponencidlis fligguény).

4.50. tétel. Trigonometrikus és hiperbolikus fliggvények

42
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1. Paritas (Vz € R):

R s

(b) :Eﬁ(l) 7_81;151}1(@ z) }pdratlan figgvények;

2. Addicios tételek (Vz,y € R):

sin(x + y) = sinx cosy + cos x sin y;
cos(z + y) = cosx cosy — sinz sin y;

sinh(z + y) = sinh  cosh y + cosh z sinh y;

(hatvanysorok Cauchy-szorzata);

3. Négyzetes Osszefliggések (Vo € R):

(a) sin®x + cos?x = 1;
(b) cosh? x —sinh?2 = 1.

Megjegyzés: a sinh, cosh fligguények szemléltetése a 4.7. dbrdn ldthaté. Itt x = cosht, y = sinht (t € R). Ekkor cosh?t — sinh?¢ = 1
o m2 2 _
és e —y - =1.

(cosht, ginhif)
y

4.7. dbra. A sinh, cosh fiiggvények

Fiiggvények hatarértéke:
o Elnevezés: f valés-valos fiiggvény: D¢, Ry C R;
e Jelolés: f € R — R;
e Cél: fiiggvények jellemzése, tulajdonsagaik leirasa (vessiik Ossze a sorozatokkal);

e A hatarérték motivacioja: a fiiggvény adott pont koriili viselkedésének a leirasa.
Megjegyzések:

® Tl dltaldnos a problémafelvetés, de ,kezelhets”;
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® Példa: f(z) = S2Z (z € R\ {0});

— Kérdés: Mit lehet mondani Siz‘” -16l, ha x kozel van a 0-hoz (kicsi szdmok hdnyadosa)?

® Néhany szemléletes példa ldthato a 4.8-4.9. dbrdn.

AeR —

/ | x
asR asR x
v acR
| -
[ X
A="w _ L
a= oo x

4.8. édbra. Szemléletes példak

A hatarérték szemléletes tartalma:
A fiiggvénynek az a pontban a hatarértéke A, ha az a-hoz kozeli helyeken a fiiggvényértékek A-hoz kozel vannak.

Jelolés: limf = A.

A fiiggvény hatarértékét a kovetkezs pontokban vizsgaljuk:

e a € R: végesben;

e a =% co: végtelenben.

A fliggvény hatarértéke lehet:

o A cR: véges;
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4.9. abra. Szemléletes példa (folytatas)

o A =% oco: végtelen.
Megjegyzések:

® Minden pdrositds lehetséges;
® 9 esetet vizsgdlhatunk (egységes definicid);

® A wvizsgalt a pontrdl feltessziik, hogy az a minden kérnyezetében a fliggvény végtelen sok helyen értelmezve legyen! Ekkor a az f
fligguény értelmezési tartomdnydanak torléddsi pontja.

Pontos részletek: -
Emlékeztets - kornyezetek R-ban:

o 1 >0;

a€R: ke(a):=(a—r, a+r);

too ky (Too) := (1, *oo);

e 00 ky(T00) = (To0, —1).
4.24. definicié. Torlodasi pont:

Az a € R pont a H C R halmaz torlodasi pontja, ha Vr > 0 esetén: k,(a) N H végtelen halmaz, azaz: az a minden
kornyezete végtelen sok H-beli elemet tartalmaz.

Jele: H' a H torlodasi pontjainak a halmaza.
Megjegyzések:

1. Az a €R torléddsi pontja H-nak, ha ¥r > 0: (a —7, a+r) N H végtelen halmaz;

2. Az a =T oo torléddsi pontja H-nak, ha ¥r > 0 : (%, +oo) N H végtelen halmaz;

3. Az a =" oo torléddsi pontja H-nak, ha ¥r > 0: (_oo7 —%) N H végtelen halmaz.
Példak:

1. R =R;
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2. Q' =R;
3. Q*/ =R;
4. (0,1) = [0,1];

ot

Aln=1,2,...) = {0}
6. H C R véges, H = ()
7. N = {too}.

Megjegyzések:

® Ha a € H', akkor a lehet is, meg nem is eleme a H-nak;
® A fliggvény hatdrértékét az értelmezési tartomdnydnak torldddsi pontjatban vizsgdljuk: a € D}, amibél az kévetkezik, hogy a € Dy

és a ¢ Dy is lehetséges!
Hatarérték szempontjabdl a fliggvénynek az a-beli értéke nem jdatszik szerepet.

4.25. definicié. Altalanos definicio:

Legyen f : R — R, és tegyiik fel, hogy a € D}. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az a € D} pontban a
hatarértéke az A € R, haVe > 0: 36 > 0: Vo € Dy N (ks(a) \ {a}) : f(z) € k-(A).

Jele: limf = A, lim f(z) = A.
a r—a
Megjegyzések:

® Szemléletesen: ha = kozel van a-hoz, akkor f(x) kézel van A-hoz;

® Vessiik Gssze a sorozatok hatdrértékével: adott f figguény, Dy = N, N/ = {*oo}7 Emf = A wugyanaz, mint a sorozatok
oo

hatarértékének a kordbbi definicidja.

4.51. tétel. A hatarérték egyértelm.

Bizonyitds. Indirekt modon: tegyiik fel, hogy limf = A € R, limf = B € R és A # B. Ekkor (igazolhato)
Je > 0: k(A Nks(B) =10 (pl.: 0< A< B; ngTfA), és limf = A = ilyene — hoz 30; > 0 : Vz €
Dy N (ks (a)\ {a}) : f(x) € k.(A). Ha limf = B, akkor e-hoz 30, > 0 : Vo € Dy N (ks,(a) \ {a}) : f(zx) €

ke(B) = ¢ :==min{0y, 02} = VY € (ks(a) \{a})NDy = f(x) € k-(A) Nk.(B), ami ellentmond annak, hogy
k-(A) N k(B) = 0. O

4.26. definicié. Legyen f € R = R, a € Dy. Az a-ban f-nek van hatérértéke, ha 34 € R : limf = A. Specidlis

esetek:

1. Végesben vett véges hatarértékek (a € R, A € R; 4.10. 4bra): Ve >0: 30 >0: Ve € Dy (0 < |z —a| <) :
() — Al <

2. Végesben vett végtelen hatarértékek (a € R, A =T oo; 4.11. 4bra):
(a) limf =%t 00: VP>0:36>0: Ve Dy (0<|z—a|<d): f(z)>P;
(b) imf="00: VP <0:36>0: Ve e Dy (0<|z—a|l<9): f(z) < P;

3. Végtelenben vett véges hatarértékek (a =T oo, A € R; 4.12. 4bra):

(a)
(b)

Too:Ve>0: 3z >0: Ve >xz (x € Dy): |f(z) — Al <¢

a =
a="00:V¥e>0:3xg<0: Vx<zo (x € Dy): |f(x) — Al <e

4. Végtelenben vett végtelen hatarértékek (a =% oo, A =% co; 4.13. abra):
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A
A H i '
.
| L
a—=a a X a+éd

limf="w

P<0 —

(a) Ligf:+oo:VP>0: Jzg > 0: Vo >z (x € Df): f(x) > P;
(b) Ligrolf:_oo:‘v’P<O: Jzg>0: Ve >z (r € Dy): f(z) < P
(c) ljgf:+oo:VP>O: o <0: Ve <zg(x € Dy): f(z) > P;
(d) Lir;}f:*oo: VP <0:3x0<0: Vr<zo(xzeDys): flx) <P

Legyen a € D} CR, A € R, és limf = A.
a

Atviteli elv:
A fiiggvény hatéarértéke a sorozat hatarértékével jellemezhetd.

4.52. tétel. A hatarértékre vonatkozé atviteli elv:
Legyen f € R — R, a € D}. Ekkor limf = A € R < (¥)VY(z,): N —= D;\ {a}, lim(x,) = a esetén a
fiiggvényeértékek (f(z,)) sorozata A-hoz tart, azaz lim f(z,) = A.

n—too
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A A
Ate —] L At
A — A
A—g L A—-
— | -
X, X X X
limf=A4 limf=A
too ~o0

4.12. abra. Végtelenben vett véges hatarértékek

Bizonyitds. | = | limf = A = (#)Ve > 0: 36 > 0: Vo € Dy N (ks(a)\{a}) : f(z) € k:(A). Legyen
(xn) : N— Dy \ {a} és lim(z,) = a tetszdleges.

Igazolnunk kell, hogy f(z) — A. Legyen e > 0 tetsz6leges. Ekkor (# miatt) létezik olyan §, amire # teljestil.
n—7Too

Viszont lim(z,) =a = 6 >0: Ing € N: Vn > ng(n € N) : z,, € ks(a), igy (# miatt) Vn > ng(n € N) : f(x,) €
ke(A) = lir+n flzn) = A.
n—7Too

: Indirekt; tegyiik fel, hogy (*) teljesiil, de limf # A. Ekkor (# tagadasa) 3¢ > 0 : Vo > 0 : x5 €

Dy N (ks(a)\{a}) : f(zs) & ke(A). Legyen 6 = X (Vn) : Tz, € ki(a): f(zn) ¢ ko(A). Mivel lim(z,) = a, ezért

mindebbdl az kiovetkezik, hogy I(xy,) : N — Df\ {a} : lim(z,) = a és f(zy,) = A, ez pedig ellentmondas. O
n—7Too

4.53. tétel. Kozrefogasi elv:

Legyen f,g,h € R = R, a € (Dy N Dy N Dy)', és tegyiik fel, hogy Jk(a) : f(z) < h(z) < g(x) (Vz € k(a) N (Dy N
D, N Dy)), tovabba limf, limg, és limf = limg = A € R. Ekkor Jlimh és limh = A.

Bizonyitds. Az atviteli elv + sorozatokra a kozrefogasi elv alapjan. O

4.54. tétel. Miiveletek és a hatarérték kapcsolata:
Tegyiik fel, hogy f,g e R - R, a € (DyND,), és

° Ellignf =AcR;
° Elligng =BecR
Ekkor:
1. Ellign(f +9), és lign(f +9) = A+ B, ha A+ B értelmezve van;
2. Ellign(fg), és lign(fg) = A- B, ha A B értelmezve van;
3. Ellign (5), és litrln (g) = %, ha % értelmezve van.

+
Megjegyzés: nem alkalmazhatd esetek, az n. kritikus hatdrértékek: (too) + (Too0); 0- (ioo) i %.
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l‘}mf:'oc-

4.13. abra. Végtelenben vett végtelen hatarértékek

Egyoldali hatarértékek:
Példa:

Tekintsiik az an. elgjel (vagy szignum) fliggvényt (4.14. 4bra):

1 |hax >0
sign(z) := 4 0 |ha x = 0. Ekkor Aisign (formalis bizonyitas nélkiil), de jobbrél és balrél ,,jol viselkedik” a fiiggvény.
0
-1 |haz <0

4.27. definici6. Jobboldali hatarérték:
Legyen f € R —» R, a € ((a," 00) N Dy)’, és legyen g(x) := f(x) (z € (a," 00) N Dy). Ekkor, ha Jlimg, akkor azt
a
mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az a pontban jobbrol létezik hatarértéke, és li% f:=limg € R (az f fiiggvény a
a a
pontbeli jobboldali hatarértéke).
Jelolés: zl}fﬁ-o; fla+0).

Megjegyzések:

® A baloldali hatdrértéket hasonléan definidljuk (lirnf; lim f(z); f(a— 0)> ;
a—0 rz—a—0

® fsign, de limsign = 1, limsign = —1;
3 gn, de limsign =1, limsig ;



4. FEJEZET. KONVERGENCIA, HATARERTEK

sign(x) A
1-0O
o7 X
O -1

4.14. dbra. A szignum fiiggvény

_JO JhazeQ . .
4 f(x){l |hax€Q*7£h(I)nf7 ﬂ(l)lf(l)f-

4.55. tétel. Legyen f € R - R, a € D}. Ekkor Jlimf <= Jlimf, Jlim f és limf = lim (: limf>.
a a+0 a—0 a+0 a—0 a
4.56. tétel. Nevezetes fliggvények hatarértéke:

1. Hatvanyfiiggvények (4.15. abra): f(x) :=2" (r € R); a € D', = R’ =R.

A A
y L 4
> >
X X
n paratlan n paratlan

4.15. abra. Hatvanyfiggvények

Ezekben a pontokban vizsgaljuk a hatarértéket:
(a) Ya e R: lima™ = a™;
r—ra
(b) lim 2" =" oo;

z—too

_ too |han paros
(¢) limg -0 2™ . ;
“oo  |han paratlan
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2. Reciprokfiiggvény (4.16. dbra): f(z) := X (z € R\ {0}, n=1,2,...)
y‘ YA
- L
X X
n paratlan n paros

4.16. abra. Reciprokfiiggvény

A hatarérték vizsgalata: a € D = (R\ {0}) =

(a) Va € Dy : lim - = -

r—a

1A

(c) hrr%] ==

Too  |han paros
A |egyébként

(d) De, ha n paratlan:

i lim L =T oo;
z—04+07
ii. lim 4 =" oo;

z—0—0%"

3. Polinomok, racionalis tortfiiggvények:

e Plx)=ap+ a1z + ...+ apa™;
o Q(x) =bg +bix+...+buaz™;
R(z) = G5 (¢ € R\ {z]Q(z) = 0})

e D, =R

4.57. tétel. Ya € D (Q(a) #0) : lim R(x) = 5.

r—a

4. Analitikus fliggvények hatarértéke:

4.58. tétel. Tegyiik fel, hogy > v, (x—a)™ hatvanysor konvergenciasugara: R > 0. Legyen f(z Zan

a)" (x € kr(a)) az 6sszegfliggvény. Ekkor Vb € kr(a) esetén Hlignf, és liinf = f(b).

5. Kovetkezmény: az exp, sin, cos, sinh, cosh fﬁggvenyeknek Va € R helyen van hatarértéke, és ez a hatarérték
egyenld a fiiggvény helyettesitési értékével; hn% sinz _ 7
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Bizonyitds. Igazolnunk kell, hogy Ve > 0: 30 > 0: Vo € Dy : 0 < |z| <4 : |% — 1’ < €. Mivel sinz =

3 5 7 , : 2 4 6 2 1 1 1
L 4+L-Z+.. (z€R), 6 [HE | = %—%—i—%—‘ < |z -(3! —1—5!—1—7!—1—...) <ec-lz| <e,
lz|<1
c
ezért € > 0-hoz 0 < § < min {£,1} esetén |22 — 1| <&, ha 0 < |z| <. O
6. Monoton fiiggvények hatéarértéke.
Fiiggvények folytonossaga:
Szemléletes jelentés (4.17. abra):
A A

f(a) f(a) O\/

Folytonos fiigguény Nem folytonos az a pontban
4.17. abra. Fiiggvények folytonossaga
4.28. definici6. Pontbeli folytonossag:
Az f € R — R fiiggvény az a € Dy pontban folytonos, ha Ve > 0: 36 >0: Voz € Dy Nks(a) : f(z) € ko (f(a)) .
—_—

Vz€Dy: |z—al<d [f(z)=f(a)|<e
Jele: f e C{a}.

Megjegyzés:

Csak értelmezési tartomdnybeli pontban definidljuk a folytonossdgot. Példdk:

1. f(z) := sign(z) (x € R) (4.18. dbra): f ¢ C {0}

K lhax € Q . )
2. f(z) = {x lha z € Q* (4.19. dbra):

* feC{o};
o f¢C{a}, haa#0.

4.59. tétel. A hatarérték és a folytonossag kapcsolata:
Tegyiik fel, hogy f € R = R, a € Dy N D}. Ekkor f € C{a} <= 3limf éslimf = f(a);

1. Ha a € Dy izolalt pont (azaz 3k(a) : Dy Nk(a) = {a}), akkor f € C{a};
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sign(x) A

1

S

o7 X
O 1

4.18. dbra. A szignum fiigguény

2. Hatvanysor Osszegfiiggvénye a konvergenciahalmaz belsejének minden pontjaban folytonos;
3. Az exp, sin, cos, sinh, cosh az értelmezési tartoméany minden pontjaban folytonos.

4.60. tétel. Folytonossagra vonatkozé atviteli elv:

Tegyiik fel, hogy adott f € R -+ R, a € Dy. Ekkor f € C{a} < V(z,) : N — Dy : lim(z,) = a esetén
f(zn) njoo f(a).

Bizonyitds. Ha a € Dy N D', akkor teljesiilnek a hatarérték és folytonossag kapcsolatara vonatkozo tétel, illetve a
hatarértékre vonatkozo atviteli elv feltételei. Ha a € Dy és a ¢ D', akkor a a Dy izolalt pontja. O

4.61. tétel. A miiveletek és a folytonossag kapcsolata:

Legyen f,g e R > R, f,g € C{a}. Ekkor:

LA, f+g, f-g, f/lg €C{a} (NeR', g(a) #0: ha f/g értelmezve van);
2. Ha R, C Dy, g€ C{a} és f € C{g(a)}, akkor fog e C{a}.

Halmazon folytonos filiggvények:

4.29. definicié. Az f € R — R folytonos az A C Dy halmazon, ha Va € A esetén f € C {a}. Jelolés: f e C{A}.

Megjegyzés: a maveleti tételek halmazon folytonos figguényekre is érvényesek, azaz: f,g € C {a} helyett f,g € C{A} teljesil.
Korlatos és zart [a,b] intervallumon folytonos fiiggvények tovabbi tulajdonsagai:

4.62. tétel. Weierstrass tétele:

Ha adott f : [a,b] = R(a,b € R, a < b) folytonos [a, b]-n, akkor f-nek van abszolit maximuma és minimuma, azaz:

Sa, B € [a,b] : f(x) < f(a) és F(8) < f() (x € [a,b]).

Megjegyzések:

« : abszolut marimumhely

. .
B : abszolit minimumhely

} abszolut szélséértékek;
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o) 4
O’Jr-acionélis
| | >
Q.
irraciunalis""x__
4.19. dbra. Az f(x) := {ix ZZi E 8* fiigguény

o f(a): abszoldt mazimum;
® f(B): abszolit minimum;

® A tétel feltételer lényegesek!
Példdk:

1. f(z):= % (z € (0,1)) (az értelmezési tartomdny nem zdrt; 4.20. dbra);

-

1

Nincs abszolit szélséérték!
. N R
4.20. dbra. Az f(z) := - fiigguény

2. f(z) ==z (z € R) (az értelmezési tartomdny nem korldtos; 4.21. dbra);

54
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fx) 4

Nincs abszolit szélséérték
4.21. dbra. Az f(x) := z figguény

z |hax e (—1,1)

0 |haz=+1 (f nem folytonos [—1, 1]-en; 4.22. dbra);

3. f(z) = {
Bizonyitds. A bizonyitashoz el6szor egy segédtételt kell kimondanunk és bizonyitanunk:
4.63. tétel. Segédtétel:
Ha adott f : [a,b] — R folytonos [a, b]-n, akkor f korlatos is [a, b]-n.
Bizonyitds. Indirekt: tegyiik fel, hogy f nem korlatos, azaz: Vn € N : Jz, € [a,b] : |f(x,)| > n. Ekkor

(xn) : N = [a,b] korlatos, amibgl kivetkezik (a Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztési tétel alapjan), hogy 3 (z,,)
konvergens részsorozata.
Legyen d := lim (z,, ). Ekkor d € [a, b] (indirekt modon igazolhato), amibdl az kévetkezik, hogy f € C{d} =

atviteli elv
X, — dés (f (xn,)) konvergens, amibdl viszont az kovetkezik, hogy (f (xn, )) korlatos, ez viszont ellentmond az

indirekt feltevésnek. 0
A tétel bizonyitasa: ha f folytonos [a, b]-n, akkor (a segédtétel alapjan) f korlatos [a, b]-n:

e Jsup{f(z) |z € [a,b]} =t M € R;
e Jinf {f(z) |z € [a,b]} == m € R.
Igazoljuk, hogy Ja € [a,b] : f(a) = M. DE M szuprémum, igy (a szuprémum definicioja alapjan) (#) Vn =

1,2,...: Jy, € Ry : M — L <y, <M. Viszont y, € Ry = 3, € [a,b] : f(zn) = yn = (z) : N = [a,b]
korlatos sorozat, amibdl kovetkezik, hogy 3 (x,, ) konvergens részsorozata. Jelolés: a := lim (z,,) € [a,b].

Az atviteli elv alapjan f € C {a}-bol kovetkezik, hogy f(zn,) — f(x). Masrészt (#)-bol kovetkezik, hogy v, — M,
——

Yny,

fgy f(a) = M. O
4.64. tétel. Bolzano tétele:

Legyen f : [a,b] = R (a,b € R, a < b) folytonos [a,b]-n, f(a)- f(b) < 0 (azaz a két végpontban f kiilonbozé eljeld).
Ekkor 3¢ € (a,b) : f(&) =0.

A tétel szemléletes jelentése a 4.23. abran lathato.
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f(x) 4

-1| 1! X

Nincs abszolit szélséérték!

z |haz € (—1,1)

Ugguen,
0 |hax==+l1 figguény

4.22. dbra. Az f(x) = {
Bizonyitds. Bolzano-féle felezési eljaras:

Tegyiik fel, hogy f(a) < 0 < f(b) és [zg, yo] = [a,b]. Ezt most megfelezziik: zy = “TH’. Harom eset lehetséges:

L. f(z0) = 0;

2. f(20) > 05 [z, 1] = [a, 20];

3. f(20) <05 [z1,91] = [20,0].
[x1, y1]-et megfelezziik, és igy tovabb. Vagy véges sok lépésben talalunk &-t, melyre f(€) = 0, vagy nem. Az utobbi
esetben 3 [z, y,] (n € N) infimum sorozat:

L. [xn+1ayn+1] - [wrnyn] (TL € N)v

2. A két végpontban a fiiggvényértékek kiilonbozdk (f(x,) <0, f(yn) > 0);

b—a

3. Yn — Tp = on -

A Cantor-tulajdonsaghoél kovetkezik, hogy 3¢ € ﬂ [Tn, yn] €8 2 < & yn > & € [a,b]. Viszont f € C{¢} =
neN

lim f(x,) = lim f(y,) = f(&). 2-esbdl kévetkezik, hogy f(x,) < 0 = lim f(z,,) < 0és f(yn) > 0 = lim f(y,) > 0,

ebbdl az kovetkezik, hogy f(€) > 0 és f(£) <0, ebbdl pedig az kovetkezik, hogy f(£) = 0. O

Kovetkezmény:

Ha adott f: [a,b] = R (a,b € R, a < b) folytonos [a, b]-n, akkor f minden f(a) és f(b) kozotti értéket felvesz.
Megjegyzések:

® Példdul, ha f(a) < f(b), akkor Ve € (f(a), f(b)): I € (a,b): f(&) =c (4.24. dbra)

Bizonyitds. Legyen p(x) := f(z) — ¢ (= € [a,b]). Erre alkalmazzuk a Bolzano-tételt.

o A tétel alkalmazdsdval az f(x) = 0 egyenlet kézelitd megolddsdt lehet elddllitani.
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4.23. abra. Bolzano tételének szemléletes jelentése

4.24. dabra. Példa a Bolzano-tétel alkalmazdsdra

Szakadasi helyek osztalyozasa:

4.30. definicié. Szakadasi hely:
Legyen f € R — R. Ekkor:

1. Az a € Dy az f fliggvény szakadasi helye, ha f nem folytonos Ds-ben;
2. Aza € Dy az f € R — R fiiggvény megsziintethets szakadési helye, ha Jlim f véges hatarérték, és imf # f(a);
3. Az a € Dy az f € R — R fliggvény elséfaju szakadasi helye, ha Hli_%f = f(a+0), Ellir%f = f(a —0), ezek

végesek, de thr%f #* li{r(l)f. Ekkor azt is mondjuk, hogy f-nek az a-pontban ugrasa van, és f(a+0) — f(a —0)

az f fiiggvény a-beli ugrasa,;
4. Minden mas esetben az a € D pontban az f fiiggvénynek masodfaju szakadasa van.

Példdk:



4. FEJEZET. KONVERGENCIA, HATARERTEK 58

Si% lhaxz € R\ 0

. Ekkor a 0 € Dy megsziintethetd szakaddsi hely;
0 lhax =0

1. Legyen f(z) := {

2. Legyen f(x) := sign(z) (x € R). FEkkor a 0-pont elséfaji szakaddsi hely, és az f figgvénynek a 0-ban 2 ugrdsa van: 2 =
F(O+0) — £(0 —0) (4.25. dbra)

8]
O
)
\j

£y

> -1

4.25. dbra. A szignum fligguény szakaddsi helye

. Ekkor 3£(0+0), 3£(0 —0).

0 |h
Megjegyzés: sokféleképp lehet mdsodfaji szakadds; példdul: f(z) := { lhaz €Q

1 |haz € Q*
4.65. tétel. Monoton fiiggvények szakadasi helyei:

Tetszoleges f : (o, 8) — R monoton fiiggvénynek legfeljebb els6faju szakadasi helyei lehetnek, azaz: tetszdleges
a € (a,b) pontban az f fiiggvény vagy folytonos, vagy elséfaju szakadasi helye (ugrasa) van.

Bizonyitds. Monoton fiiggvények hatarértékére. O



