N
1. Igaz-hamis dllitdsok (1p; -1p, ha rossz; +1p, ha V j6)

o A konkatenicié kommutativ miivelet H
o (L—e)=L*"—cH

e V determinisztikus automata nemdeterminisztikus is H
2. Rovid definicék (2p; 1p; 1p)

o Formdlis nyelvtan
Formaélis nyelvtan alatt a kovetkez6 négyest értjiikk: G = (T, N, P, S),
ahol
— T a terminalis jelek,
— N a nyelvtani jelek halmaza (mindkettd véges és TN N = (),
— P véges szabalyhalmaz,
— S € N a kezd8szimnbd6lum.

PeP:p—q,ahol p,g € (TUN)*, p tartalmaz nyelvtani jelet.

o Koizvetlen levezetés
Az o mondatformabdl kozvetleniil levezethetd a 8 mondatforma, ha,
391 A 2 mondatformak és p — g € P, hogy o = y1pvy2 és 8 = y1q72.
Jelolése: o r 1]

o Generdlt nyelv
A G nyelvtan 4ltal generdlt nyelv: L(G) = {u € T*|S % u}

3. Hosszd definico (5p)

o Knuth-Morris-Pratt automata célja és konstrukcioja
A KMP automata egy un. mintafelismerd (mintailleszt§) VDA:

A= <QaTa5,quF>

Altaldnosan: Legyen w a felismeredé minta, az allapotok halmaza
legyen @ := {qu|u € Pre(w)}, a kezdéallapot qo = ¢., az egyetlen
elfogadd édllapot F' := {q,}. Egy tetszbleges t € T betliire pedig
5(qu,t) legyen q,, ahol v a Suf(ut) N Pre(w) halmaz leghosszabb
szava.

4. Hényas tipusd nyelvtan? (2p; -1p, ha rossz)

Helyes zéaréjelezések nyelve 2

4-el oszthaté decimalis szamok nyelve 3

Tetszoleges rekurzivan felsorolhaté nyelv 0
{bma™b";n,m > 0} 2



5. Milyen nyelvet general? (5p; 3p)

e S— BCJ,C - XCY|YX, XY — YaX, aY — Ya, Xa — aX,
BY —aB, XJ — Ja,B—a,J —a
Ly = {a")|n > 2}

e §S— SAa, S— X, XA — bX|b, aA — Aa
Ly = {b"a™n > 1}

6. Bizonyitds (4p kimondds 4+ 0-7p bizonyitds)

e nagy Bar-Hillel lemma

Tétel:
VL € L5 nyelvhez 3p = p(L) A ¢ = q(L) € N nyelvfiiggd konstansok,
hogy Vu € L, £(u) > p sz6 esetén 3 u-nak olyan u = zyzvw felbontdsa
(z,y,z,v,w € T(L)*), melyre

- Uyzv) < q,

— {yv) > 0,

— Vi € N esetén zy’zviw € L.

Bizonyitds:

Mivel L € Lo, ezért 3G Chomsky-NF nyelvtan, melyre L(G) = L
Legyen G = (T, N, P, S), p := 2INI=1 és ¢ := 2IV| konstansok.
Legyen u € L olyan, hogy £(u) > p.

Tudjuk, hogy u-hoz 3 olyan G feletti ¢ szintaxisfa, melyre gy(t) = S
és front(t) = u. A levelek elhagydsival keletkezett maradékfa red(t),
és t binaris fa, hiszen G Chomsky NF.

Becsiiljik meg t magassidgit front(t) hossza segitségével: h(t) =
14 h(red(t)) = 1+ logy £(front(red(t))) = 1+ logy £(front(t))
1 4 log, £(u). De logy £(u) > log, 2INI=1 = |N| — 1 = h(t) > |N|
A leghosszabb tton t-ben |N| + 2 pont van, koziilik az egyik ter-
minalis = 3 ismétlédoé nyelvtani jel. Valasszuk ki a leghosszabb
tton alulrdl az elészor ismétlédd nyelvtani jel part. Legyen ez A és
vegyilk azt a két részfit, melyben A a gydkér (legyenek t; és to).
Ezek front(t)-t, tehat u-t 6t részre osztjak, melyeket x,y, z, v, w-vel
jeloltiink, ekkor:

(a) S % xAw, t — t1-b6l

(b) A 5’ yAv, t; — ta-b6l (= £(yv) > 0, egyébként - Chomsky NF)
(c) A g’ 2, ty-bél
Az elsé és a harmadik levezetést egyszer, a masodikat i-szer alkal-
mazva: zy'zv'w € L(G).
Bizonyitani kell még, hogy ¢(yzv) < ¢, amihez megbecsiiljiik ¢; ma-
gassdgat (sz(t) a fa szintjeinek szdma):
sz(t1) <IN+ 1+1=h(t1) <|N|+1
Ebbél kovetkezik, hogy |N| > h(t1)—1 = h(red(t1)) = log, ¢(front(red(t1))) =

log, £(front(ty)) = logy £(yzv).
Azaz: g = 2N > ((yzv)



B’
1. Igaz-hamis dllitdasok (1p; -1p, ha rossz; +1p, ha V j6)

e A konkatendcié asszociativ miivelet I
o (L—e)t=L"-¢1

e V nemdeterminisztikus automata determinisztikus is H
2. Rovid definicék (2p; 1p; 1p)

e Formdlis nyelvtan
Formalis nyelvtan alatt a kovetkezd négyest értjik: G = (T, N, P, S),
ahol
— T a terminalis jelek,
— N a nyelvtani jelek halmaza (mindkettd véges és TN N = (),
— P véges szabalyhalmaz,
S € N a kezd6szimnbdlum.

PeP:p—gq,ahol p,qg e (T UN)* p tartalmaz nyelvtani jelet.

o Kozvetett levezetés
Az o mondatformédbdl kozvetetten levezetheté a 8 mondatforma, ha
4k € N és v,7,---,7 mondatformak, hogy a = 9,8 = v, és

Vi € [0,k — 1] esetén ~; o i Jelolése: a % B, (« % B).

o Generdlt nyelv
A G nyelvtan édltal generdlt nyelv: L(G) = {u € T*|S é u}

3. Hosszd definico (5p)

o T dbécé feletti véges L nyelvet felismerd VDA konstrukcidja
VDA alatt a kévetkezd 6tost értjik: A = (Q, T, d, qo, F), ahol
— @ az éllapotok véges halmaza,
— T egy 4bécé, a bemend abécé,
— 6:Q xT — @ az allapotatmeneti fiiggvény,
— qo € @ kezdoallapot,
— F C @Q a végéllapotok halmaza.

L véges nyelv esetén:
- Q ={qulu € Pre(L)} U{q.s},

ST =T(),
— 6(qu,t) = qut, ha ut € Pre(L), A q,s, ha ut ¢ Pre(L)
— 4o = Q-

— F={quue L}

4. Hényas tipust nyelvtan? (2p; -1p, ha rossz)

Tetszbleges parcialisan rekurziv nyelv 0
{b"a™b™;n,m >0} 2

2 zardjelpar feletti helyes zardjelezések nyelve 2

5-el oszthaté decimalis szdmok nyelve 3



5. Milyen nyelvet general? (5p; 3p)

o S— LX, X — aAX|aA|bBX|bB, aA — Aa, aB — Ba, bA — Ab,
bB — Bb, LA — aL|a, LB — bL[b
Ly = {vjv = uu,u € T} (dadogés nyelv)
e S — Aa|Bb, A — Bblb, B — Aala
Ly=L(((ab)" (aUe)) U ((ba)" (bUe)))
(taldn lehetne roviditeni, de folosleges)

6. Bizonyitds (4p kimondds + 0-7p bizonyitas)
o Myhill-Nerode tétel

Tétel:
Le L3 {Lp}per

< 00, ahol T'=T(L) az L nyelv abécéje

Bizonyitds:
”
» <—

Konstrualjunk egy VDA-t, melynek allapothalmaza {L,},er+:
Af = <{Lp}p€T* , T, 5a L, F>7
ahol F':={L,le € L,} és 6(Ly,t) := Ly,
Ekkor AL tulajdonségai:
(a) 9 jol definialt, azaz L, = Ly esetén §(L,,t) = 6(Lg, ).
g(gyani)s L,=Ls= (Lp)t = (Lg)t = Lpt = Lyt = §(Lp,t) =
L. t).

(b) Yu € T* esetén 6(Ly, u) = Ly,
A ¢ definicidja segitségével az u hosszara vonatkozé teljes in-
dukciéval belathaté.

(¢c) L,e Fepel.

Miér csak azt kell belatni, hogy L(AL) = L. Ez kénnyen igazolhato:

LAY e §(Leu)eFe Ly, =L, e Feucl

§ ”
”

Legyen L € L3, igy AA =(Q, T, d, qo, F') VDA, melyre L = L(A).
Ekkor biztosan |{La4}q€Q\ < |Q] < oo, mert A véges.

Vegyiik tetszoleges u € T™*-re az L, maradéknyelvet.

Ekkor Ly = (Ljt)u = L3l,, .- 1gy fenndll, hogy

{Lu}ueT* g {Lg‘}qEQa

amivel a tételt belattuk.
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1. Igaz-hamis dllitdsok (1p; -1p, ha rossz; +1p, ha V j6)

e V nyelvtannal leirhaté nyelv rekurzivan felsorolhaté I
e V rekurziv nyelv Chomsky 2. tipusi H
e V kornyezetfiiggd nyelvtannal leirt nyelv rekurziv H
2. Rovid definicék (2p; 1p; 1p)
o Véges determinisztikus automata
VDA alatt a kovetkez6 6tost értjik: A= (Q, T, 4, qo, F'), ahol
— @ az éllapotok véges halmaza,
— T egy abécé, a bemend abécé,
— 60:Q xT — @ az allapotatmeneti fiiggvény,
— qo € Q kezdéallapot,
— F C @ a végallapotok halmaza.
° Az datmeneti fiigguény rekurziv kiterjesztése
Altalanositott allapotatmeneti fliggvény:
0:QxT"—Q
(az dllapotatmeneti fiiggvény egyértelmiien meghatdrozza, annak ki-
terjesztése; rekurziv definicio)
(a) Ha ¢(u) =0, akkor d(q,u) = q,
(b) Ha ¢(u) = 1, akkor §(q,u) mint az eddigiekben.
(c) Hau=tv,t €T, v € T", akkor legyen §(q,u) = 6(6(q,t),v).
e A VDA altal felismert nyelv
A felismer egy u szét, ha 6(qo,u) € F

3. Hossz1 definicé (5p)
o Adja meg a 3. tipusi nyelvek osztilydnak a metszet miwveletre vald
zdrtsdgdt bizonyitd konstrukciot!
Legyenck A; = (Qi, T8, (", Fi ) VDA-k, ahol i = 1,2
(az input abécék azonosak, hiszen kiilonben mindketten kiterjeszt-

hetéek lennének az unié abécére)
Innen konstrudlni kell egy An automatat, melyre fennéll, hogy

L(An) = L(A1) N L(Ay)

Legyen An = <Q1 X Q2,T, 01 X 02, (q(()l)7 q(()Q)), Fm> un. direkt szorzat
automata.

Mikodés: (51 X 52)((ql, QQ), t) = (51 (ql, t), 52((]27 t))

Végallapotok halmaza: Fn := I} X Fy

4. Hényas tipust nyelvtan? (2p; -1p, ha rossz)
o A legfeljebb 30 hosszisdagu helyes zardjelzések nyelve 3
e Tetszbleges parcidlisan rekurziv nyelv 0

e Altaldnositott szekvencidlis automatdval felismert nyelv 3
o {a"b"c";n>1}1



5. Milyen nyelvet general? (3p; 5p)

e S — Ac|Bd, A — Bd|d, B — Ac|c
Li=L(((cd) (cUg)) U ((de)" (dUe)))
(taldn lehetne roviditeni, de f6losleges)
e S — BDaJ, Da — aaaD, DJ — EJ, aE — Faaa, BE — BD,
BD —¢, EJ —¢e,B—e¢e, J—e¢
Ly ={(a®)"n > 0}

6. Bizonyitds (4p kimondéds + 0-7p bizonyitas)

e kis Bar-Hillel lemma

Tétel:
VL € L3 nyelvhez In = n(L) € N nyelviiggs konstans, hogy Vu € L,
L(u) = n sz6 esetén I u-nak olyan u = xyz felbontdsa (z,y,z €
T(L)*), melyre

- lzy) <n,

— {(y) >0,

— Vi € N esetén zy'z € L.

Bizonyitds:

Mivel L € L3, ezért 3 hozzd VDA, melyre L(A) = L.

Legyen A = (Q,T,6,q0, F), és n:=|Q|(=n(L) > 0).

(Itt 4(zy) < n=|Q|) Legyen uw € L = L(A) és £(u) > n.

Tegylik fel, hogy u = t1...t;,, ahol t; € T (i € [1,m]) és m > n.
Innét a dtmenet (leegyszeriisitve):

aogal...t—miam (am € F)

Innét az (ag,a1,az . ..am—1, @) sorozatot m + 1 = n+ 1 elemii.

A skatulyaelv alapjan 3jAk:0<j<k<nAaj=a;, <=n=|Q|
Legyenek x = ay...a5, y = aj41...a5 65 2 = Qg1 ... Q.

(Haoj =0= a2 =¢; haj=m= 2z =c. jAk vélasztdsa miatt:
0 < £(y)) , ,

Innét Vi € N esetén 6(q,2y'z) = am € F = zy'z € L (ahol ¢y a
kezdéallapot, ¢, (= ¢; = qx) az az éllapot, mely i-szer ismétlédhet és

Gv(= qm) a végallapot):

4o — 4z — Qo

laxy)=k—75>0



D’
1. Igaz-hamis allitdsok (1p; -1p, ha rossz; +1p, ha V j6)

e V regularis nyelv 3. tipusi I
e V rekurziv nyelv Chomsky 2. tipusi H

e V kornyezetfiiggd nyelvtannal leirt nyelv rekurziv I
2. Rovid definicék (2p; 1p; 1p)

e Veremautomata (1 veremmel)
Veremautomata alatt a kovetkezé hetest értjikk: V = (Q, T, %, 4, qo, 00, F),
ahol

— @ az éllapotok véges halmaza

— T egy abécé, a bemend abécé

— X a verem abécéje

— § allapotatmeneti fiiggvény, 6 : Q x (T U {e}) x ¥ — 29*>"
— qo € Q kezdééllapot

— 0p € X a verem kezddszimbdluma,

— F C @ a végallapotok halmaza

o Ures veremmel elfogadd konfigurdcid
V iires veremmel elfogad egy w szét: g € Q : (¢,¢) € A(qgo,u,0p).

o Veremautomatdaban végallapottal felismert nyelv
V végallapottal elfogad egy u szét, ha

{a€ Q3B € X%, (q,8) € Alao,u,00)} NF #0
3. Hosszud definico (5p)
o Adja meg a 3. tipusu nyelvek osztdlyanak a kiilonbség miwveletre vald
zdrtsagdt bizonyito konstrukciot!
Legyenek A; = <Qi,T, 5, qu>,Fi> VDA-k, ahol i = 1,2
(az input abécék azonosak, hiszen kiilonben mindketten kiterjeszt-

hetéek lennének az unié abécére)
Innen konstruélni kell egy A, automatat, melyre fenndll, hogy

L(A)) = L(A;)/L(A)

Legyen A, = <Q1 X Q2,T,01 X 02, (qél),q((f)), F/> an. direkt szorzat
automata.

Miikodés: (51 X 62)((q1, QQ), t) = (51 (Q1, t), 52(Q2, t))

Végéllapotok halmaza: F, := F} x (Q2/F>)

4. Hényas tipusd nyelvtan? (2p; -1p, ha rossz)
o {uu;u € {a,b}* és £(u) < 100} 3
o {uu=t;u € {a,b}* és f(u) >0} 2
o Tetszbleges parcidlisan rekurziv nyelv 0
o {Ma™b™;m >0} 1



5. Milyen nyelvet general? (5p; 3p)

o S— aSABSB|M,MA — Mala, MB — Mblb,aA — Aa,aB — Ba,
bA — Ab, bB — Bb
Ly = {vjv = uu,u € T} (dadogés nyelv)
e S—aC|bD, C — bD|b, D — aCla
Ly=L(((ab)" (aUe)) U ((ba)" (bUe)))
(taldn lehetne roviditeni, de folosleges)

6. Bizonyitds (0-11p bizonyitds)

e Nem V nyelv frhatd le nyelvtannal (L D Lo)
Bizonyitds:

Ehhez elég beldtnunk, hogy tetsz6leges T’ dbécé esetén LI C 2T Mi-
vel T* megszdmlalhaté szdmossagy, ezért hatvanyhalmaza, 27 biz-
tosan megszamlalhatonal nagyobb szamossiagi. Emiatt elég beldtni,
hogy L1 legfeljebb megszdmlélhaté szdmossagii.

Legyen N a potencidalis nyelvtani jelek megszdmlalhato halmaza, melyre
NNT = 0. Legyen Ny := {G|G nyelvtani jelei N-b8l, terminalis jelei
pedig T-b6l valok}.

Megéllapités: VL € Ly, 3G € Ny : L(G) = L.
Kov.: |Ny| > |LE] = csak azt kell belatni, hogy Ny megszamlalhaté.

Egy G € Ny nyelvtan a kovetkezSképpen irhatunk fel:

G={t1,. ., tx},{A1,.. ., A, {x1...;i —y1...ys-.. },S),

ezért G-t tekinthetjitk az X := NUTU{(;);,; {; }; —} megszdmlalhat6
halmazbdl vett véges jelek sorozatéanak. Tehdt Ny C X*, amibél
kovetkezik, hogy [Ny| < | X*|.

X*-rol viszont tudjuk, hogy maga is megszamlalhaté szamossagu.
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1. Bizonyitéds (4p kimondds + 0-7p bizonyitas)

o Kleene tétel

Tétel:
Lrec = L3
Bizonyitds:

A kétirdnyt tartalmazast latjuk be.

C77

” =

Be kell latni, hogy L3 rendelkezik a kovetkez6 két tulajdonsaggal:
(a) Tudunk adni 3-as tipusi nyelvtant az elemi nyelvekhez:
- P={S—t}hal={t}
- P={S—e},hal={e}
—P=0,hal =0
(b) L3 zart a reguldris miiveletekre. (kiilon tételként)
77277
Tudjuk, hogy L3 = Lpa = elegendd tetszbleges A VDA esetén

beldtni, hogy L(A) € Lrge-
Szamozzuk meg az automata allapotait a kovetkezéképpen:

A = <{Q17 .. 7qn}7Ta 6a qi1, {aij };:1>

Vezessiik be a kovetkezo jelololést, ahol 1 <4, j <nésk > 0:

Lﬁj ={u € T*:6(q;,u) = gj, és kozben az érintett dllapotok indexe
< k}. A definicié alapjén: L7, = LZjl. A végallapotokta nézve az
uniot:

Ha ViAjAk:igaz a regularitds = L(A) € Lrgq, hiszen Lrpg zart
az unié miiveletre. Az Lﬁ ;-k regularitésa kiilon bizonyithato.



