Analizis 1. (BSc) a 2. zh témakorei 2010. majus
Programtervezo informatikus szak

1. feladat. Szdmitsa ki az alabbi sorozatok hatdrértékét:

(@) a = {2272 em),
(b) ay = { QZi:;3 (n € N),
© ani= () (mEW)
enm (B2 e

Megoldas. (a)

20243 2+ 5
212 \Ni1yxz Vi

n2

éslim(x,,) = 2. A gyakorlaton megmutattuk, hogy ha lim(z,,) > 0, akkor lim(/z,,) =
1. Ezért

(b) Nagy n-ekre a gyok alatti tort n nagysdgrendii, tovdbbd /n — 1, ezért azt

a sejtést alakithatjuk ki, hogy
2n? +3
T e
n—-+4oo n —|— 2

A bizonyitdshoz most a kozrefogasi elvet alkalmazzuk. Mivel minden n-re

[2n2 + 3 . Hn? "
n -+ 2 n

és /5 — 1, /n — 1, ezért a sorozat hatarértéke valéban 1. W

(c) Tekintsiik a kovetkez6 atalakitasokat:
B <3n+1)6n+5_ 1 1 1

- o\ 6nt5 1 3ntiq2 1 3"
G )T ()
3n+1 3n+1 3n+1

Az (1+ :,m—lJrl)?er1 (n € N) sorozat az e szdmhoz tarté (1 + 2)" (n € N) sorozat

részsorozata, ezért a hatarértéke e. Masrészt lim(l + 3n1+1) =1, ezért

lim(a,) =¢ 2. W
(d) A sorozat tagjait most igy alakitjuk at:

(4n+1>n—5 (4('”—{-%))71—5 (4>n—5<n—}-}1)n—5
an == = _— — — .
5n + 3 5(n+32) 5 n+ 3

Mivel lim (%)7#5 = 0 (geometriai sorozat) és a mésik tényez6 korlatos, mert

n—-+o0o

1
n+ g

3
n+z

<1 (neN).
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Nullasorozat és korlatos sorozat szorzata is nullasorozat, ezért

lim(a,) =0. W

2. feladat. Hatdrozza meg

a1 = V3, api1 = V3 4+ 2a, (n € N)
sorozat hatdarértékét.

Megoldas. Rekurziv médon megadott sorozatrdl van szo, ezért elészor a monoto-
nitast és a korlatossagot vizsgaljuk.

Monotonitds. Az els6 néhény tag alapjan sejthetd, hogy az (a,) sorozat monoton
novekedo.

Bizonyitds: teljes indukciéval. Nyilvanvald, hogy a1 = V3 < V3 +2V3 = a,.
Tegytik fel, hogy a,, < a,;1. Ekkor

Qpy1 = V 3+ 2a, < V 3+ 2an+1 = QAn+2,

a sorozat tehat valoban monoton novekedé.

Korlatossdg. Egy felsd korldt keresése: tegyiik fel, hogy (a,) konvergens, és
lim(a,) =: A. A rekurziv Osszefliggésben vegyiikk az n — +oo hatdrdtmenetet.
Mivel

lim(a,11) = A és lim(v/3 + 2a,) = V3 + 24,

ezért A = /34 2A. Az egyenlet egyetlen megoldasa A = 3. Ha a sorozat konver-
gens, akkor csak 3 lehet a hatarértéke. A sorozat azonban monoton névekedd, ezért
ha feliilrol korlatos, akkor 3 egy fels6 korldtja is.

Teljes indukcioval megvizsgaljuk, hogy 3 felsé korlatja-e a sorozatnak.

(i) n = 1-re a; = v/3 < 3 nyilvan igaz.

(ii) Tegyiik fel, hogy a, < 3 egy n € N indexre. Ekkor

a1 = V3 + 2an < V3+2-3=3,

és ez azt jelenti, hogy 3 val6ban egy fels6 korlat, azaz (a,,) felillrél korldtos sorozat.
Konvergencia. A korlatos és monoton sorozatok konvergencidjara vonatkozo
tételiink alapjan az (a,) sorozat konvergens. Fentebb megmutattuk azt, hogy az
A-val jelolt hatarértékére az A = /3 + 2A egyenlet teljesiil. Ennek egyetlen gyoke
3. A sorozatnak a hatarértéke tehat 3.
Osszefoglalva: a sorozat konvergens és 3 a hatarértéke.

3. feladat. Konwvergensek-e az alabbi sorok:

2

n—+1 1 n n
@2 s Y ;3_“<n+1> !

Megoldas. (a) Az 0Osszehasonlité kritériumot érdemes alkalmazni. Ehhez egy

7 . 3 . ’ ’I’L+1 .
sejtést kell kialakitani arrdl, hogy a sor konvergens-e vagy sem. Az Norsn tort
,hagy n-ekre \/Lnj = % nagysagrendi”, tovabba a Z% sor divergens, ezért a sejtés
az, hogy a megadott sor divergens. Ezutan mér a bizonyitas igen egyszerii: mivel

n+1 n 1 1
> =—. - (n e N),
Vit +2n2+3 T Vit +2pt 430t V6 n
valamint a ) £ sor (meg perszea ) ﬁ sor is) divergens, ezért a minorans kritérium

y ntl .
alapjdn a ), _, —==— sor divergens.
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(b) A gyokkritériumot alkalmazuk:

J1 /7 n \N™ 1 [n+1\" 11+1” (1 = +00)
o = - = - — — = — .
3 \n+1 3 n 3 n 3 T Tee

2

—n
. e 7 1 n
Mivel 0 < £ <1,ezérta 3 <n—+1) sor konvergens. W

®

4. feladat Hatdrozza meg a

3 (%4)71 (z € R\ {0})

n=1

fugguénysor konvergenciahalmazdt és az osszeqfiigguényeét.

2
akkor konvergens, ha
2

51

2
Megoldas. A ¢ = — — 1 hanyadost geometriai sorrél van szé; ez pedig pontosan
x

2 2
<l = —-1l<=-1<1 <= 0<=<2 <<= 1<z

2 2

azaz ha x € (—oo, —1) U (1, +00), ezért a konvergenciahalmaz:

KH (Z (% - 1)n> — (=00, —1) U (1, +00).

n=1

A > ¢" geometriai sor Gsszege 1 , ezért az Osszegfiiggvény:

n=0

f(z)ZJf(%—l)n:(%—1)+(%—1>2+(%_1)3+...:

E <_)(_)](_)ﬁ
:2<2x2_—f21) (2 € (—00,—1) U (1, +00)). W

5. feladat. Hatdrozza meg a

> (;:T)Ln (x—=7" (zeR)

hatvanysor konvergenciasugardt és konvergenciahalmazdt.

Megoldas. 7 kozéppontt hatvanysorrdl van szo. Az abszolit értékekbdl képzett
nemnegativ tagi sor konvergencidjanak a vizsgalatahoz a gyokkritériumot alkalmaz-
|z — 7| |z — 7|
= —

zuk:
d <x—7>n' 1k

mert lim ({/n) = 1. A sor tehat abszolit konvergens (kovetkezésképpen konvergens
is) azokban az = € R pontokban, amelyekre
|z — 7]
4

(="

4nn

ha n — +o0,

<l <<= J|r—-7<4 <<= ze€(311).

|z = 17|
_— >

1 1 <= |z—-7>4 <= <3 vagy z > 11,
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akkor a sor divergens, mert a generald sorozata nem nullasorozat.

A hatvanysor konvergenciasugara tehat 4.

Ha |wT_7‘ =1, azaz x = 3 vagy x = 11, akkor a gyokkritérium nem alkalmazhato;
ezeken a helyeken kiilon vizsgélatra van sziikség.

Ha x = 3, akkor a
(=" 1
ARy A -

n=1
harmonikus sort kapjuk, ami divergens.

Ha z = 11, akkor pedig a
(=" (="
4" =
PRk D i

n=1 n=1

sor adédik. Ez Leibniz-tipusu sor, ezért konvergens.
Osszefoglalva: a hatvanysor konvergenciahalmaza a

KH (Z (;72” (z — 7)“) = (3,11]

n=1

intervallum. W



