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1. feladat. Számı́tsa ki az alábbi sorozatok határértékét:

(a) an :=
n

√
2n2 + 3

n2 + 2
(n ∈ N),

(b) an :=
n

√
2n2 + 3

n + 2
(n ∈ N),

(c) an :=
(3n + 1

3n + 2

)6n+5

(n ∈ N),

(d) an :=
(4n + 1

5n + 3

)n−5

(n ∈ N).

Megoldás. (a)

an =
n

√
2n2 + 3

n2 + 2
= n

√
2 + 3

n2

1 + 2
n2

=: n
√

xn,

és lim(xn) = 2. A gyakorlaton megmutattuk, hogy ha lim(xn) > 0, akkor lim( n
√

xn) =
1. Ezért

lim
n→+∞

n

√
2n2 + 3

n2 + 2
= 1. ¥

(b) Nagy n-ekre a gyök alatti tört n nagyságrendű, továbbá n
√

n → 1, ezért azt
a sejtést alaḱıthatjuk ki, hogy

lim
n→+∞

n

√
2n2 + 3

n + 2
= 1.

A bizonýıtáshoz most a közrefogási elvet alkalmazzuk. Mivel minden n-re

1 <
n

√
2n2 + 3

n + 2
≤ n

√
5n2

n
=

n
√

5 · n
√

n,

és n
√

5 → 1, n
√

n → 1, ezért a sorozat határértéke valóban 1. ¥
(c) Tekintsük a következő átalaḱıtásokat:

an =
(3n + 1

3n + 2

)6n+5

=
1(3n + 2

3n + 1

)6n+5 =
1[(

1 +
1

3n + 1

)3n+1]2 ·
1(

1 +
1

3n + 1

)3 .

Az
(
1 + 1

3n+1

)3n+1
(n ∈ N) sorozat az e számhoz tartó

(
1 + 1

n

)n
(n ∈ N) sorozat

részsorozata, ezért a határértéke e. Másrészt lim
(
1 + 1

3n+1

)
= 1, ezért

lim(an) = e−2. ¥
(d) A sorozat tagjait most ı́gy alaḱıtjuk át:

an =
(4n + 1

5n + 3

)n−5

=
(4(n + 1

4
)

5(n + 3
5
)

)n−5

=
(4

5

)n−5(n + 1
4

n + 3
5

)n−5

.

Mivel lim
n→+∞

(
4
5

)n−5
= 0 (geometriai sorozat) és a másik tényező korlátos, mert

n + 1
4

n + 3
5

< 1 (n ∈ N).
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Nullasorozat és korlátos sorozat szorzata is nullasorozat, ezért

lim(an) = 0. ¥

2. feladat. Határozza meg

a1 :=
√

3, an+1 :=
√

3 + 2an (n ∈ N)

sorozat határértékét.

Megoldás. Rekurźıv módon megadott sorozatról van szó, ezért először a monoto-
nitást és a korlátosságot vizsgáljuk.

Monotonitás. Az első néhány tag alapján sejthető, hogy az (an) sorozat monoton
növekedő.

Bizonýıtás: teljes indukcióval. Nyilvánvaló, hogy a1 =
√

3 ≤
√

3 + 2
√

3 = a2.
Tegyük fel, hogy an ≤ an+1. Ekkor

an+1 =
√

3 + 2an ≤
√

3 + 2an+1 = an+2,

a sorozat tehát valóban monoton növekedő.
Korlátosság. Egy felső korlát keresése: tegyük fel, hogy (an) konvergens, és

lim(an) =: A. A rekurźıv összefüggésben vegyük az n → +∞ határátmenetet.
Mivel

lim(an+1) = A és lim(
√

3 + 2an) =
√

3 + 2A,

ezért A =
√

3 + 2A. Az egyenlet egyetlen megoldása A = 3. Ha a sorozat konver-
gens, akkor csak 3 lehet a határértéke. A sorozat azonban monoton növekedő, ezért
ha felülről korlátos, akkor 3 egy felső korlátja is.

Teljes indukcióval megvizsgáljuk, hogy 3 felső korlátja-e a sorozatnak.
(i) n = 1-re a1 =

√
3 ≤ 3 nyilván igaz.

(ii) Tegyük fel, hogy an ≤ 3 egy n ∈ N indexre. Ekkor

an+1 =
√

3 + 2an ≤
√

3 + 2 · 3 = 3,

és ez azt jelenti, hogy 3 valóban egy felső korlát, azaz (an) felülről korlátos sorozat.
Konvergencia. A korlátos és monoton sorozatok konvergenciájára vonatkozó

tételünk alapján az (an) sorozat konvergens. Fentebb megmutattuk azt, hogy az
A-val jelölt határértékére az A =

√
3 + 2A egyenlet teljesül. Ennek egyetlen gyöke

3. A sorozatnak a határértéke tehát 3.
Összefoglalva: a sorozat konvergens és 3 a határértéke. ¥

3. feladat. Konvergensek-e az alábbi sorok:

(a)
∑
n=1

n + 1√
n4 + 2n2 + 3

(b)
∑
n=1

1

3n

( n

n + 1

)−n2

?

Megoldás. (a) Az összehasonĺıtó kritériumot érdemes alkalmazni. Ehhez egy
sejtést kell kialaḱıtani arról, hogy a sor konvergens-e vagy sem. Az n+1√

n4+2n2+3
tört

”
nagy n-ekre n√

n4
= 1

n
nagyságrendű”, továbbá a

∑
1
n

sor divergens, ezért a sejtés

az, hogy a megadott sor divergens. Ezután már a bizonýıtás igen egyszerű: mivel

n + 1√
n4 + 2n2 + 3

≥ n√
n4 + 2n4 + 3n4

=
1√
6
· 1

n
(n ∈ N),

valamint a
∑

1
n

sor (meg persze a
∑

1√
6n

sor is) divergens, ezért a minoráns kritérium

alapján a
∑

n=1
n+1√

n4+2n2+3
sor divergens.
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(b) A gyökkritériumot alkalmazuk:

n

√
1

3n

(
n

n + 1

)−n2

=
1

3
·
(

n + 1

n

)n

=
1

3

(
1 +

1

n

)n

→ e

3
(n → +∞).

Mivel 0 < e
3

< 1, ezért a
∑

n=1
1
3n

(
n

n+1

)−n2

sor konvergens. ¥

4. feladat Határozza meg a
∑
n=1

(
2

x2
− 1

)n

(x ∈ R \ {0})

függvénysor konvergenciahalmazát és az összegfüggvényét.

Megoldás. A q =
2

x2
− 1 hányadosú geometriai sorról van szó; ez pedig pontosan

akkor konvergens, ha∣∣∣∣
2

x2
− 1

∣∣∣∣ < 1 ⇐⇒ −1 <
2

x2
− 1 < 1 ⇐⇒ 0 <

2

x2
< 2 ⇐⇒ 1 < x2,

azaz ha x ∈ (−∞,−1) ∪ (1, +∞), ezért a konvergenciahalmaz:

KH

(∑
n=1

(
2

x2
− 1

)n
)

= (−∞,−1) ∪ (1, +∞).

A
∑
n=0

qn geometriai sor összege
1

1− q
, ezért az összegfüggvény:

f(x) =
+∞∑
n=1

(
2

x2
− 1

)n

=

(
2

x2
− 1

)
+

(
2

x2
− 1

)2

+

(
2

x2
− 1

)3

+ · · · =

=

(
2

x2
− 1

) [
1 +

(
2

x2
− 1

)
+

(
2

x2
− 1

)2

+ · · ·
]

=

(
2

x2
− 1

)
1

1− (
2
x2 − 1

) =

=
2− x2

2(x2 − 1)
(x ∈ (−∞,−1) ∪ (1, +∞)). ¥

5. feladat. Határozza meg a
∑
n=1

(−1)n

4nn
(x− 7)n (x ∈ R)

hatványsor konvergenciasugarát és konvergenciahalmazát.

Megoldás. 7 középpontú hatványsorról van szó. Az abszolút értékekből képzett
nemnegat́ıv tagú sor konvergenciájának a vizsgálatához a gyökkritériumot alkalmaz-
zuk:

n

√∣∣∣∣
(−1)n

4nn
(x− 7)n

∣∣∣∣ =
|x− 7|
4 n
√

n
→ |x− 7|

4
, ha n → +∞,

mert lim ( n
√

n) = 1. A sor tehát abszolút konvergens (következésképpen konvergens
is) azokban az x ∈ R pontokban, amelyekre

|x− 7|
4

< 1 ⇐⇒ |x− 7| < 4 ⇐⇒ x ∈ (3, 11).

Ha |x− 7|
4

> 1 ⇐⇒ |x− 7| > 4 ⇐⇒ x < 3 vagy x > 11,
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akkor a sor divergens, mert a generáló sorozata nem nullasorozat.
A hatványsor konvergenciasugara tehát 4.
Ha

∣∣x−7
4

∣∣ = 1, azaz x = 3 vagy x = 11, akkor a gyökkritérium nem alkalmazható;
ezeken a helyeken külön vizsgálatra van szükség.

Ha x = 3, akkor a ∑
n=1

(−1)n

4nn
(−4)n =

∑
n=1

1

n

harmonikus sort kapjuk, ami divergens.
Ha x = 11, akkor pedig a

∑
n=1

(−1)n

4nn
4n =

∑
n=1

(−1)n

n

sor adódik. Ez Leibniz-t́ıpusú sor, ezért konvergens.
Összefoglalva: a hatványsor konvergenciahalmaza a

KH

(∑
n=1

(−1)n

4nn
(x− 7)n

)
= (3, 11]

intervallum. ¥
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