Analizis 1. (BSc) Az 1. zarthelyi 2010. marcius 26.
Programtervezo informatikus szak

1. feladat. Bizonyitsa be, hogy az

% —2
A= R
{3:102 y2 " < }
halmaz korlatos. Van-e a halmaznak legnagyobb, illetve legkisebb eleme? Hatdrozza meg sup A-t
és inf A-t.
Megoldas. Mivel minden x € R szamra

a?—-2  3(3°4+2)—-2-2 1 8 1

3x2+2 312+ 2 3 3 3x2+42

ezért

1
—1:———« < —<_
(+) 3 3 3.0+2°3 3 32212 3

1
A halmaz tehat valéban korlatos: —1 egy also és 3 egy felso6 korlat.

A halmaznak van legkisebb eleme, ez az © = 0 értékhez tartozé —1 szam, tehat
min A =inf A = —1.
A-nak nincs legnagyobb eleme, mert A barmelyik eleménél van nagyobb A-beli elem.
Val6ban, tetszoleges x € R esetén
N 1 8 1 - 1 8 1 cA
3 3 32242 3 3 3(x+1)2+2
Mivel A nem iires, feliilr6l korldtos halmaz, ezért van szuprémuma. A (x)-bdl | sejthetd”,
hogy
A 1
sup A = —.
PL=3
Bizonyitds:
(i) Azt mar lattuk, hogy % egy fels6 korlat.
(ii) Megmutatjuk, hogy 3 a legkisebb fels§ korldt, azaz

2-2 1 8 1 1
Ve>0hozdzeR: — = _-_°5. _ 1 2_
(%) £ a 31212 3 3 3a2+2 3

Val6oban, ha z € R, akkor

1 8 1 1 8 § , 18 2)
e e ——— _—— 6 ﬁ —_ E ﬁ x —_— —_——
3 3 32242 3 3 32242 3\3e ’
. 14 /8 . ) I ) 1
ezért (xx) példdul az x = 3\ 2 véalasztassal teljesiil, tehat sup A = 3 [
€

2. feladat. Hatdrozza meg a D := [0,2] halmaznak az f(z) = /|20 — 1| (x € R) fliggvény
altal létesitett osképét.

Megoldas. Halmaz fiiggvény altal létesitett Gsképének a definicidja alapjan

fUD={xeDs| f(z) e D} = {x e R| 0 < /|2x — 1] < 2},

és ez azt jelenti, hogy az f~![D] halmaz a

Ve —1] <2

egyenlotlenség megoldashalmaza.



Mivel
V2r—1<2 <= [2z-1|<4 <= —-4<2r-1<4 <— -

Do o
IN
8
IA
DO | Ot

ezért -
D= |-,Z|. ®
D)= 5.5
3. feladat. Invertdlhato-e az
(a) f(x):=]2z+1] (z€R),
20+ 1 ha 0 <x<1
b = ’ -~
(b) f(=) {10—3x, hal<x <2
fliggvény? Ha igen, akkor hatdrozza meq az f~1 fiigguényt.

Megoldas.
(a) A fiiggvény nem invertdlhato, ui. 0,—1 € Dy és f(0) =1 = f(—1).

(b) Invertilhatdsag.
(i) Ha 0 < z,t < 1, akkor

flx)=f(t) = 22+1=2t+1 = z=t.
(i) Ha 1 < z,t < 2, akkor
fle)=f(t) = 10-3zx=10—-3t = z=t.

(ii) Ha 0 < 2 < 1, akkor 1 < 2z + 1 < 3, ezért f(z) € [1,3]. Ha 1 < t < 2, akkor
4 <10 -3t < 7, azaz f(t) € [4,7). Most tehat = # ¢, és mivel a [1,3] N [4,7) = 0, ezért
fx) # f(t).

Az (i), (ii) és (iii) alapjan az f fliggvény invertalhatd.
Az inverz eldallitasahoz elSszor az f~! fiiggvény értelmezési taromdanyat, vagyis f értékkész-
letét kell meghatarozni. A (c)-ben leirtakbdl kovetkezik, hogy
Ry C[1,3|U[4,7).
A forditott tartalmazés is igaz, ui.
—1
ha y € [1,3], akkor y=22+1 = =z = yT € [0, 1],

10 —
ha y € [4,7), akkor y=10—3z = z= Y

€ (1,2].

Ez azt jelenti, hogy minden y € [1,3] U [4,7) szamhoz létezik olyan = € Dy, amelyre f(z) =y
teljesiil, azaz [1,3] U [4,7) C R;. Megmutattuk tehdt azt, hogy

Df71 = Rf = [173] U [47 7)a

és az inverz fiiggvény:

—1
5= haye.s
71 _
=W =91_ y
T hay € [4,7). [ |
4. feladat. Sejtse meg az
n® —2ny/n + 1
n = eN
W= a1 €N

sorozat hatdarértékét, majd a definicio alapjdn bizonyitsa be a sejtését.
2



Megoldas. Az

2 1
R
n® —2ny/n +1 n\/ﬁ+n3
B P e 31
24—+
n o n
atalakitas alapjan
a sejtés: lim(a,) = 3
A bizonyitds: Azt kell megmutatni, hogy
n® —2nyn+1
Ve > 0-hoz dng € N, Vn >mng, n € N-re: 8 3 1 1

A | szokdsos” mddon jarunk el:

nd—2nyn+1 1

2n3 +3n2+1 2 22n3+3n2+1) — 4n?
4An? + 3n? + n? 8n? 2
< =—=—<ec.
- 4n3 4n3  n

2
Az utolsé egyenlGtlenség teljesiil, ha n > —. Tetszbleges € > 0 esetén az
€

52 1 1
n ny/n + __‘<€

M3 +3n2+1 2

_‘_ | —4ny/n — 3n% + 1| < | —4ny/n — 3n* + 1| <

2 2
egyenlGtlenség tehat valéban fenndll, ha n > ng := [—] + 1. (Az ¢ > 0 szdmhoz tehat {—} +1
€

egy ,,jo" kiiszobindex). W

5. feladat. Szamitsa ki a kovetkezd sorozatok hatarértékét:
(a) n-++v2nt—+1

a) a, = ————
3n?+vn+1

(b) an :==+/n+yn—vn—1 (n=1,2,...);

(n=1,2,...);

(_2)n—3 + 9n+2
32n71 + 2n73

Megoldas. (a) A szamldlét és a nevezdt leosztjuk n2-tel:

1 1
IR RS R S

a, = =
3?24+ /n+1 1 1

3+ E—i_ﬁ

(¢) ay = (n=1,2,...).

Mivel
1
lim —=0 és lim +/a,= VA, ha lim(a,) = A,

n—4oo N n—-+oo

ezért a szamlaléban levo sorozat \/§—héz, a nevezoben levo sorozat 3-hoz tart

hatarértéke tehat v/2 /3, azaz

V2

lim(a,) = —.

3
3

3

. A hényadosuk



(b) Most gyoktelenitéssel alakitjuk at a sorozat tagjait megadé kifejezést:

=4/n n—vn—1= n n—vn—1]- nt vt no L
e tvn ( tve 1) vn+yvn+vn—1

1
L+

vn+1

WWF\/TF

A szamlaléban levo sorozat 1-hez, a nevezoben levé sorozat pedig 2-hoz tart, ezért a hanyadosuk
hatérértéke 1/2, tehét

1
lim(a,) = 5
(c) A kovetkez6 atalakitasokat végezziik el:

1 1 2\"
n n —_— . - 1
(_2)n73 + 9n+2 —g . (—2) + 81-9 ( 8) ( 9) + 8

an: = =

32n—1 + on—3 1 1 1 1 2\"
—.On L _.9n — 4 — | =
3 8 3 8 \9
Mivel lim(¢") = 0, ha |¢q| < 1, ezért a szdmlaléban levé sorozat 81-hez, a nevezében levé pedig
1/3-hoz tart, ezért a hanyadosuk hatarértéke 243, azaz

lim(a,) =243. W




