Analizis 1. (BSc) Az 1. zh témakoérei 2010. marcius
Programtervezo informatikus szak

1. feladat. Igazolja, hogy az

9 _
A::{ 3 mERéstO}

S5r +1

halmaz korlatos. Van-e a halmaznak legnagyobb, illetve legkisebb eleme? Hatdrozza meg sup A-t
és inf A-t.

Megoldas. Eoszor atalakitjuk a halmaz elemeit megadd kifejezést:

— —2Bz+1)+2+2
) 2—3z  —3(Gr+1)+;+ :_§+§. 1
5 5 br+1
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Ebbdl az alakbdl mar rogton kovetkezik, hogy minden x > 0 valds szamra teljesiil a
3_3.13 1 _ 3 13 1
5 5 5 bx+17 5 5 5-0+1

egyenl6tlenség. A halmaz tehat valéban korlatos: —% egy also és 2 egy felso korlat.

A halmaznak van legnagyobb eleme, ez az x = 0 értékhez tartozo 2 szam, tehat
max A =sup A = 2.

A-nak nincs legkisebb eleme, mert A barmelyik eleménél van kisebb A-beli elem. Valéban,
tetszoleges x > 0 esetén

A5 3 n 13 1 - 3 n 13 1 c A
5 5 bdr+1 5 5 5(xz+1)+1
Mivel A nem iires, alulrdl korldtos halmaz, ezért van infimuma. A (x) dtalakitdsbdl ,sejt-

het6”, hogy
3
inf A=——,
5)
és ezt az allitast igy bizonyitjuk be:
(i) Azt mar lattuk, hogy —% egy alsé korlat.
(i) Megmutatjuk, hogy —32 a legnagyobb als6 korlat, azaz
2 —3x 3 13 1

3
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Mivel

—=. — — —.
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ezért (sx) pl. az 2 := 2 (> 0) vélasztéssal teljesil. W

3 13 1 3 13 1 1<13 )

2. feladat. Hatdrozza meg a C' := [0, 1] halmaznak az f(z) := 32*> — 2 (x € R) figgvény dltal
létesitett képét.

Megoldas. Halmaz fiiggvény altal 1étesitett képének a definicidja szerint
fIC)=f[l0,1]] ={f(z) eR|z€[0,1]} ={32° —2€ R |0 <z < 1}.
Mivel minden z € [0, 1] szamra
—2=3-0-2<32?-2<3.1-2=1,

ezért



(1) f[C] C [-2,1].
Most megvizsgaljuk igaz-e a forditott iranyu tartalmazas, vagyis igaz-e a
[=2,1] C fIC]
relacié; azaz tetszéleges y € [—2, 1] esetén van-e olyan x € C' = [0, 1], amelyre
flz)=32"-2=y.
Ebbél az egyenléségbdl x = ++/(y + 2)/3 adddik. Ha y € [—2, 1], akkor

Y+ 2
=4/=—7—¢€|0,1
X 3 E[,],

és f ezen az x helyen éppen y-t vesz fel, ezért y € f[C] is fenndll. Megmutattuk tehat azt, hogy
(2) [-2,1] c f[C].
Az (1) és a (2) relaciékbdl kovetkezik, hogy
flel=[-21]. =
3. feladat. Hatdrozza meg a D := [1,3] halmaznak az f(z) :== 1+ 2z — 2% (z € R) fiigguény
daltal létesitett dsképét.
Megoldas. Halmaz fiiggvény altal 1étesitett dsképének a definicidja alapjan
f'D)={zeD;| flz) e D} ={zeR|1<1+2z—2> <3},
és ez azt jelenti, hogy az f~'[D] halmaz az
1<1+42z—2*<3

egyenlotlenségrendszer megoldashalmaza.

Jelolje My az 1 < 142z — 22, M, pedig az 1+ 2z — 2% < 3 egyenl6tlenség megolddshalmazdt.
Ekkor tehét f~[D] = My N M.

Mivel 1 <1+2z—22 <= 0<2r—2’=202—-12) < 0<x<2 ezért M; =10,2].

Mésrészt 1 +2r — 12 <3 <= 22 —2rx+2=(r—1)2+1>0. Mivel ez az egyenlétlenség
minden x valés szamra teljesiil, ezért My = R.

A fentieket Gsszefoglalva kapjuk, hogy

Dl =M NM,=[0,2NR=10,2]. W

4. feladat. Invertdlhato-e az
r+2, ha0<z<l1
5—x, hal<zx<2

0) f@) = VITF (@e(-3.3), () f@) ;:{

fligguény? Ha igen, akkor hatdrozza meg az f~' fiigguényt.

Megoldas.
Az f fiiggvény pontosan akkor invertalhatd, ha kiilonbozé értelmezési taromanybeli pon-
tokban kiilonboz6 helyettesitési értékeket vesz fel, azaz

Ve, t €Dy, x#t = f(x)# f(1).
Ez azzal ekvivalens, hogy
Ve, t € Dy, flx)=f(t) = z=t.
Az f fliggvény pontosan akkor nem invertalhatd, ha
Ja,t € Dy, x #t, amelyekre f(z) = f(¢).
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(a) A fiiggvény nem invertdlhatd, vi. —1,1 € Dy és f(1) = /8 = f(—1).

(b) Invertalhatésag. Mivel a fiiggvény esetszétvalasztassal van értelmezve, ezért a fenti
tulajdonsagot is esetszétvalasztassal ellenorizziik.

(i) Ha 0 < z,t < 1, akkor

flx)=f(t) = z+2=t+2 = z=t.
(ii) Ha 1 < z,t < 2, akkor

fle)=ft) = b—zx=5—-t = z=t.

(iii) Ha 0 < x < 1, akkor 0 < z+42 < 3, ezért f(x) € [0,3). Hal <t < 2, akkor 3 < 5—t <4,
azaz f(t) € [3,4]. Most tehdt x # t, és mivel a [0,3) N [3,4] = 0, ezért f(z) # f(t).

Az (i), (ii) és (iii) alapjan az f fliggvény invertalhatd.

Az inverz eldallitasahoz el6szor az f~! fiiggvény értelmezési taromanyét, vagyis f értékkész-
letét kell meghatdrozni. A (c)-ben leirtakbdl kévetkezik, hogy

R C[0,3)U[3,4] =10,4].
A forditott tartalmazés is igaz, ui.
ha y€[0,3), akkor y=2+4+2 = z=y—-2¢€/0,1),
ha y € [3,4], akkor y=5—-—2 = z=5—-ye]ll,2].

Ez azt jelenti, hogy minden y € [0, 4] szamhoz létezik olyan x € Dy, amelyre f(x) = y teljesiil,
azaz [0,4] C Ry. Megmutattuk tehat azt, hogy

Dy = Ry = [0,4],

és az inverz fliggvény:

5—y, haye[3,4]. [ ]

5. feladat. Legyen f(x) := 2? (x € RY), g(z) := 2+ 1 (x € RY). Invertdlhaté-e az fog
figguény? Ha igen, adja meg az inverzét.

1) = {y —2, hay€l0,3)

6. feladat. Sejtse meg az

n? —2y/n—3n
2n? 4+ 1

sorozat hatarértékét, majd a definicio alapjdn bizonyitsa be a sejtését.

Megoldas. Az

ap, =

(n € N)

1 2 3

n? —2y/n — 3n ndon
an:: D) —= 1
2n® +1 24 —
n

atalakitas alapjan
a sejtés: lim(a,) = 1.
A bizonyitds: Azt kell megmutatni, hogy

n?—2yn—3n 1

Ve > 0-hoz dnyg e N, Vn >ng, n & N-re: om2 + 1 92

< E.

A | szokdsos” mddon jarunk el:
n?—2yn—3n 1 —4\/5—6n—1‘_6n+4\/ﬁ+1<6n+4n+n<12n

2 2(2n2 4+ 1)
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22n?2+1) — 4n? ~4n?  n
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3
Az utolsé egyenlGtlenség teljesiil, ha n > —. Tetszbleges € > 0 esetén az
€
2-2n-3 1
n vn=3n 1 .
2n2 +1 2

3 3
egyenlotlenség tehat valéban fenndll, ha n > ng := [—] + 1. (Az € > 0 szdmhoz tehét {—1 +1
€ €

egy ,,jo" kiiszébindex). W

7. feladat. Szdmitsa ki a kovetkezd sorozatok hatdarértékét:

vnt—n4+1

n=12...);
n?—+/n+2 ( )

(a) ay, :==

(b) ap:=n+3—vn?—2 (n=2,3,...);

21771 + (_3)n+2
(C) an -= 22n + 3n—1

(n=1,2,...

~—

Megoldas. (a) A szdmldlét és a nevezdt leosztjuk n-tel:

] 1 1
Wt nt 1 Tt

an: g
n2—vn+2 1 2
1=+ —
nd  nt

Mivel
1
lim —=0 és lim +/a,= VA, ha lim(a,) = A,

n—4oo N n—-+4oo

ezért a szamlaléban levé sorozat 1-hez, a nevezdben levo sorozat 1-hez tart. A hanyadosuk
hatarértéke tehdt 1, azaz

lim(a,) = 1.

(b) Most gyoktelenitéssel alakitjuk at a sorozat tagjait megadd kifejezést:

n+3+vn2—-2
n+3+vn?—2

an:n—l—3—\/n2—2:(n+3—\/n2—2)-

11

(n+32—-(n>-2)  6n+11 6+—
n+3+vn2—2 n+3+vn2—2 1+3+ ) 2
n n?

Mivel lim(1/n) = 0 és lim(y/1 — 2 ) = 1, ezért a konvergens sorozatok sszegére és szorzatdra

vonatkozo tételiink alapjan a szamlaloban levé sorozat 6-hoz, a nevezében levé sorozat pedig
2-hoz tart. A héanyadosuk hatarértéke 3, ezért

lim(a,) = 3.
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(c) A kovetkez6 atalakitasokat végezziik el:

91-n + (_3)n+2 _ % + (— ) (— ) B 8 4
22n 4 3n—1 B 3" - 1 3\" ‘
4 4+ — 1+=2.(2

Mivel lim(¢™) = 0, ha |g| < 1, ezért a szdmlaléban lev sorozat 0-hoz, a nevezdben levé pedig
1-hez tart, ezért a hanyadosuk hatarértéke 0, azaz

lim(a,) =0. W



