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1. fejezet
Linearis leképezések

1. Vektorterek linearis leképezései

1.1. Feladat. Legyenek V; és V, vektorterek a T test felett. Bizonyitsa be,
hogy egy o : Vi — V; leképezés pontosan akkor linearis, ha barmely a, 3 € T
és x,y € V) esetén

(1) ploz + By) = ap(z) + Be(y),

azaz a lineéris leképezések definiciéjaban szerepld két tulajdonség (additivi-

tas és homogenités) az (1) tulajdonsdggal egyenértékii!

Megoldads.
1. Tegyiik fel, hogy ¢ linearis. Ekkor az additivitds miatt

plazx + By) = plaz) + ¢(By),

és a homogenitas miatt

plaz) + ¢(By) = ap(z) + Be(y),

tehat teljestil az (1) tulajdonsag.

2. Tegyiik fel, hogy teljesiil az (1) tulajdonsag. Ekkor az @ = g = 1
valasztéassal adodik az additivitas illetve a 8 = 1 és y = 0 vélasztassal
megkapjuk, hogy ¢ homogén. B

1.2. Feladat. Legyenek Vi és Vo vektorterek a T test felett. Bizonyitsa be,
hogy barmely ¢ : Vi — Va lineéris leképezés

1. a nullvektort nullvektorba képezi,
2. linedrisan fiiggd vektorokat linedrisan fiiggd vektorokba képez.

Megoldds.

1. A linearis leképezések additivitasa miatt
©(0) = (04 0) = ¢(0) + »(0) = 2¢(0),
igy ¢(0) = 0.
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1. LINEARIS LEKEPEZESEK

Tegyiik fel, hogy az (a) = (ay,...,a,) vektorrendszer linearisan fiiggd.
Ekkor léteznek olyan Aq,..., A, € T nem mind nulla egyiitthatok, hogy

Aag + -+ Apa, =0,
igy
0=0(0) =p(Aia; + -+ Ana,) = Mip(ay) + -+ Anpla,),

tehat a p(ay),...,¢(a,) vektorrendszer szintén linearisan fiiggs, mert
beldliik a nullvektor elgéallithatd nem trivialis linearis kombinacioként.

1.3. Feladat. Ellendrizze a linedris leképezések definiciéja alapjan, hogy az
alabbi leképezések linedrisak-e vagy sem.

L P R2 - Rv 90(:617:52) =1

2. ¢:R* 5 R?, (a1, m9) = (z1 4 1,22)

3. ¢:R* 5 R3 (a1, 39, 13) = (z1 + 239, T3 — T3, 22)

4 ¢ :R* S R3 oz, 1) = (x1, 2122, 22)

5. ¢ RF — R", o(x) = Az, ahol A € M,k

6. p:P3— Po, <p(a3x3 + a2x2 +a1x + CLQ) = 3a3x2 +a;

7. (V2R Mnxn - Mnxna QD(A) = AT

Megoldds.
1. Ellendérizziik kiilon az additivitast és a homogenitéast:
elzt+y) = o((z1,22) + (Y1,92)) = @(@1 +y1,22 + y2) = 21 + Y1,

) +oly) = e@1,22) +Y1,y2) =21+ Y1,
tehat az additivitas teljesiil. Mivel
e(Az) = o(AMz1,22)) = p(Ax1, Ax2) = Ary = Ap(a1, 22) = Ap(),
igy a homogenitas is teljesiil és a leképezés lineéris.

2. Megvizsgaljuk, hogy additiv-e a leképezés:

o((z1,22) + (y1,92)) = (@1 +y1,22 +y2)
= (x1+wy+1Lz2+y2),
o(z1,22) +o(y1,y2) = (w14 1,22) + (y1 +1,92)
= (x1+y1+ 2,22+ y2),

tehat nem az. Ez egyébként abbol is lathato, hogy ¢(0,0) = (1,0) (lasd
1.2 feladat).
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3. Most a linearitéas ellenérzésére az 1.1 feladatban szerepld (1) tulajdon-
sagot hasznéljuk:

(a1, xe, 23) + B(y1,Y2,y3)) =

p(azy + By, axa + By2, axz + Bys) =

((cx1 + By1) + 2(axs + By2), (axs + By2) — (3 + Bys), axs + By2) =
(@1 + 222) + By1 + 2y2), (@2 — x3) + B(y2 — y3), a2 + By2),
(1,2, 73) + Be(Y1,Y2,Y3) =

oy + 2x2, 02 — @3, 2) + B(y1 + 2y2, Y2 — Y3, Y2) =

(w1 + 272) + B(y1 + 2y2), (w2 — 3) + B(y2 — y3), ax2 + By2),

tehat a leképezés linearis.
4. Ellendrizziik a homogenitéast:

o(Nx1,22)) = @Ay, A\r2) = (A1, Ax1AT2, A22),
Ap(x1,m9) = MNay, z1me, 22) = (Ax1, AT122, AT3),
tehat nem linearis a leképezés.
5. A matrixmiiveletek tulajdonsagait felhasznalva igazolhato, hogy ez a
leképezés linearis:
plaz + By) = Alaz + By) = adz + BAy = ap(z) + Be(y).
6. Ez a leképezés is linearis, hiszen additiv:
e(p+q) = ¢lazz® + axz® + ar12 + ap + bya® + boz® + byx + by)
= o((ag +b3)x> + (ag + b2)2? + (a1 + b))z + (ag + bo))
= 3(as+ b3)l‘2 + (a1 +b1) = 3asz? + ap + 3bsz? + by
= lazz® 4+ asx® + a1z + ag) + @(bsz® 4 box? + bz + by)
= ¢(p) + ¢(q)
és homogén:
oAp) = oA azx® + agr® + a1z + ap))
= p(Aazz® 4+ Aagzr? + Aar1x + Aag) = 3hazz® + \ay
= Aasaz® + a1) = Mp(aza® + aoa” + a1z + ag) = Ap(p).
7. A transzponéalas tulajdonsigai miatt ¢ linearis:
plaA +BB) = (aA+(B)" = aA” + BB = ap(A) + Bp(B).
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1.4. Feladat. Legyenek Vi és Vo vektorterek a T test felett. Bizonyitsa be,
hogy egy ¢ : Vi — Vs linedris leképezés esetén Ker p altér.

Megoldds. A leképezés nulltere (vagy magtere) azon vektorokat tartalmazza,
amelyeket ¢ a nullvektorba képez:

Ker p = {z € Vi|p(z) = 0},

és soha sem {iires halmaz, hiszen 0 € Kery (lasd 1.2 feladat). Bizonyita-
nunk kell, hogy zart a vektortér mtiveletekre nézve, azaz nulltérbeli vektorok
Osszege és skalarszorosa is nulltérbeli.

Legyen z,y € Ker ¢, tehat p(z) = ¢(y) = 0. Ekkor az additivitas miatt

plz+y)=e(@)+ely) =0+0=0,
tehéat (z+y) € Ker . Ha pedig A € T tetsz6leges skalar, akkor a homogenités
miatt p(Az) = Ap(z) =0, igy (Az) € Ker ¢.

1.5. Feladat. Legyenek V; és V, vektorterek a T test felett. Bizonyitsa be,
hogy egy ¢ : Vi — V; linearis leképezés esetén (V1) altér.

Megoldas. A leképezés képtere azon Vo-beli vektorokat tartalmazza, amelyek
elGallnak valamely Vi-beli vektor ¢ altali képeként:

e(V1) ={y € Va|3z € V1 : p(x) = y},

és sohasem iires halmaz mert a nullvektor midig eleme ¢(0) = 0 miatt.
Belatjuk, hogy zart az Osszeadasra és a skalarszorzasra.

Legyen y .y, € ¢(V1). Ekkor léteznek z,, z, € V1 vektorok, hogy ¢(z;) =
Yy, és o(zy) = Y, 18y ¢ additivitasa miatt

() +22) = p(z1) + (29) =Y, + Yy

tehdt y, +y, € p(V1). Ha A € T tetszbleges, akkor a homogenitds miatt
o(Az;) = Ap(z;) = )\gl, azaz )\gl € o(V1).
1.6. Feladat. Legyenek V; és Vo vektorterek a T test felett. Bizonyitsa be,

hogy egy ¢ : Vi — Va linedris leképezés akkor és csak akkor injektiv, ha
Ker ¢ = {0}.

Megoldads.

1. Indirekt tegyiik fel, hogy a leképezés injektiv (azaz kiilonboz6 vektorok
képe kiilonbo6zs), de Ker ¢ tartalmaz a nullvektortol kiilonb6zs x elemet
is. Ekkor ¢(z) = 0 és ¢(0) = 0, igy az injektivitas miatt z = 0 lenne,
ami ellentmond annak, hogy x nem nullvektor.
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2. Tegyiik fel, hogy Ker ¢ = {0} de ¢ nem injektiv, azaz létezik z,,z, € V3
ugy, hogy z; # z, de p(z;) = ¢(x,). Ekkor ¢ linearitasa miatt

(a1 — 29) = p(z71) — p(z2) = 0,

tehat (z; —x9) € Kerp és (z; — 25) # 0, ami ellentmond annak, hogy
ker ¢ csak a nullvektort tartalmazza.

1.7. Feladat. Legyen ¢ : Vi — V5 linedris leképezés. Vialaszoljon a kévetkezd
kérdésekre a nullitas és rangtétel alapjéan!

1. Ha aVj vektortér dimenzidja 3 és o rangja 2, akkor mennyi ¢ defektusa?
2. Lehet-e ¢ sziirjektiv leképezés, ha V, és Vo dimenziéja megegyezik és
Ker ¢ dimenzidja 27
3. Lehet-e ¢ injektiv, ha Vo dimenziéja kisebb, mint V| dimenziéja?
4. Ha dimVy = n és ¢ izomorfizmus, akkor mennyi Va,Kerp és p(V1)
dimenziéja?
Megoldds.

1. A nullitdas és rangtétel szerint dimV; = def + rgp, ahol defp =
dim Ker ¢ a ¢ defektusa és rg o = dim (V1) a ¢ rangja, tehat def o = 1.

2. Nem, mert sziirjektiv leképezés esetén rgyp = dimp(Vy) = dim V3, de
itt rgp =dimV; —2=dimV, — 2.

3. Nem, mert injektiv leképezés esetén az el6z6 feladat alapjan def o = 0,
a nullitas és rangtétel szerint igy dim V3 = rg ¢ = dim p(V7) lenne, ami
lehetetlen (V1) C Vi miatt.

4. Ha ¢ izomorfizmus, akkor injektiv és sziirjektiv is, tehat dim Kerp =
def ¢ =0 és (V1) = Vo miatt dimp(V}) =rge = dim Vs = n.

1.8. Feladat. Hatdrozza meg az aldbbi lineéaris leképezések nullterét és
képterét illetve a leképezések defektuséat és rangjat.

1. o:R®* 5 R% o(x1, 9, 23) = (21,0)

2. ¢ :R* 5 R? oz, 1) = (z1 + 22,21 — x2)
3. @ R3 — Rg, go(l'l,l'g,l'g) = (IL‘1 + X2,T9 — T3, —X1 + T2 — 21‘3)
4. o:R* - RY,

T 1 + 229 + 33 — 24

To | 201 4+ xo — x3 + 224

1 x3 | | —x1+ 20+ 4a3 — 32y

T4 Tr1 — T — 41'3 + 31‘4
5. ¢ :R* = RY p(21,29,23) = (21,21, 21, 73)
6. @ Mnxn - Man7 ()O(A) =A- AT
7. ©: Py — P3, lagr?® + a1x + ag) = a12> + a12? + (ag + ag)r + ay
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Megoldads.
1. A ¢ leképezés nullterét azon z € R? vektorok alkotjak, amelyekre

o(x) = 0, tehat keressiik azon z = (x1,x9,x3) vektorokat, amikre
o(x1,x9,23) = (21,0) = (0,0). Innen z; = 0 és x9, x3 tetszSleges valos
szamok, igy

Ker o = £((0,0,1),(0,1,0)),

@ defektusa 2, gp(R?’) = L(1,0) a leképezés képtere és ¢ rangja 1.
Ker ¢ meghatarozasahoz keressiik azon x = (x1, z2) vektorokat, amikre
o(z) =0, tehat

x1+x9 =0
T1—T2 =0

homogén lineéris egyenletrendszer megoldéasait. Mivel ennek az egyen-
letrendszernek csak az x = (0,0) vektor tesz eleget, igy Kerp = {0}, a
defektus nulla, azaz ¢ injektiv. A nullitas és rangtétel szerint ¢ rangja
ketts, tehat a képtér megegyezik R2-vel, igy ez a leképezés egy izomor-
fizmus.

A leképezés nullterét a p(z) = 0 homogén linearis egyenletrendszer
megoldastere adja:

o D) =0 r1+ Z9 =0 T1+x2 =0
To— I3 =0 ~ Tro— I3 =0 ~ To—XI3 =0
—x1+x9—2x3 =0 2x9—2x3 =0

tehat (z1,z2,23) = (—1,1,1)t ahol t € R tetszbleges, igy Kerp =
L(—1,1,1) és a leképezés defektusa 1.

Tetsz6leges linearis leképezés képterének egy generatorrendszerét ad-
jak a bazisvektorok képei. Mivel ezek nem sziikségképpen linearisan
figgetlenek, ki kell belgliikk valasztani egy maximélisan linearisan fiig-
getlen vektorrendszert. Hatarozzuk meg tehat a természetes bézis vek-
torainak ¢ altali képeit: ¢(1,0,0) = (1,0,—1), ¢(0,1,0) = (1,1,1),
©(0,0,1) = (0,—1,—2). Most valasszunk ki bel6liik egy maximéalisan
linearisan fiiggetlen vektorrendszert (a nullitas és rangtétel szerint ez
két vektorbol fog allni):

ole) /1 0 -1 1 0 -1 10 -1
o)1 1 1] ~ 0o 1 2]~f01 2
olez) \0 -1 —2 0 -1 —2 00 0

igy tehat p(R?) = L(p(e;), p(es))-
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4. Az el6z6 feladatokhoz hasonloan, megoldjuk a ¢(z) = 0 egyenletrendsz-
ert:

1 2 3 -1 1 2 3 -1 1 2 3 -1
2 1 -1 21 |0 =3 -7 4| 10 =3 -7 4
-1 1 4 -3 0o 3 7 -4 o o o0 0]
1 -1 -4 3 0 -3 -7 4 0 0 0 O
innen a megoldasok halmaza

1 -5/3 5/3

T2 o 4/3 —7/3

vs | = 0 t1 + 1 to

Ty 1 0

ahol t1, 9 tetszSleges valés szamok. Tehat
Ker p = £((-5,4,0,3),(5,-7,3,0)).

A képtér meghatéarozasahoz sziikségiink van a természetes bazis vek-
torainak képeire: ¢(1,0,0,0) = (1,2,-1,1), ©(0,1,0,0) = (2,1,1,-1),
©(0,0,1,0) = (3,—1,4,—-4), ©(0,0,0,1) = (—1,2,-3,3). A nullitas és
rangtétel szerint a képtér dimenzidja 2, igy ki kell vélasztani ebbdl a
4 vektorbol kettd linearisan fiiggetlen vektort. Lathato, hogy barmely
kettd fiiggetlen, igy példaul o(R*) = (¢(e;), ¢(es)).

5. Mivel p(z1,22,23) = (21,21, 21,23) = (0,0,0,0) pontosan akkor tel-
jesiil, ha 1 = 0, z2 = 0 és x3 tetszbleges valos szém, igy Kerp =
£(0,0,1). A természetes bazis elemeinek képei: ¢(1,0,0) = (1,1,1,0),
©(0,1,0) = (0,0,0,0) és ¢(0,0,1) = (0,0,0,1), tehat

e(R?) = L{p(ey), ¢les))-

A leképezés defektusa 1, rangja 2.

6. A magtér meghatarozasanak esetén a kérdés az, hogy milyen A € M, xn
méatrixok esetén lesz p(A) = O. p(A) = A — AT = O akkor és
csak akkor teljesiil, ha A = AT azaz a szimmetrikus métrixok es-
etén. A példatar elsé részének 4.12 feladata alapjan a szimmetrikus
métrixok alterének dimenzidja n(n + 1)/2, (egy lehetséges bézisa pedig
azon matrixokbol all, amelyekben egy darab 1-es szerepel és a tobbi
elem nulla, az 1-es a f6atloban vagy a felett helyezkedik el). Jelolje Ej;
azt a matrixot, aminek ¢. soranak j. eleme 1l-es, a tobbi nulla. Ekkor
tehat

Az My« vektortér természetes bazisat az F;; matrixok alkotjak,
ahol 0 < 4,5 < n. Ezen matrixok ¢ altali képei p(E;;) = E;j — Ej;
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alaktak, ¢(F;;) és p(Ej;) egymas (—1)-szeresei, tovabba p(E;) = O.
Ezen matrixok altal generalt altér a ferdeszimmetrikus métrixok altere
(lasd 4.12 feladat), amelynek dimenzioja (n — 1)n/2, tehat

Lathato, hogy a nullitas és rangtételnek megfelelGen a defektus és a rang
Osszege n?, vagyis éppen az n x n-es matrixok vektorterének dimenzioja.
7. Mivel
a1z + a12® + (ag +ap)r +a; =0

akkor és csak akkor teljesiil, ha a; = 0 és ag = —aq, igy a leképezés
nullterét az (ax? — a) alaki polinomok alkotjak, ahol a € R. Tehat
Kerp = L(z? — 1), a defektus pedig 1.

A természetes bazis képei: ¢(22) =z, p(z) = 23 +22+1, p(1) = ,
amib6l az els6 kettd linearisan fliggetlen, igy ¢(P2) = L(p ( 3, p(x)).
A leképezés rangja 2.

1.9. Feladat. Legyen ¢ : R" — R* linedris leképezés. Igazoljuk, hogy
ekkor létezik olyan A € My, matrix, hogy ¢(z) = Az. Ezt a métrixot a
lineéris leképezés természetes bazisra vonatkoz6é métrixanak nevezziik.

Megoldds. Jeldlje (e) = e;,...,e, a természetes bazist R"-ben. Ekkor x =
x1€1 + - - + Tpe,, és a linearitds miatt
p(z) = z10(€1) + -+ + 2np(ey),
ahol p(e;) € R* minden 1 < j < n esetén. Legyen Aij a p(e;) vektor i.
koordinataja. Ekkor
(Az); = Apx1 + -+ + Ainxn = 2100(€1)i + - + Tnp(en)i = @(2)i,

tehat a keresett méatrix j-edik oszlopaba a j-edik bézisvektor képének ko-
ordinatéi keriilnek.
1.10. Feladat. Hatdrozza meg az alabbi linearis leképezések matrixat!

L ¢:R® - R? o(21,29,73) = (01 + 72 + 203, 3 + 323),

2. ¢ :R® 5 RY, (a1, w2, 23) = (21 — 29,7 + 73,72, 71 + T2 — T3),

3. @ R4 — R; 90(:617:527:537:54) = (—CCl + T — I3 + .CC4),

4. paz R2-beli origéra tiikrézés,

5. ¢ az R*-beli [x,y] stkra valé merdleges vetités.

(Hasonlé jellegti feladatokrél bévebben a Linearis transzformaciok cimi részben
lesz s706.)
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Megoldads.
1. A keresett matrix 2x 3 tipust, els6 oszlopaban az (1,0, 0) vektor képének

(1) , mésodik oszlopa a (0,1,0) vektor

koordinatai szerepelnek, azaz

képe: <1>, hasonléan hatarozhaté meg a harmadik oszlop is:

112
AZ(O 1 3)'

Lathato, hogy ekkor valoban teljesiil, hogy ¢(z) = Az :

il
(1 1 2 _(m1t+x2+2w3)
Aﬁ_(o 1 3> o2 _< s + 313 >_90@'
T3
2. Most a matrix 4 x 3 tipusu lesz:
1 -1
0 1
0 1
1 1

0
1
A= 0

—1

3.A=(-1 1 -1 1).
4. Mivel az origbra valé tiikrozésnél a vektorok minden koordinéataja ellen-
tettjére valtozik a leképezés utan, igy p(z1,x2) = (—x1, —x2) és

A= (‘01 _01>.

5. Az [z,y] sikra valo merdleges vetitésnél a vektorok z és y koordinatéja
nem véltozik, mig a harmadik koordinata nulla lesz: ¢(z,y, z) = (z,y,0),
igy a leképezés matrixa:

1 00
A=10 1 0
000

1.11. Feladat. A homomorfia tétel szerint egy ¢ : Vi — V5 linedris leképezés
esetén

Vi/Kerp = o(V1).
Allapitsuk meg, hogy az alabbi leképezések esetén milyen leképezés valsitja
meg a fenti izomorfiat!
L o¢: R = R? g(a1,22) = (21 + 72,71 — 72),
2. ¢: R >R’ p(,y,2) = (2,9,0).



18

1. LINEARIS LEKEPEZESEK

Megoldads.

1. El6szor meg kell hataroznunk a leképezés nullterét. Mivel az 1.8 feladat-

ban lattuk, hogy ¢(x) = 0 akkor és csak akkor, ha x = 0, igy Ker ¢ = 0.
Ekkor Vi/Kerp = V; = R?, a homomorfia tétel allitasa ebben az es-
etben egyszertien a Vi = (V1) kifejezést jelenti, az izomorfizmust a ¢
leképezés valositja meg. Ez minden olyan esetben igaz, ha ¢ injektiv,
mert ekkor ¢ : Vi — (V1) leképezés mar egy bijektiv lineéris leképezés,
azaz izomorfizmus.

Ennek a leképezésnek a nullterét a (0,0, z) alaka vektorok alkotjak, ahol
z tetszbleges valos szam, tehat Kerp = £(0,0,1). Ekkor a V;/Ker g
faktortér elemei az z+ Kery alaku linearis sokasigok, azaz a z-tengellyel
parhuzamos egyenesek (lasd a példatar els6 részének 3.25 feladatat). A
p(V1) altér, azaz a leképezés képtere itt az [z, y| sik lesz, azaz az (z,y,0)
alakt vektorok halmaza. A homomorfia tétel tehat azt allitja, hogy
a z-tengellyel parhuzamos egyeneseknek (mint lineéris sokasagoknak) a
vektortere izomorf az [x, y] sik vektorai altal alkotott altérrel, és a feladat
azt kéri, hogy adjuk meg ezt a kolcsonosen egyértelmi megfeleltetést.
Legyen f : V1/Kerp — ¢(V1) az a leképezés, amelynél

Ker ¢
(z,y,2) + Kerg

x“ ;(Ly,o)

f((z,y,2) + Ker ¢)
o(V1)

Belatjuk, hogy f valéban bijekcidé. A sziirjektivitas nyilvanvalo,
az injektivitas igazolasdhoz tegyiik fel, hogy f((z1,y1,21) + Kerg) =
f(($27y27 ZQ) + Ker ()0) Ekkor (:Elvyho) = (1:2,2/2, 0)7 igy a két lineéris
sokasag megegyezik, mert (z1,y1,21) — (22,¥y2,22) = (0,0,21 — 29) €
Ker¢. Szemléletesen arr6l van szo, hogy a két vektor ugyanarra a
z-tengellyel parhuzamos egyenesre mutat, hiszen csak a harmadik ko-
ordinatajuk tér el.




2. BAZIS- ES KOORDINATATRANSZFORMACIO 19

Konnyen ellenérizhets, hogy az f leképezés linearis, ugyanis tet-

sz6leges a, B, x1, X2, Y1, Y2, 21, 22 valds szamok esetén

f(a((xlayl,zl) + Ker ) + B((x2, Y2, 22) + Ker@) _
f<04(1'1yy17 Zl) + ﬂ(IL‘Q,yQ, 22) + Ker @) _

f((awl + Bxo, oy + Byo, azy + Bza) + Ker 90) =
(a1 + Bra, ayr + By2,0) = a(z1,y1,0) + B(z2,y2,0) =
af((xbylyzl) +Ker¢) +ﬂf<($27y27z2) + Ker @)7

tehat ez a keresett izomorfizmus.

2. Bazis- és koordinatatranszformacio

1.12. Feladat. Az (a) = (ay,a9,a3) és a (b) = (by,by,bs) vektorrendszerek

R? bézisai. Irja fel az (a)—(b) bézistranszformécié matrixat.
L a; = (17070): Qg = (07170): az = (0707 1):
b = (33475)’ by = (6,7, 8)’ QB = (97878):
2. a; = (_172a 1)a Qg = (17_1a3)’ az = (0? 172),
b = (17 -2,1), by =(2,-1,2), b = (—1,1,4),
3. a; =(1,2,0), ay=(1,2,-1), ag = (2,1,1),
bl :(27170)7 b2 —(17371 ’ b3: _1727 1);
4 ay =(3,2,1), ay=(1,1,0), as = (0,1,1),
b = (17 L, 1)7 by = (17272)7 b = (1707 _1)
Megoldds
1. Az (a) — (b) bazistranszformaci6 matrixa oszlopaiban tartalmazza

a (b) vektorainak felirasat az (a) bazisban. Mivel ennél a feladatnal
az (a) bazis éppen a természetes bazis, igy a (b) vektorai eleve az (a)
béazisban vannak megadva. Ekkor a maétrix oszlopaiba rendre beirjuk

(b) vektorait, tehat (a) 5, (b), ahol

S =

T~ W
0 3 O
oo 00 ©
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2. Két megoldasi médszert mutatunk meg.
a) Ki kell szamolnunk a by, by, b3 vektorok (a) bazisra vonatkozo ko-
ordinétait. A b; vektor esetén meg kell oldanunk az x1a; +z2ay+2x303 =
b lineéris egyenletrendszert, melynek egyértelmien létezs 1, x2, £3 meg-
oldasa adja a bazistranszformécié matrixanak els6 oszlopat. Hasonléan
kell eljarnunk by és by esetén, tehat harom darab egyenletrendszert kell
megoldanunk, melyekhez tartozé métrixok:

~1 1 o] 1 ~1 1 0] 2 ~1 1 o0|l-1
2 -1 1|-2|, |2 -1 1/-1), [ 2 -1 1|1
1 3 2/ 1 1 3 2/ 2 1 3 2| 4

Mivel a harom egyenletrendszer alapmatrixa megegyezik, szimultan is
megoldhatjuk ket tigy, hogy a jobboldalon 1év6 vektorokat egymaés mellé
irjuk, és a

-1 1 o1 2 -1

2 -1 1-2 -1 1

1 3 211 2 4
métrixot Gauss-eliminécioval olyan alakra hozzuk, hogy az elsd részében

az egységmatrix szerepel (hasonléan az inverzmatrix kiszamitasanal al-
kalmazott szimultan Gauss-eliminéciohoz):

-1 1 01 2 -1 -1 1 0|1 2 -1

2 -1 1-2 -1 1 |~10 1 1|10 3 —1]| ~
1 3 21 2 4 0 4 2|2 5 3

-1 0 =111 -1 0 1 00 0 -3 7/2

0o 1 1(0 3 —-1]~{f(0 10 1 -1 5/2

0 0 —-2/2 -8 7 00 1{-1 4 =7/2

Ekkor a matrix méasodik részének oszlopaiban az egyes egyenletrend-
szerek megoldasai lesznek, hiszen példaul az els6 oszlop vonatkozasédban
ez éppen az
T1 = 0
T = 1
r3 = -1

egyenletrendszernek felel meg. Igy tehat az (a) 5, (b) béazistranszfor-
mAaci6 méatrixa:
0 -3 7/2
S=11 -1 572
1 4 —7)2
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b.) Az S matrix kiszamitasanak valaszthatjuk egy mésik modjat is.
Az 210y + x209 + 303 = b egyenletrendszer matrixos felirdsa: As; =
by, ahol s; a keresett bazistranszformaciés matrix elsé oszlopa és A az

alapmatrix:
-1 1 0
A=12 -1 1
1 3 2
Ez felirhato by és by esetén is, és mivel A invertalhato, innen
51 = A_lbp S9 = A_lbz7 S3 = A_lbg-
Tehat most a feladat A inverzének kiszamitasa valamely tanult modsz-
errel:
-5/2 -1 1/2
At =1-3/2 -1 1/2 |,
72 2 —1/2
és a harom szorzas elvégzése:
-5/2 -1 1/2 1 0
s, =A% =|-3/2 -1 1/2 —2|=111,
722 —1/2 1 -1
-3 7/2
s =AT"by=| 1|, s3=A4""b5=1 5/2 |,
4 —7/2

természetesen ugyanazt kaptuk mint a masik esetben. (A hérom szorzast
egyszerre is elvégezhetjiik, ha a by, by, bs vektorokat egy B matrix os-
zlopaiba frjuk, és ekkor S = A~1B.)

. Az el6z8ekben ismertetett modszerek valamelyikével:

-1 3 4
S=\(1 -4/3 -7/3
1 —-1/3 —-4/3
4. Hasonldan:
1/2 1/2 0
S=|(-1/2 —-1/2 1
1/2 3/2 -1

1.13. Feladat. Legyenek (a) és (b) bazisok a V' vektortéren és (a) 5, (b).
Ha az x vektor (a) bazisra vonatkozé koordinataibol képzett vektort z,
jeléli és a (b) bazisra vonatkozé koordinataibél alkotott vektort pedig ),

akkor

_ o1
Ty =5 Z(a),

illetve

Z(a) = SZ(p)-
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Ezek alapjan oldjuk meg a kévetkezd feladatokat:
1. Legyen R3-ban (e) a természetes bézis, és (b) pedig az alabbi vek-
torokbdl all6 bazis: by = (2,1,-1), by = (—1,1,1), b3 = (—1,0,1).
(a) Haaz x vektor a természetes béazisban felirva x(.) = (4,3,2), akkor
mi lesz az x vektor felirdsa a (b) bazisban?
(b) Ha az y vektor felirdsa a (b) bazisban Yy = (2,3,4), akkor mik
lesznek az y vektor természetes bazisra vonatkozé koordinatdi?
2. Tekintsiik R3-ban az (a) és (b) bézisokat, ahol a; = (3,2,—1), ay =
(_37270)7 a3 = (_27 -3, 1)7 bl = (17071)7 b2 = (27170)7 b3 = (07 17_1)'

(a) Ha az x vektor az (a) bazisban felirva x(,y = (1,1,1), akkor mik
lesznek az x vektor koordinatai, ha attérink a (b) bazisra?
(b) Ha az y vektor felirdsa a (b) bazisban Yy = (2,2,2), akkor mik
voltak az y vektornak az eredeti, (a) bazisra vonatkozo koordinatai?
Megoldds.
1. (a) Mivel ebben a feladatban a kiindul6 bézis a természetes bazis, igy
az (e) 5, (b) bazistranszforméacié matrixat azonnal felirhatjuk:
2 -1 -1

S=11 1 0
-1 1 1

Ha a régi bazisban a vektor koordinatéi z(.y = (4,3,2), akkor az
1j bazisbeli koordindtakat az S métrix alapjén kiszamithatjuk:

1 0 1 4 6
Q(b) = S_lz(e) = -1 1 —1 3 = —3
2 -1 3 2 11

(b) Ha a vektor 1j bazisbeli koordinatéai adottak, és mi tudni szeret-
nénk az eredeti koordinétéit, akkor

2 1 -1\ (2 -3
Yo =Sy =11 1 o](3]=]>
-1 1 1) \4 5

2. El6szor a bazistranszforméciéo matrixat kell meghataroznunk. Mivel az
3 -3 -2
A=12 2 -3
-1 0 1
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matrix inverze

-2 -3 —13
Al=1-1 -1 -5 |,
-2 -3 —12
igy
-2 -3 —13\ /1 2 0 —15 —7 10
S=(-1 -1 501 1]|]=|-6 -3 4
-2 -3 —12/ \1 0 —1 —14 -7 9

(a) Az 0j koordinatdk meghatarozasédhoz ki kell még szamitani az S
inverzét, és ekkor

-1 7 =2 1 4
— g1 — —
Q(b) =5 Q(a) = 2 -5 0 1 = -3
o 7 =3 1 4
(b) Végiil

-15 -7 10 2 —24

Yiay = Sg(b) =| -6 -3 4 2] =1-10

-14 -7 9 2 —24

1.14. Feladat. 1. R®-ban attértiink az (a) bézisrél a (b) bazisra, és min-
den vektor koordinatéi az 1j bazisban éppen a régi koordinatak harom-
szorosai lettek. Mi volt a bazistranszforméacié méatrixa?

2. R3-ban olvan béazisra szeretnénk attérni a természetes bazisrél, amely-
ben egy adott x = (1,2, 3) vektor felirdsa éppen (1,1,1) lesz. Mi legyen
a béazistranszformécié matrixa?
Megoldds.

1. Ha minden x vektor esetén igaz, hogy S _lg(a) = 3z ,), akkor
(S™'=3B)z(, =0,
tehat (S~! — 3E) a nullmatrix kell legyen. Innen S~! = 3F és

1/3 0 0
S=10 1/3 0
0 0 1/3
2. Teljestilnie kell, hogy
1 1
sTt{2] =11
3 1
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Ha az S-et ugy valasztjuk, hogy

1 00 1 0 0
S=10 2 0|, esigy St=(0 1/2 0 |,
00 3 0 0 1/3

akkor ez rendelkezik a kivant tulajdonsaggal.
1.15. Feladat. Oldjuk meg az alabbi feladatokat bazistranszformécié segit-
ségével!
1. Bontsuk fel az R*-beli (5,6) vektort (1,2) és (4,1) irdnyt komponensek
osszegére.
2. Hatdrozzuk meg az R*-beli (1,1) koordinétéaji vektornak az y = —3x
egyenesre vonatkozo tiikorképét.

Megoldads.
1. Keressiik az () = (5,6) vektornak a by = (1,2), by = (4,1) bazisbeli
felirasat:

Zy) = (; %) _1%) - —L? (—12 _14> <2> - <149//77> '

Ekkor a felbontéas:
(2) — (19/T)by + (4/T)by = @gﬂ) + (146//77> .

2. Ezt a feladatot tobbféleképpen meg lehet oldani, az egyik lehetséges ut a
bazistranszformacié hasznélata. Ekkor a természetes bazisrol attériink
a b, = (3,1), by = (—1,3) bazisra, mert ennek vektorai is merdlegesek
egymasra és a masodik vektor irdnya megegyezik az egyenes iranyaval.
Ebben a bazisban egyszertien elvégezhetd a tiikrozés, a vektor elsé ko-
ordinatajat kell ellentétes elGjeltire valtoztatni. Végiil az igy kapott
vektort visszairjuk az eredeti bazisba. Tehét az zy = (1,1) vektor
koordinatai a (b) bazisban

w0 (1) == (43 ()= ()

Ekkor az z vektornak a (—1,3) irdnyu egyenesre vonatkozo tiikorképe a
(b) béazisban g’(b) = (—2/5,1/5). Még vissza kell térniink a természetes
bézisra, ha egy vektor eredeti bazisra vonatkozé koordinatait keressiik,
akkor az 1j koordindtakat a bazistranszformécié méatrixéval szorozzuk:

-G (G0 (E)
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3. Linearis transzformaciok

1.16. Feladat. Irjuk fel a ¢ R2-beli linedris transzformécié természetes
bézisra vonatkozé métrixat, ha

(a) ¢ az y tengelyre tiikrozés;
(b) ¢ az x tengelyre tiikrozés;
(c) ¢ az origéra valo tiikrozés;
(d) ¢ az origé koriili o szogi forgatas.
Megoldds. A transzformécié métrixa oszlopaiban tartalmazza a bazisvek-

torok képének koordinatait. R*-ben a természetes bézist az (1,0) és (0,1)
vektorok alkotjak.

(a) Mivel ¢(1,0) = (—1,0) és ¢(0,1) = (0,1), igy a keresett matrix

a=(5 1)

Ekkor egy (z,y) vektor y-tengelyre valo tiikrozése ezen méatrixszal valo
szorzésként megkaphato:

(G- D6)=()
"Wy 0 1 y y )
(b) Hasonloan, a keresett métrix:
1 0
a=(o %)

(c¢) Az origora valo tiikrozés mindkét koordinatat ellentétes elGjeldre val-
toztatja: ¢(1,0) = (—1,0) és ¢(0,1) = (0,—1), igy a transzforméacio

matrixa
-1 0
A= ( 0 -1 > ’

(d) Az abrarol leolvashato, hogy az e; bazisvektor ¢(e; ) képének koordinatai
(cos a, sin ), az ey bazisvektor ¢(ey) képének koordinatai (— sin «, cos «):

€2
sin « w(er)

/aal

—sina cosa €
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Tehat ¢ matrixa < cosa sma>‘

—sina  cos«

1.17. Feladat. Hatdrozzuk meg az R3-beli x tengely kériili o fokkal valé
forgatds matrixat.

Megoldds. Az x tengely koriil forgatas esetén a vektorok elsé koordinétaja
nem valtozik, igy ¢(1,0,0) = (1,0,0). Az |y, z| sikban a transzformacio
egy « szogd forgatast jelent, tehat ott az el6z6 feladatban szerepld sikbeli
forgatés szerint fognak valtozni a koordinatak: ¢(0,1,0) = (0, cos a, sin @)
és ¢ = (0,0,1) = (0, — sin o, cos ), tehat a keresett méatrix

1 0 0
A= 0 cosa sina
0 —sina cosa

1.18. Feladat. Irjuk fel a definici6 alapjan a ¢ : V — V linedris transzfor-
macié matrixat az (e) bazisra vonatkozban az alabbi esetekben:

1. V=R? (e) a természetes bazis és
o(x1, T2, 23) = (221 + 3x2 — 23, 22 + 4a3, 21 + 22),

2. V =Ps, az (e) bazist az alabbi polinomok alkotjak: x3,x2 x,1 és

gp(agx?’ + asz? + a1z + ap) = (ap— ag)ac3 + (201 + ag)x2

+(ap + a1 + 3as),
oo (06006 )

4. V=C, (e) = (1,1), p(2) = Z.

Megoldds. Egy ¢ linearis transzformacié méatrixa valamely (e) béazisra vo-
natkozoan a j. oszlopadban tartalmazza a j. bazisvektor ¢ Aaltali képének
koordinétéit, azaz ¢(e;) koordinétéit (e)-re vonatkozoan.

1. Az (e) =((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) természetes bazis elemeinek ¢ altali
képei:
0(1,0,0) = (2-14+3-0-0,04+4-0,1+0)=(2,0,1),
(10(07 170) (37 17 1)7
(70(07071) = (_17470)a



3. LINEARIS TRANSZFORMACIOK 27

tehat a transzformaéacié maéatrixa:

Lathatjuk, hogy tetszsleges (z1, 2, x3) vektor ¢ altali képe kiszamithato
agy, hogy az A matrixszal megszorozzuk a vektort:

T 2x1 + 3x0 — 13 2 3 -1 T
© o = To + 4xg =10 1 4 o
x3 1+ X2 1 1 0 x3

. El6szor a bazist alkoté polinomok képeit kell meghataroznunk:

p(x®) = o(1-2°4+0-22+0-2+0)
= (0—-1)2°+(0+0)2* +(0+0+0) = —a,
oz = %43,
p(z) = 22 +1,
o(1) = 23 +1.
A keresett matrix oszlopaiba ezen polinomoknak az 23,22, x,1 bazisra
vonatkoz6 koordinatai keriilnek, példaul a 22241 = 0-23+2-22+0-2+1-1
polinom koordinatait az egyiitthatok adjak: (0,2,0,1). Tehat a keresett
matrix:

O OO

w oo
— o N O
_ o O =

. A bazisvektorok képei:

AS)
TN

© ©
P i
|

)

7 N N7 N N
OO PO OO0 O
_o OO0 O OO
N~ N N
N N N
1
S~ N 77 N7 NN
—_—0o O, OO0 OO

N— — N

OO OO RO O+
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Itt az adott bézisra vonatkoz6 koordinatdkat a matrixok elemei adjak
"sorfolytonosan", igy a transzponaldsnak mint linearis transzformacio-
nak a matrixa:

A=

OO O
O = OO
OO~ O
_ o o O

Koénnyen lathatjuk, hogy ezen matrixszal valo szorzasként megvalosithato

a transzponalés:
1 3
2 4 )

1 2
3 4
4. Mivel (1) =1~ (1,0) és p(i) = —i ~ (0, —1), igy a konjugélas matrixa:

(10,

1.19. Feladat. 1. Irjuk felap : R® — R® linedris transzforméacio méatrixat

az (a) = (ay,a9,a3) bézisra vonatkozéan, ha a; = (2,1,—1),

ay = (_371a0)a as = (_1’_27 1)> és QD(QI) = (17172)7 (10(92) = (17171)7

@(@3) = (17273)’

(a) Ha az x vektor (a) bézisra vonatkozé koordinatdi (—2,—1,2),
akkor mivel egyenléek p(z) koordindtai az (a) béazisra vonatko-
z6an?

(b) Mik lesznek p(x) koordinétéi a természetes bazisra vonatkozéan?

ISJCRN e
SO O
O = OO
OO = O
_ o O O

W N =
N Lo

2. Irjuk fel a ¢ : R® — R® linedris transzformacié matrixat az (a) =
((3,1,1),(1,1,0),(—1,2,—1)) bazisra vonatkozéan, ha ¢(a;) = (3,0,1),
@(@2) = (27 172)7 (10(93) = (27 _2a 1),

(a) Ha az z vektor (a) béazisra vonatkoz6 koordinatéi (3,1,3), akkor
mivel egyenlSek ¢(z) koordinétéi az (a) bézisra vonatkozéan?
(b) Mik ¢(x) koordinatai a természetes bazisra vonatkozéan?

Megoldds.

1. A linearis leképezések masodik alaptétele szerint egyértelmiien létezik
olyan lineéris transzformaci6 ami az (a) bézis elemeit rendre a megadott
vektorokba viszi at. Ezen transzformacié matrixanak felirasahoz a p(a;),
©v(as), p(as) vektorokat kell linearisan kombinalni az a,, aq, a3 vektorok-
boél. Szamolhatunk szimultdn Gauss-eliminaciéval, amikor gy alakitjuk
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az (ay,aq,aslp(a;), ¢(ay), p(as)) matrixot, hogy az els6 harom oszlop-
ban az egységmaétrix legyen (azaz (F|C) alakra hozzuk, ekkor a keresett
matrix C):

2 -3 -1 111 1 00 -9 —11/2 —14
1 1 -2 1 1 2 ~ 01 0 —4 -5/2 —6
-1 0 1 2 1 3 001 -7 -9/2 -11

Masik lehet8ség a méatrix kiszamitasara (hasonléoan mint a béazistran-
szformacié matrixdnak kiszamitasanal volt), hogy meghatarozzuk az
A = (ay, a9, a3) métrix inverzét, és ezt szorozzuk a (¢(ay), p(as), v(as))
matrixszal:

L (13T
Alt=—1| 11 3
—2\1 35
és
11 1 L [ 18 11 28
ATl 11 2 |=—| 8 5 12
2 1 3 2\ 14 9 2

(a) A transzformécio (a) bazisra vonatkozé matrixdnak segitségével
azonnal kiszamithatjuk a keresett koordinatakat:

18 11 28 -2 —9/2
(P(E)(a) =5 8 o5 12 -1 — —3/2
14 9 22 2 —7/2

(b) Az imént kapott vektor az y = ¢(x)-nek az (a) bazisra vonatkozo
koordinatait tartalmazza. A természetes bazisra vonatkozo ko-
ordinatakat megkaphatjuk a béazis és koordinéata transzformécioénal
tanultak alapjan:

Yo = Sg(a) ahol  (e) =, (a)

és azt is ismerjiik, hogy az (¢) — (a) bazistranszformacié S

matrixa egyszertien az (a) bézis vektorait tartalmazza oszlopai-
ban. Tehat

2 -3 -1 —9/2 —1

@)y =Sp@)=[ 1 1 -2 -3/2 | = 1
-1 0 1 —7/2 1
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2. Teljesen hasonléan adédik, hogy a transzformécié métrixa

0 5 -1
C= 2 10 3 |,
3 -2
(a) (a C( s
3 1 —1 2 17
) e@)e=|11 2 5 | = -5
1 0 -1 —6 8

1.20. Feladat. 1. Ha a ¢ : R® — R? linedris transzformécié métrixa a
természetes bazisra vonatkozéan

1 3 2
A= -1 2 o |,
2 0 -1

akkor mivel egyenl6 ¢ métrixa az (a) = ((1,—1,1),(0,1,—1),(0,—1,2))

bézisra vonatkozéan?

(a) Haz koordinatéi az (a)-ra vonatkozéan z,) = (2,0,1), akkor mik
(z) koordinatai az (e)-re vonatkozéan?

(b) Ha y koordinatéi az (e)-re vonatkozéan y

Yoy = (1,-1,1), akkor

mik ¢(y) koordinatéi az a-ra vonatkozéan?

3 ~ <os
2. Haap:R’> — R? linedris transzformécié matrixa a természetes bazisra

vonatkozéan
3 1 1
A= 2 0 1 ,
-1 1 -1

akkor mivel egyenlé ¢ maétrixa az (a) = ((1,2,1),(0,2,1),(—1,1,0))

bézisra vonatkozéan?

(a) Haz koordinatéi az (a)-ra vonatkozéan z,) = (1,0,1), akkor mik
o(z) koordinatai az (e)-re vonatkozéan?

(b) Ha y koordinatai az (e)-re vonatkozéan Yoy = (0,1,—1), akkor

mik (y) koordinatai az a-ra vonatkozéan?

Megoldads.

1. Jelolje transzforméacié métrixat az 1j bazisban B. Ekkor B = S™1AS,
ahol S az (e) — (a) bazistranszforméacioé matrixa, azaz az (a) vektoraibol
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all6 matrix:

1 0 0 1 00
S=|( -1 1 -1 s St=1121],
1 -1 2 01 1
tehat
1 00 1 3 2 1 0 0
B = S1'4s=11 2 1 -1 2 0 -1 1 =1
01 1 2 0 -1 1 -1 2
0 1 1
= -5 6 -5
-2 3 —4

(a) Ha z koordindtdi az (a)-ra vonatkozéan z(,y = (2,0,1), akkor
kiszamithatjuk o(z) koordinatait az (a) bazisra vonatkozoan, hiszen
mér ismerjiik a transzformécié méatrixat ebben a béazisban is, ez volt a
B matrix. Tehat

0 1 1 2 1
@(z)(a) = Bz(a) = -5 6 =9 0 = —15
-2 3 —4 1 —8

Ezutén a bazistranszformécié matrixanak a segitségével kiszamithatjuk
ezen vektor természetes bézisbeli koordinatait:

1 0 0 1 1
o)) = Sp@)y =1 -1 1 -1 15 | =| -8
1 -1 2 —8 0

Megjegyezziik, hogy tobbféle uton is eljuthatunk ehhez az eredményhez.
Nincs sziikség példaul a B matrixra, ha elGszor az x vektort atszamitjuk
az (e) bazisba () = Sz(,)) és ezutdn hajtjuk végre a ¢ leképezést, ami
a természetes bazisban az A maéatrixszal valo szorzast jelenti. Tehat

1 3 2 1 0 0 2
o(@)e) = ASzm=| -1 2 0 -1 1 -1 0
2 0 -1 1 -1 2 1

1

= | -8

0

A két szamitas egyenértékd, hiszen SBx,) = SS_lASg(a) = ASz(y).
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—1,1), akkor

W) = Ag(e) és ha kiszamitjuk ezen vektor (a)-ra vonatkozd ko-

(b) Ha y koordinatai az (e)-re vonatkozoan Yo = (1,

ordinatait, akkor megkapjuk a keresett eredményt. Ha az (e) bazisrol

az (a)-ra tériink at, akkor az (e) — (a) bazistranszformécié matrixanak
inverzével kell szoroznunk, tehéat
1 00 1 3 2 1
PWw = ST Ay, =[1 21 -12 0 —1
011 2 0 -1 1
0
= -5
-2
Természetesen ugyanezt az eredményt kapjuk, ha az y vektort elgszor
atszamitjuk az (a) bazisba (g(a) = S_lg(e)) majd ezt a vektort a transz-
formécio ezen béazisra vonatkozo méatrixaval szorozzuk meg:
0
oY) () = BS_lﬂ(e) =l -5
-2
A transzformacié matrixa az 4j béazisban:
1 1 -2 3 1 1 1 0 -1
B = S1'AS=| -1 -1 3 2 0 1 2 2 1
0 1 -2 -1 1 -1 1 1 0
10 14 9
= -9 —-15 -11 |.
1 6 7
(a) @(E)(e) = ASE(a) =
3 1 1 1 0 -1 1 4
2 0 1 2 2 1 0 1,
-1 1 -1 11 0 1 2
() oW =54y, =
1 1 =2 3 1 1 0 -5
-1 -1 3 2 0 1 1 = 7
0o 1 =2 -1 1 -1 -1 -5
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1.21. Feladat. Az alabbi allitasok kéziil melyek igazak és melyek hamisak?

(a) Ha egy linearis transzformécié injektiv, akkor sziirjektiv is.

(b) Ha egy linedris transzformécié automorfizmus, akkor méatrixa invertal-
hato.

(c) Ha egy 5-dimenzi6s vektortéren értelmezett lineéris transzformacié null-
tere 1-dimenziés, akkor képtere is 1-dimenzios.

(d) Ha egy transzformécié matrixa valamely bazisban

1 0 2
A=| -1 2 4|,
2 1 2

akkor a transzformécié automorfizmus.
(e) Ha egy transzformacié méatrixa valamely bézisban

1 0 2
A= -1 =2 2 |,
2 1 2

akkor defektusa 1 és rangja 2.

Megoldds. A nullitas és rangtétel (dimV = dimker ¢ + dim¢(V')) kévet-
kezménye, hogy linearis transzformaciok esetén a nulltér dimenzidja egyér-
telmiien meghatéirozza a leképezés rangjat, azaz a képtér dimenzi6jat. Ezt
felhasznalva lehet megvalaszolni a fenti kérdéseket.

(a) Igaz, hiszen ha a leképezés injektiv, akkor dimker ¢ = 0. Ebbdl adodik,
hogy dim (V) = dimV tehat (V) = V és a leképezés sziirjektiv.
Megjegyezziik, hogy az allitas megforditasa is igaz.

(b) Igaz. Ha a leképezés automorfizmus (azaz bijektiv linearis transzfor-
méaci6) akkor nulltere csak a nullvektort tartalmazza, vagyis az Az = 0
homogén linearis egyenletrendszernek csak a 0 a megoldasa. Ekkor az
egyenletrendszer hatarozott, és igy matrixa invertalhatoé.

(c) Hamis, hiszen képterének dimenzioja dim V' — dimker p =n — 1.

(d) Igaz, hiszen a méatrix regularis (determinansa nem nulla).

(e) Igaz, hiszen a leképezés nulltere 1-dimenzios. Ezt az Az = 0 homogén
lineéris egyenletrendszer megoldasabol kapjuk:

1+ +2x3 =0
—x1 —2x9 +2x3 =0 ~
2xq +xo 4223 =0

xr1+ +2x3 =0
—x9 4+2x3 =0~
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1.22. Feladat. Legyen ¢ linearis transzforméacié a T test feletti V vek-
tortéren. Igazoljuk, hogy ha A\ sajatértéke p-nek, akkor a A-hoz tartozé
sajatvektorok

Ly={z eV |p(x) =}

halmaza a nullvektorral kiegészitve invarians alteret alkot, azaz (L) C L.
Megoldds. Legyen z,y € Ly és o, 3 € T. Ekkor

p(azx + By) = ap(z) + Be(y) = alz + aly = Maz + By),

tehat ax + By is sajatvektor, igy £ U {0} altér.
Ha z € Ly, akkor ¢(¢(x)) = ¢(Az) = A\p(z), tehat ¢(z) szintén sajatvek-
tor, azaz p(z) € Ly, melybdl kovetkezik, hogy £, invarians.

1.23. Feladat. Hatdrozzuk meg az R? beli z tengely koriili 60 fokkal valo
forgatas 1 sajatértékéhez tartozé sajatvektorokat.

Megoldds. Az 1.17. feladat alapjan a transzformacié matrixa

1 0 0 1 0 0
A=10 cos60° —sin60° | =0 1/2 —/3/2
0 sin60°  cos60° 0 v3/2 1/2

Az 1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok azon v € R3 vektorok, melyekre
teljesiil, hogy ¢(v) = v, azaz

1) (¢ —id)(v) =0,

ahol id jeloli az identikus transzformaciot, amely egy vektorhoz onmagat
rendeli. A ¢ — id transzformécié matrixa A — E, tehat keressiik azon v =
(21,2, x3) vektorokat, melyek megoldésai az (A— E)v = 0 homogén linearis
egyenletnek. Gauss eliminaciéval szamolva:

0 0 0 0 0 0
A-E=10 —-1/2 —/3/2| ~ [0 —-1/2 —V3/2],
0 v3/2 -1/2 0 0 -2

tehat az egyenlet ekvivalens a

1 V3L,
972 Ty T

—21‘3 =0
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egyenletrendszerrel. Lathato, hogy = tetszélegesen megvalaszthato, tovabbé
To = x3 = 0, ezért

I 1
V= |72 =10 (t € R)?
T3 0

azaz az 1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok halmaza az (1,0,0) vektor
altal generalt altér, amely az x tengely.

1.24. Feladat. Adjon példat olyan linearis transzforméciora ]R2-ben, melynek

(a) nincs sajatvektora.
(b) barmely két sajatvektoranak az Gsszege is sajatvektor.
(c) minden nem nulla vektor sajatvektora.

Megoldads.

(a) Az origo6 koriili a €]0, 7| szogi forgatas olyan lineéaris transzformécio,
amelynek nincsen sajatértéke, hiszen ha z sajatvektor, akkor képe z-
nek skalarszorosa, mely itt nyilvin nem teljesiil. Az allitas az 1.22.
feladatbdl is kovetkezik, ugyanis a sajatalterek, ha léteznek, legalabb 1
dimenzios invarians alterek, de itt csak a 0 dimenzios {0} altér invarians.

(b) Egy R? feletti linedris transzformacionak legfeljebb 2 kiilonbzs sajat-
értéke lehet, hiszen a karakterisztikus polinomja masodfoku. Ha két
kiilonbo6z6 sajatértékiink van, akkor a hozzdjuk tartozd sajatalterek
origbn dtmend nem egyenls egyenesek:

&8
I8
+
55

|

Nyilvan ebben az esetben nem teljesiil a kivant tulajdonsag, hiszen
az x+y vektor nincsen rajta az egyenesek egyikén sem, igy nem sajatvek-
tor. Tehat a mi esetiinkben csak 0 vagy 1 sajatérték létezhet, és kony-
nyen ellendrizhetd, hogy ekkor teljesiil a kivant tulajdonsag. Példéul a
A-nytjtasok, azaz a ¢ : R* — R? ¢(z) = Az tipust transzforméciok
megfelelGek.

(¢) Az el6z6 pont alapjan konnyen belathato, hogy csak a A-nytjtasok ren-
delkeznek ezzel a tulajdonsaggal.



36 1. LINEARIS LEKEPEZESEK

1.25. Feladat. Adjon példat olyan linedris transzforméciora Rg-ban, mely-
nek

(a) nincs sajatvektora.
(b) barmely két sajatvektoranak az Gsszege is sajatvektor.
(c) minden nem nulla vektor sajatvektora.

Megoldds.

(a) Az R3-beli transzformaciok karakterisztikus egyenlete egy harmadfoku
egyenlet, melynek mindig van valés megoldasa, amely a transzformécio
sajatértéke. Tehét nincs olyan transzforméacio R3-ban, amelynek nem
létezik sajatértéke.

(b) Az 1.24. feladat (b) része alapjan belathato, hogy az ilyen transzfor-
macioknak legfeljebb 1 sajatértéke lehet. Mivel azonban az el6z8 pont
szerint minden R3-beli transzformécioknak van legaldbb 1 sajatértéke,
ezért pontosan az 1 sajatértékkel rendelkezé transzforméciok a megfelels-
ek. Természetesen a A-nyujtasok ilyenek.

(c) Pontosan a A-nyujtasok ezek a transzforméaciok.

1.26. Feladat. Hatdrozzuk meg az alabbi matrixokkal adott valés tér feletti
lineéris transzformaciok sajatértékeit és sajatvektorait:

5 s —2 4 -8 5 -3 0

(a) <1 1) (b) -6 8 —14] (¢ 6 —4 0
-3 3 -5 12 —-12 2

1 0 -1 1 0 -1 -1 -1 1

@ (o1 1] @© (2 -1 -1] ¢ [-8 1 2
21 0 1 -1 0 -12 -3 6

Megoldds. Az A matrixa linearis transzformécio sajatértékeit megkapjuk,
ha kiszamoljuk a det(A — AE) = 0 karakterisztikus egyenlet megoldasait. A
A sajatértékhez tartozo sajatvektorok halmaza az (A — AE)z = 0 lineéris
egyenletrendszer megoldéasterével egyenld.

(a) A transzforméacio karakterisztikus polinomja:

—2-X =3 | _ 2

' 1 1_)\‘—(—2—)\)(1—)\)+3—)\ + A4+ 1.

Tehat a transzformécio sajatértékei a A2 + X\ + 1 = 0 karakterisztikus
egyenlet megoldédsai lennének, azonban az egyenletnek nincs valés meg-
oldasa.
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(b) A karakterisztikus polinom:

—2-X 4 -8
—6  8—X —14 | =(=2—=A)(8—=A)(=5—A) + 168 + 144 —
-3 35—

—24(8 = A) +42(=2 = \) +24(=5 — A) = =A3+ A% + 4\ — 4,
tehét az
NN+ -4=0

egyenletet kell megoldanunk. Harmadfoku egyenletre van megoldokép-
let, azonban ezzel szdmolni igen nehézkes. Lehetdleg keresslink 1 gyokot
probalgatassal (harmadfokt egyenletnek mindig van legalabb 1 valos
gyoke), ezutan mar csak egy masodfoku egyenletet kell megoldanunk. A
probalgatast kezdjiik a 0-hoz kozeli egész szamokkal (0,1, —1,2,—2,...).

Konnyen ellenérizhetd, hogy a A1 = 1 megoldasa az egyenletnek, igy
A — 1 kiemelhets a polinombél:

AN A AN 4= (A= 1)(=A\? +4).

Igy a masik két megoldast a —A\2 44 = 0 masodfoki egyenletbdl kapjuk:
Ao = —2, A3 = 2. Tehat a transzformaci6 sajatértékei: —2,1,2.
A —2 sajatértékhez tartozé sajatvektorokat a

—2—(=2) 4 -8 1 0
—6 8—(-2) -4 zo | =0
-3 3 —5-(-2)) \as 0

homogén egyenlet megoldaséval kapjuk meg. Gauss-féle eliminacioval
szamolva:

0 4 =8 -3 3 -3 -3 3 -3
-6 10 —14 ~ -6 10 =14~ 0 4 -8
-3 3 -3 0 4 =8 0 4 -8

-3 3 -3

~ 0 4 -8

0 0 0

Tehat az eredeti egyenletrendszer ekvivalens a

—3z1+3x2—3x3 =0
41‘2—81‘3 =0
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egyenletrendszerrel. Az 3 vektort valasszuk egy tetszdleges t valos
szamnak. Innen xzo = 2t és x1 = t, tehét

t (teR),

8
)
Il
— N

azaz a —2 sajatértékhez tartozo sajatvektorok altere az (1,2,1) vektor
altal generalt altér.

Hasonléan kapjuk, hogy az 1 sajatérték sajatvektorainak altere az
£{(0,2,1)}, a 2 sajatérték sajatvektorainak altere pedig az £{(1,1,0)}
altér.

(c) A transzformacio6 karakterisztikus egyenlete —A34+-3\2—4 = 0. Koénnyen
lathato, hogy A1 = —1 megoldas, tovabba

N3N —4=—A+1DA—aN2+4) = A+ 1)V —2)%,

tehat a masik sajatérték a Ay = 2 kétszeres algebrai multiplicitdssal. A
Ao = 2 sajatértékhez tartozd sajatvektorok megkeresésére a

3 =3 0 1 0
6 —6 0 2] =10
12 —-12 0 x3 0
homogén egyenletrendszert kell megoldani. Gauss-eliminéciot végezve:
3 =3 0 3 -3 0
6 -6 0]~10 0 0]~ (1 -1 0)
12 —-12 0 0 0 O

Azonnal lathato, hogy az egyenletrendszer megoldasa az

I 1 0
o | =[1|t1+ 10t (t1,t2 € R),
T3 0 1

igy a A2 = 2-hoz tartozo sajatvektorok altere a £{(1,1,0), (0,0,1)} altér.
Hasonléan kapjuk, hogy a A; = —1-hez tartoz6 sajatvektorok altere a
L£{(1,2,4)} altér.

(d) A transzforméacié karakterisztikus egyenlete —a3 + 222 — 42 + 3 = 0.
Lathato, hogy A1 = 1 megoldas, tovabba

—2? 422 —dx+3=—(z—1)(2* -z +3).

Az 2?2 — x4+ 3 = 0 egyenlet diszkriminansa negativ, igy nincs megoldasa
a valos szamok halmazan. Tehat a transzforméciénak csak a A =1 a
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sajatértéke, a sajatvektorok pedig a

0 0 -1 1 0
0 0 -1 z2| =1(0
2 1 -1 3 0

homogén egyenletrendszer megoldasai. Gauss-eliminaciot alkalmazva:

00 —1 2 1 -1
00—1~00—1~<(2)(1)j>
2 1 -1 00 -1

melybdl kapjuk, hogy a sajatvektorok altere a £{(1,—2,0)} altér.
(e) Karakterisztikus polinom: —\3 — ), sajatértékek: —1,0, 1.

A1 = —1 sajatvektorainak altere: £{(1,3,2)}.

Ao = 0 sajatvektorainak altere: £{(1,1,1)}.

A3 = 1 sajatvektorainak altere: £{(1,1,0)}.
(f) Karakterisztikus polinom: —\3 + 62 — 9, sajatértékek: 0, 3.

A1 = 0 sajatvektorainak altere: £{(1,2,3)}.

Ao = 3 sajatvektorainak altere: £{(1,0,4),(0,1,1)}.

1.27. Feladat. Hatdrozzuk meg a kiévetkezd lineéris transzformaciok karak-
terisztikus polinomjat, sajatértékeit, sajataltereit. Vizsgdljuk meg a dia-
gonalizalhatésagot, és teljesiilése esetén adjunk meg sajatvektorokbdl allo
bazist, tovabba azt az S métrixot, amellyel S™'AS diagonalis alaku, ahol A
jeloli a transzforméacié természetes béazisra vonatkozé matrixat.

(&)SWR?’—*R3 (,y,2) > 4z +y+z2+2+2 -3z —y);

(b) ¢:R*— (ac y,z) — (—z,—6x + 11y 4+ 9z, 62 — 12y — 10z);
(c)<p:]R3 P (2, 2) — 3y +32, -2+ y+ 22,2 — 2);

(d) ¢:R? —>R (z,y,2) = (x —y + 32,32 + by — 3z, 22);

(e) <p:]R3—>R (x,y,2) = (=92 + 142z, —Tx — 2y + 14z, =Tz + 122);
(f) o :R* 5 R (2,y,2) — (x 4y + 22,10z + 2y — 10z, —6x + y + 92).

Megoldds. Egy linearis transzforméacié matrixa akkor és csak akkor diagonal-
izdlhato, ha létezik sajatvektorokbol all6 bazis. Ebben a sajatvektorokbol
allo6 bazisban ¢ métrixa olyan, hogy a f6atloban a megfelels sajatértékek
allnak. Ha tehat a természetes bazisbol attériink a sajatvektorokbol allo
bézisra, akkor a bazistranszformécié matrixanak oszlopaiban az 4j bézis ko-
ordinatai allnak. A feladat elsGsorban ennek az S métrixnak a meghataro-
zésa, amennyiben létezik.
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(a) SD(L 0, O) = (43 1, _3)7 @(07 1, O) = (la 2, _1) és 90(0> 0, 1) = (L 1, O)v igy
a transzformaéacié matrixa:

4 1 1
A= 1 2 1
-3 -1 0

Az 1.26 feladatban leirt médon szémolva kapjuk, hogy a karakterisztikus
polinom a —A3 + 6A%2 — 11\ + 6 polinom, melynek zérushelyei, igy a
transzformaécio sajatértékei az 1,2, 3 szamok. Az 1 sajatértékhez tartozd
sajatvektorok altere az L£{(0,1,—1)} altér, a 2 sajatértékhez tartozo
sajatvektorok altere az £{(—1,1,1)} altér és a 3 sajatértékhez tartozo
sajatvektorok altere az £{(—1,0,1)} altér.

Nyilvanvaléan a matrix diagonalizalhato, ugyanis a spektrum tel-
jes, tovabba mindharom sajatérték algebrai és geometriai multiplicitasa
egyarant 1, tehat megegyeznek. Egy sajatvektorokbél allo bazist alkot
a (0,1,-1),(—1,1,1),(—1,0,1) vektorok rendszere, hiszen kiilénb6zs
sajatértékekhez tartozo sajatvektorok linearisan fiiggetlenek. A feladat
elején leirtak alapjan tehat

0 -1 -1
S=11 1 0
-1 1 1
(b) ¢(1,0,0) = (—1,—6,6), ©(0,1,0) = (0,11,—12) tovabba ¢(0,0,1) =
(0,9,—10), igy a transzformécié matrixa:

-1 0 0
A=1[-6 11 9
6 —-12 -10

A transzforméacié karakterisztikus polinomja a —A? 4+ 3\ 4+ 2 polinom.
Két sajatértéke van, a —1 kétszeres algebrai multiplicitassal, tovabba
a 2 egyszeres algebrai multiplicitassal. A —1 sajatértékhez tartozo
sajatvektorok altere az £{(3,0,2),(2,1,0),} altér, tehat a geometriai
multiplicitasa is 2. A 2 sajatértékhez tartozd sajatvektorok altere a
£{(0,1,—1)} altér. A transzformaci6 matrixa tehat diagonalizalhato,
hiszen a spektrum teljes és a sajatértékek geometriai és algebrai multi-
plicitasa egyenls. A {(3,0,2),(2,1,0),(0,1,—1)} vektorrendszer sajat-
vektorokbol allo bazis, igy

S =

N O W
S =N
—_
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(C) 90(17()’ 0) = (07 -2, 1)7 @(07 130) = (3> 170) és SO(O’ 0, 1) = (372a _1)7 igy
a transzforméacié matrixa:

0 3 3
A=(-2 1 2
1 0 -1

A transzforméacié karakterisztikus polinomja a —A% — 2\ — 3 polinom,
melynek csak egy valos gyoke van, a —1. A —1 sajatérték algebrai mul-
tiplicitdsa egyszeres, igy a transzformécié spektruma nem teljes, ezért
métrixa nem diagonalizalhato. A sajatvektorok altere a £{(0,—1,1)}
altér.

(d) ©(1,0,0) = (1,3,0), ¢(0,1,0) = (~1,5,0) és (0,0,1) = (3,-3,2), fgy
a transzforméacié matrixa:

1 -1 3
A=13 5 -3
0 0 2

A transzformaci6 karakterisztikus polinomja a —\3 4 8A\2 — 20\ + 16
polinom. Két sajatérték van, a 2 kétszeres, a 4 pedig egyszeres al-
gebrai multiplicitasi. A 4 sajatértékhez tartozd sajatvektorok altere
a L{(1,-3,0)} altér. A 2 sajatértékhez tartozo sajatvektorok altere a
L{(—1,1,0)} altér, tehat a geometriai multiplicitésa 1, mely nem egyezik
meg az algebrai multiplicitassal, igy a transzformécié méatrixa nem di-
agonalizalhato.

(e) A transzformacié karakterisztikus polinomja —A3 4+ A% + 16\ + 20,
sajatértéke a —2 kétszeres algebrai multiplicitdssal, melynek sajatal-
tere: £{(0,1,0),(2,0,1)}, tovabba az 5 egyszeres algebrai multiplicitas-
sal, melynek sajataltere: £{(1,1,1)}. Igy

0 21
S=1(1 01
011

(f) A transzformaci6 karakterisztikus polinomja —A3 + 12A% — 41\ + 42,
sajatértéke a 2, melynek sajataltere: £{(1,—1,1)}, a 3, melynek saja-
taltere: £{(1,0,1)}, tovabba a 7, melynek sajataltere: L£{(0,—2,1)}.
Igy

S

I
|
—
o
|
[\



42 1. LINEARIS LEKEPEZESEK

1.28. Feladat. Vizsgiljuk meg, hogy diagonalizilhatéak-e az alabbi mét-
rixok C felett.

1 -1 -2 —i 1—i 1+i
@ |2 1 o] ® [0 —i o0
1 2 2 0 0 i

Megoldds. A komplex szamok teste felett minden n-edfoku egyenletnek
multiplicitast is szamolva pontosan n darab gyoke van, igy itt a spektrum
mindig teljes. Ezért egy méatrix diagonalizdlhatosaga csak attoél fligg, hogy a
sajatértékek geometriai és algebrai multiplicitasa megegyezik vagy sem.

(a) A matrix karakterisztikus polinomja:

A3 4N 9N = —A(A2 —4X +9).

Lathato, hogy a A; = 0 a matrix sajatértéke. A A2 —4\+9 = 0 egyenlet
megoldasa tovabbi két sajatértéket ad meg:

4+ (/16 — 36)1 2 2 — /bi
)\ = 2 = 2 —|— —5 =
23 2 V=bha =1, U5

Mivel a matrixnak 3 darab kiillénb6z6 sajatértéke van, igy azok algebrai
és a geometriai multiplicitasa sziikségképpen 1, tehat egyenlGek. Ezért
a matrix diagonalizalhatoé.

(b) A métrix karakterisztikus polinomja (—i — A)2(i — A), melyrél azonnal
leolvashato, hogy két sajatérték van, a A\ =i egyszeres, a \g = —i két-
szeres algebrai multiplicitassal. Azt kell csak megvizsgalnunk, hogy a Ag
sajatérték geometriai multiplicitdsa 1 vagy 2. Ehhez meg kell oldanunk

—i— (—1) 1—1 141 z1 0
0 —i— (—1) 0 2] =10
0 0 i— (—1) z3 0
egyenletrendszert. Azonnal leolvashato a megoldashalmaz:
z1 1
z | =10]|¢t (t S C)
z3 0

Igy a Ay sajatérték sajataltere a £{(1,0,0)} altér, igy geometriai multi-
plicitasa 1, mely nem egyezik meg az algebrai multiplicitdssal. Ezért a
matrix nem diagonalizalhato.
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1.29. Feladat. Milyen « esetén diagonalizalhatéak az alabbi matrixok R
felett?

(a) A:<1 O‘) b B= 0

a o 1

Q oo
o = O

Megoldds.

(a) Az A matrix karakterisztikus egyenlete A\? — (a+ 1)\ —a?+a = 0. Az
egyenlet diszkriminansa [—(1 + a)]? — 4(—a® + a) = 5a% — 2a + 1, mely
mindig pozitiv, ezért minden « € R esetén két kiilonbozs sajatértéke
van a matrixnak, igy sziikségképpen azok algebrai és geometriai multi-
plicitasa 1, azaz megegyezik. Az A matrix tehat minden o € R esetén
diagonalizélhato.

(b) A B matrix karakterisztikus polinomja (1 — A\)(A? — a). A matrix
spektruma akkor teljes, ha a > 0. Amennyiben a > 0, 3 kiilénb6z6
sajatérték van, az 1, a /o és a —y/a, és ezek algebrai és geometriai
multiplicitasa is 1, igy ebben az esetben a méatrix diagonalizalhato.

Ha o = 0, akkor két sajatérték van, az 1 és a 0. A 0 algebrai multipli-
citasa 2, igy meg kell vizsgalni, hogy mennyi a geometriai multiplicitasa.
Az 1.26 feladatban leirt médon szamolva kapjuk, hogy a 0 sajatérték
sajataltere a £{(0,1,0)} altér, tehat a geometriai multiplicitas csak 1,
igy a matrix a = 0 esetén nem diagonalizalhato.

Osszefoglalva, B diagonalizalhaté pontosan akkor, ha a > 0.

1.30. Feladat. Legyen A 3x3-as diagonalizdlhaté méatrix. Mit mondhatunk
A determinéansarél, ha

(a) A-nak a 0 sajatértéke;

(b) A-nak két sajatértéke van, az 1 és a 2.

(c) A sajatértékei: —1,2,3.

Megoldds. Mivel A diagonalizalhato, ezért determinénsa egyenld sajatérté-
keinek szorzatéval minden sajatértéket annyiszor véve, amennyi az algebrai
multiplicitasa (diagonalizdlhaté méatrixnal ez egyenld a geometriai multipli-
citéassal).

(a) det A = 0;

(b) det A =2 vagy det A = 4.

(c) det A = —6.
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1.31. Feladat. Legyen n € N. Szamitsuk ki az A maétrix n-edik hatvanyat:

~11 4 3 3 -2 -2
(@ A=| 3 0 =3 ® A=[2 1 2
—12 4 14 2 2 1

Megoldds. Ha egy méatrix diagonalis alakii, akkor az n-edik hatvanya olyan
diagonalis méatrix, melynek diagonalisiban az eredeti matrix megfelel§ e-
lemének n-edik hatvanya szerepel. Ezért egy diagonalizalhaté A méatrix
esetén érdemes a hozzé hasonlé D diagonélis méatrixot megkeresni, hiszen

ekkor D = S7YAS, igy A= SDS™!, ezért A» = SD"S™1

(a) Az 1.26 feladatban leirt modon szamolva kapjuk, hogy az A matrix
sajatértéke az 0, melynek sajataltere £{(—2,1,—2)}, az 1, melynek saja-
taltere £{(1,3,0)},tovabba a 2, melynek sajataltere £{(1,0,1)}. Tehat
a matrix diagonalizilhato, a hozza hasonlé diagonalis matrix atlojaban a

0 0O
sajatértékek szerepelnek, igy D= |0 1 0. Az 1.27 feladat alapjan
0 0 2

-2 1

n

Il

—

w

O =
|
w
[
w

, melynek inverze S~' = | 1 0 —1|. Tehat

|
[\)
o
—_

|
D
[\)
N

-2 1 1\ /0 0 0O -3 1 3
A = 1 30|ll0 1 o0 1 0 -1
-2 0 1/ \o 0 2 -6 2 7
0 1 27 -3 1 3 1—6-27 ontl _147.907
= (0 3 1 0 —-1]= 3 0 -3
00 27 -6 2 7 —6-2"  2.97 7.0n

(b) Az A matrix sajatértéke az 1, melynek sajataltere £{(—1,1,1)}, to-
vabbé a —1, melynek sajataltere £{(—1,0,1),(—1,1,0)}. Tehat a matrix

1 0 0
diagonalizédlhaté és D= [0 —1 O
0 0 -1

Ha n péaros, akkor D" = E, igy A" = SES™! =SS~ = E.

Ha n paratlan, akkor D" = D, ezért A" = SDS™!. Az S matrix
-1 -1 -1 1 1 1

all 0 1 matrix, melynek inverze S™' = [ -1 -1 0

1 1 0 -1 0 -1
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Tehat, ha n paratlan, akkor

-1 -1 -1 1 0 0 1 1 1
A" = 1 0 1 0 -1 O -1 -1 0
1 1 0 0 0 -1 -1 0 -1
-1 1 1 1 1 1 -3 -2 =2
= 1 0 -1 -1 -1 0|=12 1 2 |=A
1 -1 0 -1 0 -1 2 2 1

1.32. Feladat. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

(a) Ha A+ B = E, akkor A-nak és B-nek ugyanazok a sajatvektoral.
(b) Ha AB = 0, akkor A-nak és B-nek ugyanazok a sajatvektorai.
(c) Ha \ sajatértéke A-nak, akkor \? sajatértéke A%-nek.
(d) Ha 0 sajatértéke A%-nek, akkor 0 sajatértéke A-nak.
Megoldds.

(a) Legyen z sajatvektora A-nak. Ekkor létezik olyan A sajatérték, melyre
Az = Az, igy (A+ B)x = Az + Bx = Az + Bz. Viszont A+ B = E,
igy teljesiil az (A + B)x = z egyenlGség is, ezért x = Az + Bz, igy
Bz = (1-\)z, azaz x a B matrix 1— \ sajatértékhez tartozo sajatértéke.
Hasonloan kapjuk, hogy a B matrix sajatvektorai is sajatvektorai az A
matrixnak, tehat az allitas igaz.

(b) Az allitas nyilvan nem igaz, hiszen példaul ha A a nullmatrix, akkor
minden vektor sajatvektora, és az egyenlGség tetszdleges B matrix esetén
fennall, igy nyilvin olyannal is, amelynek nem minden vektor sajatvek-
tora.

(c) Mivel A sajatértéke A-nak, ezért létezik olyan z vektor, melyre Az =
Az. Ekkor azonban A%z = A- Az = Adx = Mz = \ - Az = N2z, azaz
A2 sajatértéke A%-nek, tehat az allitas igaz.

(d) Mivel 0 sajatértéke A2-nek, igy létezik olyan z sajitvektor, melyre
A%x = Oz, azaz A(Az) = 0. Amennyiben az z vektor nem a 0-hoz
tartozo sajatvektora az A matrixnak, akkor Az # 0, igy A(Az) = 0
miatt az Az vektor a 0 sajatértékhez tartozd sajatvektora A-nak. Tehat
vagy az x vektor, vagy az Ax vektor a 0-hoz tartozo sajatvektora az A
matrixnak, ezért az allitas igaz.

1.33. Feladat. Adjunk példat olyan nem hasonlé matrixokra, melyek karak-
terisztikus polinomja megegyezik.

Megoldds. Legyen A és B két maétrix, melyek karakterisztikus polinomja
megegyezik. Ekkor nyilvin a sajatértékek is megegyeznek. Amennyiben
mindkét matrix diagonalizalhat6 lenne, akkor mindketten hasonléak volna-
nak ugyanazon diagonalis maétrixszal, igy egymassal is. Kézenfekvs tehat
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olyan matrixokat keresni, amelyek koziil A diagonalizalhaté, B pedig nem.
Mivel a karakterisztikus polinom ko6zos, A diagonalizalhatosidga miatt a
spektrum teljes. B nem diagonalizalhatod, ezért a sajatértékek valamelyikének
geometriai multiplicitdsa a B méatrix esetén kevesebb, mint az algebrai.

Az egyszeriiség kedvéért legyenek a matrixok 2 x 2 tipustak. Nyilvanvalo,
hogy a E egységmatrix sajatértéke az 1, melynek algebrai és geometriai
multiplicitasa is 2. Az egységmatrixhoz semelyik téle kiillénb6z6 matrix sem
hasonlo, hiszen S™'ES = E barmely S regularis métrix esetén. Igy példaul

az <i (1]> nem hasonlé hozza, de karakterisztikus polinomja ugyantugy a

A2 —2X\+1. (Az 1 sajatérték itt ugyantgy kétszeres algebrai multiplicitas,
de a geometriai multiplicitasa csak 1.)



2.

fejezet

Euklideszi és unitér terek

1. Linearis, bilinearis és kvadratikus formak

2.1. Feladat. A definici6 alapjan ellendrizze, hogy az alabbi leképezések
lineéris formék-e!

1. L: R3 — ]Rz, L(l’l,l'g,l‘g) = (IL‘1,1’3),
2. L:R —>]R (1'1,1'2,1'3):1'2-1—1,
3. L:R L(z1, 32, 73) = 22,
4. L:R (1'1,1'2,1'3) =1 + X2 + 23,
5. L:R (1'1,1'2,1'3) :21131 —41‘3,
6. L:R —>R L(l‘l,wg,wg,w4) = -1 — T2 — T3 — X4.
Megoldds.
1. Egy R feletti vektortér linearis formainak értékkészlete R, igy ez a

2.

5.

leképezés linearis ugyan, de nem lineéris forma.
Nem lineéris forma, nem teljesil példaul a homogenitas:

L) = Azz + 1 # AL(z) = Mz + 1).

De az additivitas sem teljesiil, s6t, a nullvektor képe sem nulla.
Nem lineéris, hiszen példaul a homogenitas nem teljesiil:

L(z) = (A\z1)? # AL(z) = A(z?).

Linearis forma, hiszen egyrészt additiv: tetszsleges z = (x1, 9, 3),
y = (y1,92,Y3) € R3 esetén
Liz+y) = zi+y+o2+y2+a3+ys=
L(z)+ L(y) = @1 +x2+23+y1+y2+ys,

és homogén: béarmely X valos szam és barmely z = (21,29, 23) € R
esetén

L(Azx) = Ax1 + A\xg + Axg = AL(z) = AM(z1 + 22 + x3).
Igen.

47
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6. Igen.

2.2. Feladat. Irjuk fel a természetes béazisra vonatkozé bazis elGallitasat az
el6z6 feladatban szerepls leképezések koziil azoknak, amik linearis formak
voltak!

Megoldds. Egy linearis forma bazis elgallitisat a forma béazisvektorokon
felvett értékei adjéak.

1. Az L : R® - R, L(x1,x9,23) = w1 + x2 + x3 természetes bazisra
vonatkozo6 bazis elGallitasa 1,1,1, hiszen

L(1,0,0) = 140+0=1,
L(0,1,0) = 0+1+0=1,
L(0,0,1) = 04+0+1=1.
A bazis elgallitas jelentése hasonld a leképezés matrixanak jelentéséhez,

példaul ennek a linearis formanak a hatasa megegyezik az (1 1 1) matrix-
szal valé szorzas hatésaval:

T
L(wl,xg,xg) = ( 1 1 1 ) X9 =x1 + X2 + x3.
T3

2. Az L:R® S R, L(x1,x9,x3) = 221 — 4x3 forma bézis eldallitasa 2,0,-4,

hiszen
L(1,0,0) = 2-1-4.0=2,
L(0,1,0) = o0,
L(0,0,1) = —4.
3. AzL:R* 5 R, L(x1,x9,x3,4) = —x1 —x9 — 23— 24 forma természetes

bézisra vonatkozo6 eldallitasa: -1,-1,-1,-1.

2.3. Feladat. Mely linedris forméak (természetes bazisra vonatkozd) béazis
elGallitasait adtuk meg az alabbiakban? Irjuk fel az x vektornak az adott
lineéris forma altali képét!

1. Ly : R® = R bazis el6allitisa 1,2,3 és x = (4,3,2),
2. Ly :R* — R bazis eldallitasa 0,0, —2 és z = (1,1,1),
3. Ls:R* = R bazis elvallitasa 1,2,1,2 és z = (3,3,2,2).
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Megoldads.
L. Ly(x1,72,23) = Li(2181+T2e0+13e3) = 71 L(ey) +x2 L(ey) +x3 L(eg) =
z1 + 2x9 + 3x3, és
4
L(4,3,2)=(1 2 3)| 3 | =16
2

2. Lg(xl,xg,xg) = —21‘3 és L(l, 1, 1) = —2.

3. Ls(x1, 0,23, 24) = 214200+ 23+224 é8 L(3,3,2,2) = 3+6+2+4 = 15.
2.4. Feladat. Linedris formék-e az alabbi leképezések? Ha igen, adjuk meg
bazis el6allitasukat a kanonikus bazisra vonatkozoan!

1. Ly: Py — P1, Li(a22? + a1z + ag) = apz,

Ly: Py — R, Lg(agxz + a1z + CL()) = 2a9 — a1 + ag,
L3 : Py — R, Li(p) = p(2),

1Py = R, La(p) = [§ plw)de,

L5 : M2><2 — R, L5(A) = det(A),

Lg : M3y3 — R, L5(A) = tI‘(A) = a1 + a2 + ass.

Megoldads.

1. Nem, hiszen a képtér nem R.
2. Igen, hiszen additiv: tetszéleges p(z) = agz? + a1 + agp és q(x) =
box® + bix + by legfeljebb masodfoki polinomok esetén

S vk N
~
N

Lolp+q) = ((a22®+ a1z +ag) + (boz® + b1z + b))
= Lo((az + b2)z® + (a1 + b1)z + (ao + bo))
= 2(ag +b2) — (a1 +b1) + (ag + by) =
La(p) 4+ La(q) = 2ag —ay + ap + 2by — by + by,
és hasonléan igazolhaté a homogenitas is. Az x2, x, 1 bazisra vonatkozé
elsallitas: 2, —1,1, mert Lo(z?) =2, La(z) = —1, és Lo(1) = 1.
3. L3 linearis forma, hiszen additiv:

Ls(p+q) = ((a32® + aoa® + a1z + ao) + (b3z® + boz® + bz + by))
= Ls((as + b3)z® + (a2 + b2)z® + (a1 + b1)x + (ag + by))
= 8(agz + bs) + 4(az + b2) + 2(a1 + b1) + (ao + bo)

p(2) +4(2)
= 8ag + 4as + 2a1 + ag + 8bz + 4by + 2b1 + by,

L3(p) + L3(q)
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és homogén:
Ls(Ap) = Lg()\aga:?’ + Naoz? + Naiz + Aap)
= 8Xas +4Xas + 2 a1 + Aag =
ALs(p) = Ap(2) = A8as + 4az + 2a1 + ap).
A bazis elGallitas: 8,4,2,1.

Az Ly(p) = Ly(azx® + ayz +ag) = f02 p(z)dz leképezés linearis, mely az
integral ismert tulajdonsagaibodl kovetkezik:

[ rawar = [t o

/02 Ap(z)dx = )\/02p(x)d:c

A leképezés linearitdsa onnan is lathato, hogy

2 23 22 2
Ly(p) = / asz?® + a1z + agdz = |:CL2— +a1— + aox}
0 3 2 0
8
= gag + 2a1 + 2ayg.
Innen a bazis el6allitas is leolvashato: %, 2,2.
Nem linearis a leképezés, hiszen altalaban sem |A + B| = |A| + | B| sem

|IAA| = A A| nem teljesiil.
Egy négyzetes matrix féatlojaban allo elemek Osszegét a métrix nyoméa-
nak (trace) nevezziik. Ez a leképezés linearis, hiszen homogén:

t’l“()\A) = Aa11 + Aagg + Aasgz = )\tT‘(A),

és hasonléan lathatd, hogy teljesiil az additivitas is. A bazis elGallitas
az Ev1, E12, Ev3, Ea1, . .., B33 bazisra vonatkozoan (itt Ej; jeloli azt a
matrixot, aminek i. soranak j. eleme 1, a tobbi elem nulla (i,j =
1,2,3)):

1,0,0,0,1,0,0,0,1,
ezek a szamok rendre az F11, E1o, ..., E33 matrixokon felvett értékei az
Lg linearis formanak, azaz a fatloban 1év6 elemek Gsszegei.

2.5. Feladat. Adjon példat R3-nak olyan nem trivialis linedris forméjara,
amely

1. az (1,2,3) vektorhoz 4-et rendel,
2. az (1,1,0) és az (1,0,1) vektorokhoz nullat rendel,
3. az (1,1,0) vektorhoz 1-et, az (1,0,1) vektorhoz 2-t rendel!
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Megoldads.

1. Az R? vektortér egy altalanos linearis forméja
p(z1,22,23) = liz1 + lowa + l323

alaki. Keresiink tehat olyan [y, l2, I3 valos szamokat (a bazis elGallitast),
hogy I1 + 2ls + 3l3 = 4. Ha tehat példaul a bézis elgallitas 2,1,0,
akkor a ¢(x1,x9,x3) = 2x1 + o2 linearis forma rendelkezni fog ezzel a
tulajdonsaggal, de természetesen végtelen sok ilyen leképezés van.

2. Keressiik a

p(x1, 22, 23) = liz1 + lows + l373
leképezést tgy, hogy
©(1,1,0) = 0
©(1,0,1) = 0
teljesiiljon, ami azt jelenti, hogy Iy + 1o = 0 és Iy + I3 = 0. A lehetséges
megoldasok tehat a ¢(x1,x9,23) = 1 — v — x3 leképezés és konstans-

Szorosai.
3. Az el6z6 feladathoz hasonléan, most

(,0(1,1,0) =1+l =

(p(l,o,l) =li+l3 = 2
feltételnek kell teljesiilnie, tehat lo = 1—11 és i3 = 2—1;. Példaul [ = 1
valasztéassal a ¢(x1, 29, x3) = x1 + x3 linearis forma adodik.

2.6. Feladat. Adjon meg egy bazist a V* duélis téren, ha:

1. V=R3
2. V=",
3. V = Mayo.

Megoldds. A 'V valés szamtest feletti vektortér V* dualis terét az Osszes
V — R linearis formak alkotjak. A dualis tér dimenzidja megegyezik V'
dimenziojaval.

1. R? linearis formai o(z1,w2,23) = lLixy + lawe + l3xs alakuak, és a
linearis formak vektortere illetve a szaimhérmasok vektortere kozott kol-
csOnosen egyértelmi megfeleltetést adhatunk meg, ha minden ¢ linearis
formahoz hozzarendeljiik az (I,l2,13) bazis elsallitasat. Igy a dualis
tér egy béazisat adjak azok az mi,ms, ms : R3 — R lineéris formak,
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amiknek a bazis elgallitasuk rendre (1,0,0), (0,1,0) és (0,0,1), azaz

m1($1,$2,$3) = 1
mao(x1,22,23) = 3
mg(z1,T2,23) = 3.

Lathato, hogy az Osszes linearis forma elGallithaté mint mq,meo, ms
linearis kombinécidja.

Py linearis formai p(azsx?® + ayx + ag) = lias + leay + Izag alaktak. A
duélis terének egy bazisat adjak azok az my,mo, m3 : Po — R linearis
formék, amiknek a bazis elgallitasuk rendre (1,0,0), (0,1,0) és (0,0,1),
azaz

my(asx® + a1 +ag) = ay
my(asx® + a1z +ag) = a
m3(a2$2 +air+ap) = ao.

Moo lineéris formai

a a
p(A)=¢ ( a11 12 > = l1a11 + laa12 + l3a21 + l4a22
21 G2

alakuak, és a duélis tér egy bazisat adjak példaul az m1,ms, ms3, my :
Moys — R linearis forméak, ahol

mi(A) an
mo (A) = a2
ms(A) = axn
m4(A) = as.

2.7. Feladat. Adott egy B : V x V. — R bilinedris forma és z,y,z €
V vektorok. A bilinearis forméak definicibja alapjan bontsuk fel az alabbi
kifejezéseket c¢B(x,,xy) alaku kifejezések dsszegére, ahol ¢ valés konstans,
Z1,%y pedig az z,y, z vektorok valamelyike.

1.

Uk o

B(3z,y),

B(3z,3z),

(z+y,z+y),

Bz +2y —z,2 —y+22),
(

B
B
B2z — 2y + 3z,4x + 2y — 2).
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Megoldads.

1. Mivel B az els6 valtozojaban homogén, igy B(3z,y) = 3B(z,y).
2. Mivel B az els6 és a mésodik valtozojaban is homogén, igy

B(3z,3z) = 3B(z,3z) = 9B(z, z).
3. Mivel B els6 véltozojaban additiv:
B(z+y,z+y)=B(z,z+y) + Bly,z+y),

és az igy kapott két tagot tovabb bonthatjuk, mert a bilinearis formak
a masodik valtozoban is additivak:

B(z,z+y)+ B(y,z+y) = B(z,z) + B(z,y) + B(y,z) + B(y, y).

4. Alkalmazva a homogenitast és additivitést:
B(3z+2y—z,x—y+2z) = B3z, 2—y+22)+ B2y, —y+22)+ B(—z,
y +2z2) = B(3z,z) + B3z, —y) + B(3z,2z) + B(2y,z) + B(2y, —
B(2y,2z) + B(~z,2) + B(~z,—y) + B(-z,22) = 3B(z,z) - 3B(z,y
6B(z, z) +2B(y, z) — 2B(y, y)+4B(y, z) = B(z,2)+ B(z,y) —2B(z, 2).

5. B(2z—2y+3z,4x+2y—z) = 8B(z,r)+4B(z,y) —2B(z,2) - 8B(y,z) -
4B(y,y) +2B(y,z) + 12B(z,2) + 6B(z,y) — 3B(z, 2).

2.8. Feladat. Bilinearis forméak-e az alabbi leképezések?

B :R* xR? - R?, By ((z1,22), (y1,92)) = (z1 + y1, 22 + ¥2),

Bg : R X R2 — R BQ((xl,xg) (yl,yg)) =21+ Y1,

' R? XR2—>R; Bs((z1,22), yl,y2)) = T1Y1,

By :R*x R® = R, By((w1,22,23), (y1,92,y3)) = 5x1y1 + 2223,

Bs :R*xR® = R, Bs((w1,22,23), (y1,y2,y3)) = bx1y1 + 2x2y3 + w393

TR N =
oy
w

Megoldas.

1. Nem, egy bilinearis forma értékkészlete nem lehet R2.
2. Nem, egyik tulajdonsig sem teljesiil. Példaul nem homogén az els6
véaltozoban:

By (AMz1,w2), (y1,92)) = Az1+ui,
ABs((x1,22), (y1,92)) Az +y1)-

3. Igen. Els§ valtozdjaban additiv:

Bs(z,y) + B3(z,y) = 191 + 2191,
Bs(z + z,y) = B3((x1,22) + (21, 22), (y1,92)) = (21 + 21)u1,
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els6 valtozojaban homogén:
ABs(z,y) = A1y,
Bs(Az,y) = B3((Az1, Az2), (y1,92)) = (Az1)y1,
és teljesen hasonléan a méasodik valtozéjaban is additiv és homogén.
Igen. Els6 valtozojaban additiv:
By((w1, 22, 23) + (21, 22, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = 5(x1 + 21)y1 + 2(x2 + 22)ys3,
By(z,y) + Ba(z,y) = 5r1y1 + 272y3 + 52191 + 22293,
els6 valtozojaban homogén:
Bi(Az,y) = Ba((Aw1, Az2, Ax3), (y1,y2,y3)) = BAz1y1 + 2 z2ys,
ABy(z,y) = Ba((z1, 22, 23), (y1,¥2,y3)) = A(5z1y1 + 222y3).
Az additivitast és a homogenitast most is ellendrizhetjiik egyidejtileg,
példaul a masodik véltozoban val6 linearitast most igazoljuk egyetlen
kifejezésben:
By(z, \y +pz) = Ba((x1,72,23), (Ay1 + pz1, Aye + pza, Ays + pz3)

= 5x1(A\y1 + pz1) + 2xe(Ays + pzs)
= ANb5x1y1 + 2x2y3) + p(br121 + 2x923)
= ABu(z,y) + pBa(z, 2).

5. Nem. Példaul nem homogén a mésodik valtozoéban:

Bs(z,My) = Bs((21,22,23), (A\y1, A\y2, Ays))
= SAziy1 + 2\zays + 23(Ay1)?,
ABs(z,y) = Mbz1y1 + 2z2y3 + z3y1).

2.9. Feladat. Irja fel a By, B> : R? x R?® — R bilinedris formak méatrixat
a természetes bazisra vonatkozéan, és szamitsa ki az (1,2,3),(—1,2,—1)
vektorparon felvett értékeiket!

1. Bi((z1,22,23), (Y1,y2,y3)) = 2z1y1 + 3z1Y2 + 421y3 — T2y1 — 222y +

6x2y3 + T3Y3,

2. Bo((x1,x2,23), (Y1,Y2,Y3)) = x1y1 — 4z1y3 + 3z2y1 + 222y + 22y3 —

T3Y2 — OT3Y3.

Megoldds. A bilinearis forma matrixa a forménak a bézisvektor-parokon
felvett értékeit tartalmazza.

1. Itt példaul a métrix mésodik soranak harmadik eleme

B;((0,1,0),(0,0,1)) = 6z2ys = 6.
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Tehat B métrixa:

2 3 4
B=| -1 -2 6 |,
0 0 1
és igy Bi(z,y) = gTBg miatt
2 3 4 -1
Bl((17273)7(_1727_1)) = (1 2 3) -1 -26 2
0 0 1 -1
= —21.

Természetesen ez ugyanazt jelenti, mintha a bilineéaris formanak a fela-

datban szerepl§ felirasa alapjan szamolnank: B1((1,2,3),(—1,2,—1)) =

2:1-(-1)+3-1-244-1-(-1)—2-(—1)—2-2:246-2- (1) +3-(—1) = —21.
2. A bilinearis forma métrixa:

1 0 -4
B = 3 2 1 ,
0 -1 -5
és
1 0 -4 —1
By((1,2,3),(-1,2,-1)) = ( 1 2 3 ) 3 2 1 2 =12.
0 -1 -5 —1

2.10. Feladat. Irja fel azt a B : R® x R® — R bilinedris format, aminek
matrixa a természetes bazisban

1 -1 2

1 2 o |,

2 0 3
és szamitsa ki B((1,1,1), (4,2,1)) és B((4,2,1),(1,1,1)) értékét!

Megoldds. B((x1,22,23), (y1,Y2,Y3)) = T1y1 — T1Y2 + 221Y3 — Tay1 + 2x2y2 +
2x3y1 + 3x3ys, és

R ) 4
B((1,1,1),(4,21)=(1 1 1) -1 2 0 2 | =15.
2 0 3 1

Mivel ez egy szimmetrikus bilinearis forma, igy B((4,2,1),(1,1,1)) = 15.
2.11. Feladat. Igaz-e, hogy ha egy bilinearis forma métrixa szimmetrikus
valamely béazisra vonatkozéan, akkor minden bézisban szimmetrikus lesz?
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Megoldds. Igen, hiszen ha a forma métrixa valamely béazisban B = B,
akkor tetsz@leges S bézistranszformaciés matrix esetén a bilineéris forma
métrixa az 1Gj bazisban ST BS, ami szintén szimmetrikus matrix:

(STBS)T =S"BT(ST)T =5"BS.

2.12. Feladat. Kvadratikus formak-e az aldbbi leképezések? Ha igen, adja
meg azt a szimmetrikus bilinedris forméat, amibdl a kvadratikus forma széar-
mazik, azaz a polaris forméajat!

SN

Q1 :Rz —R?, Q1(21,22) = (22, 21),

Q2 : Rz — R, Q2(z1,22) = 21 + 22,

Q3 : R = R, Q3(x1,22) = 2129,

Qi R*> = R, Quz1,72) = 23,

Qs : R? - R, Qs(z1, 72, 23) = 23 + 223 + x% — 2129 + 62923 — 22123
Qs : R — R, Q¢(z1, 79, 73) = 423 — :Cg +4x1x9 — 31923 + 221 23.

Megoldds. A feladat megvalaszolasanéal vegyiik figyelembe, hogy valamely
B szimmetrikus bilinearis forméabol szarmazo kvadratikus forma: Q(z) =

B(z,z). Ha példaul a B : R? x R?> — R szimmetrikus bilinearis forma
esetén B((x1,x2), (y1,y2)) felirdsdban az x1ys egyiitthatoja 2, akkor xoy;
egyiitthatoja is 2, és igy a B-bdl szarmazo @ kvadratikus forma ( tehat
Q((z1,22)) = B((x1,22), (x1,22)) ) felirasaban z1zo egyiitthatoja 4 lesz.

o

. Nem, hiszen az értékkészlet nem egy szamtest.

Nem.
Igen, a szimmetrikus bilinearis forma amibdl @3 szarmazik megkaphato
az alabbi médon:

1
B(z,y) = 5(@3(& +y) — Q3(z) — Q3(y)),
de sziikségtelen ezt kiszamolnunk, hiszen vilagos, hogy

B((w1,72), (Y1, 92)) = 21y2 + T2y1.
Valéban, ebben y helyére is z-et irva QJ3 adodik.

4. Igen, és Q4 poléris formaja:
B((w1,72), (y1,92)) = 2191
5. Igen, és Y5 polaris formaja:
1 1
B((w1,22,23), (Y1,Y2,¥3)) = @1y1 + 202y + 23y — 5 T1Y2 — 572 +

3T2y3 + 3T3Y2 — T1Y3 — T3Y1-
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6. Igen, és Qg polaris formaja:

B((w1,22,23), (y1,y2,y3)) = 4x2y2 — x3y3 + 221y2 + 222y1 +

3 3
—51172113 - 52133@/2 + Z1Y3 + T3y1.

2.13. Feladat. Irjuk fel az el6z6 feladatban szereplé kvadratikus formak
matrixat, és szamitsuk ki az (1,2), illetve az (1,2,3) vektoron felvett érté-

kiiket.

Megoldds. A @ kvadratikus forma C matrixa megegyezik a polaris forméjé-
nak matrixaval. Ha a forma az R" vektortéren van értelmezve, akkor Q(x)
kiszamithato az alabbi médon is: Q(z) = z ' Cz.

LA Qs : R? — R, Q3(x1,72) = 2z129 kvadratikus forma matrixa és
Q3((1,2)) kiszamitéasa:

c=(V ) eam=(12)(]5)(3)=1

2. AQq: RS R, Q3(z1,72) = 22 kvadratikus forma matrixa

(1 9)
6s Q4((1,2)) =12 =1.

3. A Qs(71, 22, 73) = 22 + 203 + 22 — 2129 + 67273 — 27173 forma matrixa:

1 —1/2 -1
-1/2 2 3,
-1 3 1
és
1 —1/2 -1 1
Qs((1,2,3)=(1 2 3)( -1/2 2 3 2 | =46,
-1 3 1 3

vagy kozvetleniil is szamolhatunk:
Q5((1,2,3)) =12 4+2-22 432 -246-6 — 6 = 46.

4. A Q¢(x1, 72, 73) = 423 — 23 + w1709 — 32023 + 27173 forma matrixa:

0 2 1
2 4 -3/2 |,
1 -3/2 -1

és Qo((1,2,3)) = 3.
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2.14. Feladat. Mit mondhatunk az alabbi kvadratikus forméakrol definitség
szempontjabél a f6minor-determinansok alapjan?

1. Q(x1,z9,23) = x% + :c?,),

2. Q(z1,m2,73) = 23 + 223 + 422,

3. Q($17$271"3) - IE% - IE% + 1‘%7

4. Q(.ﬁCl,xQ, 3) = (E% + 21‘% + 61‘% + 21‘1%2 — 4(511’3 — 2(521’3,
5. Q(x1,79,13) = —23 — 323 — 323 + 22179 + 27173,

6. Q(w1,70,73) = 22 — 273 + 3:L"§ + 2z 119 — 4173 + 61973,
7. Q(z1,72,73) = 2% + 43 + dw1200 + 27173

Megoldds. @ pozitiv definit, ha minden nem nulla vektoron felvett értéke
pozitiv, és @ pozitiv szemidefinit, ha minden vektoron nemnegativ értéket
vesz fel, de van nem nulla vektor, amit a nullaba képez. Hasonldéan definial-
hato a negativ eset, és ha pozitiv és negativ értéket is felvesz a forma, akkor
indefinit. Egy Jacobitol szarmazo6 tétel szerint, ha a kvadratikus forma
métrixaban a féminor-determinansokat A1, ..., A, jeloli, és ezek egyike sem
nulla, akkor létezik béazis, amelyben a kvadratikus forma az alabbi négyzet-

Osszeg alaku:
Q(&) 1 xy + — AI N An—l'xn‘

Ennek kovetkezménye, hogy a forma pontosan akkor lesz pozitiv definit,
ha ezek a hanyadosok mind pozitivak, és akkor negativ definit, ha mind
negativok.

1. Ez a kvadratikus forma elve normal alaki. Vilagos, hogy pozitiv szemi-
definit, hiszen Q(z) > 0 minden z € R3 esetén, de van olyan nem nulla
vektor, amihez a nullat rendeli hozza, példaul Q(0,1,0) = 0.

2. Ez a kvadratikus forma eleve kanonikus alakt, és pozitiv definit, mert
o3 + 222 + 423 > 0, és 23 + 223 + 423 = 0 csak akkor, ha z = 0.

3. Ez a normal alaku kvadratikus forma indefinit, hiszen pozitiv és negativ
értékeket is felvehet, példaul Q(1,0,0) =1 és Q(0,1,0) = —

4. Irjuk fel a forma C' méatrixat, és vizsgaljuk meg a féminor-determinan-

sokat:
1 1 -2
C = 1 2 -1 ],
-2 -1 6
11 1 1 -2
N =11 =1, Agz‘l 2‘:1, Ng=1|C|=]| 1 2 -1 |=1.
-2 -1 6

Mivel A1, Ag, A3z mind pozitiv, igy ) pozitiv definit.
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5. Irjuk fel a féminor-determinansokat:

11 -1 1 1
N =|—1] = -1, Agz‘ 1 _3‘:2, N3=| 1 -3 0 |=-3.
1 0o -3
AN 1 A 2
Mivel Ay = —1, A—i =5 A—Z’ =3 mind negativ, igy ) negativ
definit.
6. A f6minor-determinansok:
11 1 1 =2
N =1 =1, Agz‘l _2‘:—3, N3=1] 1 -2 3 |=-22.
-2 3 3
AN AN 22
Mivel Ay =1, A—i = -3, A—Z’ =-3 igy a forma indefinit.
7. Mivel a masodik f6minor-determinans:
1 2
AQ = 2 4 - 07

igy ez a mobdszer itt nem miikodik. A definitség eldonthets példaul a
forma kanonikus alakra hozaséaval (lasd kovetkezd feladat).
2.15. Feladat. Hozzuk kanonikus alakra az alabbi kvadratikus formékat!
(Adjuk meg a bazist is, amiben ez a kanonikus alak el6all, és dontsiik el,
hogy milyen definit a kvadratikus forma!)

1. Q(z1,x2,23) = 1‘% - Zm% - 4:U§ + 22129 — 4123 + 8T2T3,
2. Q(w1,72,73) = 3 + 23 — 21179 + 42173 + 27273,

3. Q(:z:l,acg,acg) = 2.%'% + ZC% + 21‘% — X129 + 21‘1%3,

4. Q(x1,x2,73) = 22 + 223 + 6:L"§ + 2z 119 — 4w T3 — 2T9T3,
5. Q(x1, w9, 23) = —m% — 31‘% — 31‘?,’ + 2x1x9 + 27113,

6. Q(x1,79,73) = 22 + 23 + 423 + 27179,

7. Q(:L‘l,ajg,ajg) =129 + T1x3 + T2x3,

8. Q(l‘l,iﬂg,l’g) = 21’13)2.

9. Q(m17$271"37$4) ::L'% +$421+2$1$3 +2$2$4-

Megoldds. A feladat megoldasdhoz a Lagrange modszert hasznéljuk.

1. Az els6 lépésben a @) kvadratikus format felbontjuk két mésik Gsszegére
agy, hogy az elsé négyzetes alakd, a maéasodik pedig egy kétvaltozos
kvadratikus forma, amiben az xi valtoz6 mér nem szerepel. Gytijt-
siik tehét Gssze a ) azon tagjait, amikben szerepel x1, és ezt a kifejezést
alakitsuk teljes négyzetté:

x% + 2x129 — 4123 = (1 + X2 — 21‘3) — 1‘2 41‘3 + 4xox3.
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Q(z) = 2%+ 2xi1y —dai3 — 225 — 4:/6?, + 8913
= (@1 +x — 223)% — 23 — 423 + daoxs — 205 — 4a? + Swoxs
= (x1+ax9— 2:L"3)2 — 31‘% — 81‘% + 12z5x3,

és itt a négyzetes alakon kiviil 1évS tagokban valéban nem szerepel x.
Most ezekre a tagokra vonatkozdan megismételjiik az el6z6 eljarast xo-

Qlz) = (r1+x2— 2w3)2 — 3x% — 8x§ + 122913

= (z14+ 22 —223)% —3(z0 — 223)2 + 4 23 = yI — 3y3 + 4y

(@1 + @2 — 223)" — 3(z2 — 213) 3 = yi — 3y +4y3
Y1 Y2 Y3

Ezzel elértiik, hogy a kvadratikus forma négyzetosszeg alaku (azaz kanon-

ikus alaku), ha a régi (z1, 2, x3) koordinatakrol attérink az (y1,ye,ys)
4j koordinatakra, ahol

Y1 = I +$2 —21‘3
Yo = To —2w3
Yys = x3

a koordinatatranszformécié egyenletrendszere, aminek maétrixos alakja
a kovetkezd:

1 1 -2
y= 01 -2 |z
0 0 1

Keressiik tehat azt a (b) bazist, amire ha attériink az (e) természetes
bézisrol, akkor a vektorok koordinatai a fenti moédon valtoznak meg.
A koordinatatranszformacié és a bazistranszformécié kapcsolatarol ta-
nultak alapjan, a fenti egyenletben szereplé méatrix nem més, mint az
(e) — (b) bazistranszformacié S matrixanak az inverze, igy

-1

11 -2 1 -1 0
S=101 =2 =10 1 2
00 1 0 0 1

A feladat ezzel kész: az 0j bézis vektorai S oszlopvektorai, ebben a
béazisban () kanonikus alaki, a kanonikus alakban szerepls egytitthatok
1,-3,4, tehat a forma indefinit.
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Szamitasaink helyességét leellendrizhetjiik ugy, hogy kiszamitjuk az
STCS matrixot, ahol C jeloli a Q méatrixat a természetes bazisban:

1 00 1 1 -2 1 -1 0 1 0 0
-1 10 1 -2 4 0 1 2 |=10 -3 0|,
0 21 -2 4 -4 0 0 1 0 0 4

tehat megkaptuk ) matrixat az Gj bézisban, ami valoéban diagonalis
alaku.

2. Hozzuk a kvadratikus format négyzetosszeg alakra. ElGszor elérjiik,
hogy xo ne szerepeljen négyzetes alakon kiviil, majd a masodik 1épés-
ben elérjiik, hogy z1 is csak négyzetes alakokban szerepeljen (a kiindulo
alakban nincs 2%, ezért kezdiink zo-vel):

Qz) = x3+x3— 2120 + 22923 + 4oy 23
= (1‘2 — 1 —|—£L'3)2 —1’%4—61‘1333
= (zg—x1+ w3)2 —(z1 — 3x3)2 + 9x§ = y% — y% + 9y32,.

Lathato, hogy a kvadratikus forma indefinit, és a bazistranszformécié
matrixa meghatirozhat6 az

-1 1 1
Y= 1 0 -3 |z=8""12
0O 0 1

egyenlet alapjan:
01 3
S=111 2
0 01

Tehat a (0,1,0), (1,1,0), (3,2, 1) vektorokbol allo bazisban a kvadratikus
forma kanonikus alaki, azaz matrixa diagonélis, a f6atloban az 1,-1,9
szamok szerepelnek.

3. Hasonlo6an,

Qz) = 2a3 —xyx9 + 21103 + 3 + 223
= 2 <a:1 — lazg + 1azg>2 + Zaz% + §az§ + lxgl'g
4 2 8 2 2
= 2 <a:1 - lazg + 1azg>2 + Z <a:2 + ga:g)z + Ex%
4 2 8 7 7
= 27 + gyg + 1—70y§
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A bazistranszforméaciéo méatrixa:
-1

1 —1/4 1/2 1 1/4 —4)7
sS=(o0o 1 27 =lo 1 -—27 |,
0o 0 1 0 0 1

ennek oszlopvektorai adjék az 0j béazis vektorait, és a kvadratikus forma
pozitiv definit, mert a kanonikus alakban szerepld egyiitthatok mind
pozitivak.

Irjuk fel Q-t négyzetosszeg alakban:

Qz) = ZL'% + 21‘% + 63:12;, + 23179 — 47173 — 27973
= (1 +x2— 2x3)2 + x% + 235% + 22073
= (w1 + 32— 223)° + (v2 +23)° + 23 = v + 5 + 3.

A bézistranszforméacié méatrixa:
-1

ennek oszlopvektorai adjak az 0j béazis vektorait. Itt a kanonikus alak
egyben normal alak is, és az ebben szerepl§ egyiitthatok mind pozitivak,
igy a kvadratikus forma pozitiv definit.

5. Az el6z6ekhez hasonloan:

Qz) = —x?—3z2- 3x§ + 2x129 + 22123
= —(21 — 2 — x3)% — 202 — 223 + 22013
1 \* 3 3
= —(IE1—1‘2—$3)2—2 o — =3 ——x%z—y%—Zy%——y%.
2 2 2
A béazistranszforméacié matrixa:
1 -1 -1 \"' 1 1 3/2
s=[o0 1 -1/2 =01 12|,
0 O 1 0 0 1

ennek oszlopvektorai adjdk az 0j bazis vektorait. Itt a kanonikus alak-
ban minden egytitthato negativ, igy a kvadratikus forma negativ definit.

6. Most egy lépés utan négyzetosszeg alakot kapunk:

Qz) = m% + 1‘% + 41‘§ + 2z
= (w1 +9)” + 423 = yi +4y3.
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Itt a koordinatatranszformacioban ys = x9, és yo egylitthatéja a kano-
nikus alakban nulla. A béazistranszformécié matrixa:

-1

110 1 -1 0
S=1010 -lo 1 0],
00 1 0 0 1

és a kvadratikus forma pozitiv szemidefinit, mert a kanonikus alakban
szerepld egyiitthatok: 1,0,4.

. Ebben az esetben tugy kell négyzetosszeg alakra hoznunk Q-t, hogy
egyetlen négyzetes tag sem szerepel eredetileg benne, azaz matrixanak
f6atlojaban csak nullak allnak. Ekkor végrehajtunk egy olyan koordina-
tatranszformaciot, aminek eredményeként az xixo taghol négyzetes ta-
gok keletkeznek, és ezutan alkalmazhatjuk az elzé6ekben mér leirt mod-
szert. Térjiink tehat at azon yi,yo,y3 koordinatékra, amikre teljestil,

hogy

r1 = Y1 + Y2
T2 = Y1 — Y2
xr3 = Ys.
Ekkor
Qz) = zze+ x123 + T223

= (i +vy2)(y1 —v2)+ (w1 +y2)ys + (y1 — ¥2)y3

= Y- +2ys = +us) —v3—u3
222
Megkaptuk tehat a négyzetosszeg alakot (ami most normél alak is egy-
ben), de hogyan hatarozzuk meg a bézist, amiben a kvadratikus forma
ilyen alaku lesz? ElGszor x-koordinatakrol y-okra tértiink at, majd az
y-okrol z-kre. Az alabbi Osszefiiggéseket ismerjiik:

1 1 0 1 01
z=|1 -1 0 Jy=Py é 2= 01 0 |y=Ry.
0 0 1 0 01

Innen z = Py = PR 'z, és itt a régi koordinatakat fejeztiik ki az
ajakkal, igy a bézistranszformacié matrixa:

1 1 0 1 0 —1 1 1 -1
S=PR'=|1 -1 0 01 0 =1 -1 -1
0 0 1 00 1 0 0 1



64 2. EUKLIDESZI ES UNITER TEREK

Ellendrzés céljabol szamitsuk ki az ST C'S matrixot:

1 1 0 0%% 1 1 -1 1 0 0
1 -1 0 %oi 1 -1 -1 |=(0 -1 0 |,
-1 -1 1 5 5 0 0 0 1 0 0 -1

tehat eredményeink helyesek, a kapott diagonalis méatrix a kvadratikus
forma 1j bazisbeli matrixa.
8. Alkalmazzuk most is azt a koordindtatranszforméciot, aminek egyenle-

trendszere
rro= Y1+ Y2
T2 = Y1 — Y2
r3 = ER
Ekkor Q(z) = 27179 = 2y? — 243, és a bazistranszformécié matrixa:
1 1 0
S = 1 -1 0
0 0 1

Valoban, ha kiszamoljuk az ST C'S matrixot:

1 1 0 010 1 1 0 2 0 0
1 -1 0 100 1 -1 0|=]10 =220
0 0 1 0 00 0 0 1 0 0 O
9. Az elsé lépésben az x1-es tagokat gytijtjik 6ssze, majd az x4-es tagokat:
Qz) = 2%+ + 22125+ 201y
= (w1 +x3)% — 22 + 23 + 21014
= (21 +3)” + (24 +a2)® — a3 — a3 = yi — 3 — y5 +ui,
ahol
no= +x3
Y2 = T2
Yys = 3
Ysa = xI9 +24.

Ebben az egyenletrendszerben az 1j koordinatak vannak Kkifejezve a
régiekkel, igy a bézistranszformacié matrixat az alapmatrix inverzeként
kapjuk meg:

-1

S =

[N eNall S
= o = O
O~ O =
—_ o o O
OO O
_ oo o O
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2.16. Feladat. Moddositsuk tigy az el6zd feladat 1. 2. és 8. pontjaban
szerepld kvadratikus formék kanonikus alakra hozasanak eljarasat gy, hogy
normal alakot kapjunk.

Megoldds. A kvadratikus forma normal alakja olyan kanonikus alak, amely-
ben csak +1,—1 és 0 egylitthatok szerepelhetnek.

1. A kanonikus alakra hozas soran az alabbi négyzetsszeg alakot kaptuk:
Q(z) = (z1 + x3 — 2x3)? — 3(xo — 213)* + 423

Vigyiik be a zarojelek el6tt szerepls 3 és 4 egyiitthatokat a zardjeleken
beliilre:

Q(z) = (z1 + 2 — 223)% — (V322 — 2V323)% + (223)% = v} — v3 + 43,
ahol

1= x1 4T —2x3
Yo = V3ze —2v/3x3,
ys = 2x3

igy a bazistranszforméacié métrixa:

11 -2 \! 1 —1/V3 0
S=(0 V3 —-2v3 =10 1/V3 1
0 0 2 0o 0 1/2

2. Hasonl6an:
Q(z) = (w2 — 1 +x3)* — (w1 — 3w3)” + 923 = yi — v5 + ¥3,

ahol a bazistranszformacié matrixa:

~1 1 1 01 1
S=[ 1 0 =3 |-1=(11 2/3
0 0 3 00 1/3

3. Koordinatacsere utan az alabbi alakot kaptuk:

Q(z) = 2x129 = 2y% — 2y§.

Ha azt a transzforméciot hajtjuk végre, ahol

T = %yl + %yz
_ 1 1
T2 = B T /Y2
xr3 = Y3,

akkor
Q(z) = (1 +v2) (1 — v2) = yi — ¥3.
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Ekkor a béazistranszformécié méatrixa:

1/vV2 1/vV2 0
S=1 1/vV2 —-1/v2 0
0 0 1

2.17. Feladat. Hogyan vialtozik meg egy kvadratikus forma métrixa, ha
végrehajtunk egy olyan bazistranszformaéciot, aminek a métrixa egy elemi
oszlopéatalakitashoz tartozé elemi méatrix?

Megoldds. A kvadratikus forma maétrixan is végrehajtodik az elemi oszlop-
atalakités, és egy ugyanilyen tipusu soratalakitas is. Lassunk elGszor egy
példat! Legyen () matrixa valamely bazisban

1 0 -2
C = 0 2 1
-2 1 -1

Tekintsiik példaul azt az elemi atalakitast, mikor egy méatrix méasodik oszlop-
dhoz hozzéadjuk az elsé oszlop kétszeresét. Az ehhez tartozé elemi matrix:

o™

Il
OO =
O =N
_— o O

Ha végrehajtjuk azt a bézistranszformaciot, aminek matrixa e, akkor @
métrixa az Gj bazisban e ' Ce, azaz

1 00 1 0 =2 1 20 1 2 =2
210 0 2 1 01 0 |= 2 6 =31,
0 01 21 -1 0 01 -2 -3 -1

tehét az eredeti C' métrixon végrehajtodik két elemi atalakités: az elsé oszlop
kétszeresének hozzdadasa a méasodik oszlophoz, és az els6 sor kétszeresének
hozzédadasa a méasodik sorhoz. Ennek oka az, hogy az e matrixszal vald
jobbrol szorzas a megfelel oszlop atalakitas végrehajtasat jelenti, mig az
e matrixszal valo balrol szorzés azon soratalakitas végrehajtasat jelenti,

aminek matrixa ¢ . Ez természetesen tetszGleges € esetén is igaz.

2.18. Feladat. Hozzuk kanonikus alakra az aldbbi kvadratikus formékat

Py

elimindcioval, az el6z6 feladat alapjan! Adjuk meg az 1ij bazist is!
1. Q(:cl,acg,wg) = :C% — 21‘% — 41'% + 21’1%2 — 4:51%3 + 8:52%3,
2. Q(x1,x9,x3) = x% + :Cg — 2x179 + dx123 + 21923,
3. Q(x1,x2,x3) = X172 + T123 + T2X3.
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Megoldds. Ha a kvadratikus forma maétrixa a természetes bazisra vonatko-
z6éan C') és egymas utan végrehajtjuk azon bazistranszforméciokat, amiknek
métrixai az €1, ..., &, elemi matrixok, akkor az 4j béazisban ) méatrixa:

T

En ...alTCal...sn:(51...€n)TC€1...€n.

Ha tehat elérjiik, hogy ez a métrix diagonélis legyen, akkor abban a bézis-
ban aminek elemei az ¢1 .. . £, matrix oszlopaiban talalhatok, a @ kanonikus
alakt lesz. Kiindulunk tehat a (C|E) méatrixbol, és ugy eliminalunk, hogy
C-n sor-oszlop atalakitasokat végziink (példaul ha a masodik sorhoz hoz-
zéadjuk az els6 sor kétszeresét, akkor a masodik oszlophoz is hozzéadjuk
az elsG oszlop kétszeresét), de E-n csak a soratalakitast hajtjuk végre. Ha
C helyén diagonélis méatrix alakul ki, akkor F helyén a bazistranszformacio
métrixanak transzponaltja fog szerepelni:

(CIB) ~ (DIST).

1. Az els§ 1épésben elérjiik, hogy az alahuzott értékek helyén nulla legyen.
Kivonjuk C els6 sorat a mésodikbol, és az els6 sor kétszeresét hozzaad-
juk a harmadik sorhoz, ugyantgy, ahogy az inverzszamitasos szimultan
Gauss eliminécional csindltuk, tehat ezeket az atalakitdsokat E-n is vég-
rehajtjuk. Ezutan oszlopokra is végre kell ugyanezt hajtani (csak C-n),

1
de mivel az els6 oszlop mar | 0 | alakd, igy ez csak annyit jelent, hogy
0
az elsd sor is (1,0,0) lesz. A szimmetria miatt mindig ilyen konnyt dol-
gunk lesz:
1 1 -2, 100 1 0 0 1 00
1 -2 4 01 0J|~|10 -3 6 -1 1 0 |~
-2 4 -4 0 0 1 0 6 -8 2 01
1 0 O 1 00
0 -3 0| -110
0 0 4 0 21
1 -1 0
Azt kaptuk, hogy az | 0 |, 1 ,1 2 | bézisban @ kanonikus
0 0 1

alaka: Q(y) = y% — 3y% + 4y§. Ugyanazt az eredményt kaptuk, mint a
2.15 feladatnal, ez azonban nem sziikségszerti. Hangstlyozzuk azonban,
hogy barhogyan is hozzuk kanonikus alakra a kvadratikus format, a
pozitiv, negativ és nulla egyiitthatok szadma mindig ugyanannyi.
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2. Most C-ben az els§ sort a masodik sorral, majd az els§ oszlopot a ma-
sodikkal megcseréljiik, F-ben pedig csak a sorokat cseréljiik. Ezutén az

el6z6ekhez hasonloan folytatjuk az eliminéciot:

0 -1 27100 1 -1 1] 010
-1 1 1,010 ]~ -1 0 2|]100 |~
2 1 11001 1 2 110 01

1 0 00 1 O 1 0 0] 010

0 -13,1 1 0})~10-10)110

0 3 0,0 -1 1 0 0 9,3 21

3. Itt a sor-oszlop csere nem vezetne eredményre, az els§ sorhoz hozzaadjuk
a masodik sort, és az els§ oszlophoz a méasodikat:

0 1/2 1/2] 1 0 0 1 1/2 1 110
/2 0 121010 ]|~(12 0 1/2] 0 1 0 |,
1/2 1/2 0 0 0 1 1 1/2 0 0 0 1

megszorozhatjuk 2-vel a mésodik sort és oszlopot:
11 11110 1 0 0 1 1 0
1011020 ]~|0 -1 0 -1 1 0
1101001 0 0 -1 -1 -1 1

2. Euklideszi terek

2.19. Feladat. Definidlhatnak-e belss szorzast R3-ban az alabbi bilinearis
formak? Ha igen, akkor szamitsuk ki az x = (1,2,3) vektor ||z||p nor-
majat!
1. B((Jfl,ﬂfz,ﬂfs)a (yl,y%ys)) = 21Yy1 + T2y2 + T3Y3,
2. B((z1,22,23), (Y1,Y2,Y3)) = 231y1 — 2012+ 21Y3 — 2T2y1 + T3Y1 + T3Y3,
3. B(($17w2,9€3)7(y1,y27y3)) = 621y1 +T1Y2+221y3+T2y1 +Toy2+2x3y1 +
Z3Ys.

Megoldds. Egy bilineéaris forma akkor definiadlhat bels6 szorzast egy vek-
tortéren, ha szimmetrikus, és a bel6le szarmaz6 kvadratikus forma pozitiv

definit.
1. Ennek a bilinearis forméanak a matrixa az egységmatrix, ami szimmetrikus

és valamennyi féminor-determinansa pozitiv, igy ez bels§ szorzas. (Az
R™ vektortéren alapértelemben ezt a bilinearis format tekintjiik bels6
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szorzasnak, és ekkor (z,y) = QTQ =zy1 + -+ Tpyn.) Azz = (1,2,3)
vektor normaja:

llz|]| = VB(z,z) = \/o? + 23 + 23 = V12 + 22 + 32 = V14

Ennek a bilinearis forméanak is szimmetrikus a matrixa:

2 -2 1
c=| -2 0 o],
1 0 1

de a B-bdl szarmazé kvadratikus forma nem pozitiv definit, mert ennek
a matrixnak a méasodik sarokminor-determinansa negativ:

‘2—2

Al =2, Ag = _9 0

‘ _—,
Ezen bilineéris forma matrixa szimmetrikus, és a f6minor-determinansok
mind pozitivak:

6 1

) 6 1 2
=5 As=[110|=1,
L 2 0 1

Ay =6, A2:<

igy B segitségével definidlhatunk belsd szorzést, és ekkor

6 1 2 1
lzlb=(123)( 1 1 0 2 | =35
2 0 1 3

2.20. Feladat. Hatdrozzuk meg az R3-beli x és y vektorok norméjat, tavol-
sagat és az altaluk bezart o szdget, ha

1.

2.
3.

L = (2a 172)7 y= (_172a0)7
L = (Sa _la 1)7 Q: (17 1a 1)7
z=(0,2,0), y = (2,—1,4).

Megoldds. Egy x vektor norméja /(z,z), két vektor tavolsaga a kiilonb-
ségiilk normaja, és két vektor altal bezart szdg cosinusat megkapjuk, ha a
bels6 szorzatukat elosztjuk a norméikkal.

1.

lzl| = V22 + 12+ 22 =3, [jy|l = V/(—1)Z + 22 = V5,
dlz,y) = [z~ yll = 1|3, ~1,2)|| = V14,

x? — . .
cosa = = @ = 2D +1:2+2:0 = 0, tehat a két vektor merdle-

z/lyll 3v5

ges.



70 2. EUKLIDESZI ES UNITER TEREK

2. ||(37_171)|| :\/ﬁ7 ||(1a171)|| :\/ga
s &Y _3-1+41 /3
|z [[ |yl V33 11
3. 11(0,2,0)|| =2, ||(2,-1,4)|] = v21,
llz —yll = [[(=2,3, —4)[| = V29,
(z,y) -2 1
COS ¥ = =

lzllllgll — 2v21 V2l
2.21. Feladat. Mit mondhatunk két adott vektor altal bezart szégrdl, ha
tudjuk, hogy bels6 szorzatuk

1. nulla,
2. pozitiv,
3. negativ?
Megoldads.

1. Két vektor pontosan akkor meréleges, ha bels6 szorzatuk nulla.
2. Ha a vektor bels§ szorzata pozitiv, akkor az altaluk bezart szog cosinusa
is pozitiv, igy ez hegyesszog.
3. Ekkor tompaszoget zédrnak be.
2.22. Feladat. Mi (z,e) geometriai jelentése az R™ téren, ha ||e|| =17

Megoldds. Ha a jeloli az z és e altal bezart szoget, akkor

(z,e)

cos v = ,
JE4]
igy (z,e) = ||z|| cos a, tehat az z vektor e irdnyd egyenesre vett merdleges
vetiiletének hossza. (Magat a merdleges vetiiletet az (z,e)e vektor adja.)
Z
Q)
cosallz]

2.23. Feladat. Hatdrozzuk meg az x vektor e iranyba esé merdleges vetiiletét,

ha

1. &Z( a_1a2)7§:%(17171)7
2. T = 5a57_3)7§:(1a27_ )7
3. z=(6,2,6,2), e=(1,1,1,1).
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Megoldads.

1. Mivel e egységvektor, igy a vetiiletet 2’ = (z, e)e adja:

, 31 1 } 1 1 3.1-1-1+2-1 }
€T = — y T H—= e =
N o ) V3 \1)/ V34 3 1

4/3
— (43
1/3

(A jobb attekinthet&ség érdekében most < > zardjellel jeloltiik a skalaris
szorzatot. Emlékezziink, hogy a bels§ szorzas bilinearis, igy a skalar
kiemelheté mindkét valtozojabol, itt az 1/+/3 szamot kihoztuk a zarojel
elé!) Ellendrizhetjiik is, hogy helyesen szdmoltunk-e. Ha a vetiiletet 2’
jeloli, akkor 2" := z—a’ mer6leges z’-re. Valoban, z” = (5/3,—7/3,2/3)
és 2’ bels6 szorzata nulla.

2. (a) Most e nem egységhosszi, igy el6szor lenorméljuk. Ez azt jeleni,
hogy elosztjuk a hosszéval, hogy egy vele egyez6 iranya de mar 1 nor-
maju vektort kapjuk:

N

e 1
/ =
Q = — = —

lell V6 -1

Most méar €’ segitségével megkaphatjuk a vetiiletet:
5 1 1 1 3
1 18
(z,e)e = - < 5 1,1 2 > 2 | = n 2ol =1 6
-3 -1 -1 -1 -3

(b) Maskeépp is szamolhatunk: tudjuk, hogy a vetiilet e konstansszorosa.

' =ae

Keressiik tehat azt az o # 0 valés szamot, amire igaz, hogy ha 2’ = ae,
és 2" = x — 2/, akkor ' és 2" mer6legesek, azaz a belsé szorzatuk nulla:

0=(2,2") = (ae,z — ae) = ale,z) — a*(e,e) =
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1 5 1 1
a< 2 1.1 5 >—a2< 2 1,1 2 >:18a—6a2.
~1 -3 ~1 —1

-
|lell?

Innen o = 3 és a merdleges vetiilet: 2’ = 3e.
3. Keressiik azt az a # 0 valos szamot, amire 2/ = ax és 2’/ = z — 2/
ortogonalisak, tehat

0= (ag,z —ae) = ale,z) — ?||e]|? = 16a — 4a?.
Innen v = 4, és a merdleges vetiilet (4,4,4,4).
2.24. Feladat. Ha tudjuk, hogy ||z|| = 3, ||y|| = 5, és (z,y) = 1, akkor
mivel egyenl6 ||z + y||?
Megoldds. Mivel

lz+yl? = @+yzty) =(zz)+2zy) + (1Y)
|2 + 2(z,9) + [[y]]> = 9+ 2 + 25 = 36,

igy |lz +y|| =6.
2.25. Feladat. Milyen « szam esetén lesz az x — ay vektor minimalis nor-
méji, ha z = (—1,10,7), y = (-1,2,3)7

Megoldds. (a) Akkor lesz minimalis norméja, ha ay éppen az z vektor y

irAnyban vett mersleges vetiilete,
x

—ay

ay
tehét ha 0 = (z — oy, y) = (z,y) — o|y||* = 42 — a14. Innen o = 3.
(b) Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha kiszamoljuk, hogy mennyi ||z — ay|?:
(=14 a,10 —a2,7—a3)|]> = (~1+a)®+ (10 —2a)? + (7 — 30)?
= 14a” — 84a + 150
= 14(a —3)% + 24.
Lathato, hogy ez a kifejezés o = 3 esetén minimaélis.

2.26. Feladat. Milyen szoget zarnak be az x ésy egységvektorok, ha tudjuk,
hogy x + 2y és 5z — 4y merdlegesek egymadsra?
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—

z,y)
/[yl

Megoldds. Mivel cosa = és x, y hossza 1, igy csak (z,y)-t kell

\
kiszamolnunk. Tudjuk, hogy
0 = (z+2y,52—4y)=5(z,z)+10(y,z) — 4(z,y) — 8(y,y)

= 5llz[|* +6(z,y) — 8lly|* = 6(z,y) - 3.

Innen cos a = (z,y) = 1/2, tehat 60°-o0s szdget zarnak be.

2.27. Feladat. Mely vektorok lesznek merdlegesek az n vektorra a megadott
Euklideszi terekben? Milyen geometriai alakzatot alkotnak ezek a vek-
torok?

1. n=(1,2) e R?,

2. n=(0,0,1) € R?

3. n=(1,2-1) R

4 n=(1,-1,-2,1) e R".

Megoldds. Ha egy vektor merdSleges n-re, akkor a vektor tetszéleges skalar-
szorosai is azok lesznek, illetve két n-re meréleges vektor dsszege is merdleges
lesz n-re, igy az ilyen vektorok egy alteret fognak alkotni.

1. Keressiik azon z = (x1, z2) vektorokat, amelyekre (n,z) = 0, azaz
1T + noxs = 1 + 222 = 0.

Ez egy homogén linearis egyenletrendszer, ami egy egyenletbdl all, és
megoldasai az alabbi vektorok:

()= (7)e ter
xI9 1

tehat a (—2,1) iranyu origon atmend egyenes pontjai. A fenti egyenlet
az (1,2) normélvektord, 0-n atmend egyenes normélvektoros egyenlete.
2. Keressiik azon x = (z1, x2, x3) vektorokat, amelyekre (n,z) = 0, azaz

n1x1 + noTo + nzxrz = x3 = 0.

Ezen homogén linearis egyenlet megoldéasai az alabbi vektorok:

I 1 0
zo | =0 t1+ 1] ta, t1,t2€R,
T3 0 0

tehat az [z, y| sik pontjai. A fenti egyenlet a (0,0, 1) normalvektord, 0-n
atmend stk normélvektoros egyenlete.
3. A keresett vektorokat az alabbi egyenlet adja meg:

N1y + Nz + n3x3 = x1 + 2x2 —x3 = 0.
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Ezen homogén linearis egyenlet megoldédsai az alabbi vektorok:

I 1 -2
zo | =0t + 1 to, t1,t9 € R,
I3 1 0

tehat az (1,0,1), (—2,1,0) vektorok altal generalt altér, ami egy origon
atmeng sik.
4. Keressiik azon z = (x1,x9, x3,x4) vektorokat, amelyekre

(n,x) = niz1 + nowo + n3x3 + naxy = 1 — T2 — 223 + x4 =0,

Innen
1 -1 2 1
T 0 0 1
$§ = 0 tl + 1 t2 + 0 t37 t17t27t3 € R?
T4 1 0 0

tehat egy harom dimenzidés altér.

Altalanossagban elmondhaté, hogy egy n-dimenzios Euklideszi térben adott
vektorra merdleges vektorok egy (n—1)-dimenzios alteret alkotnak, azaz egy
origdn atmend hipersikot.

2.28. Feladat. Irjuk fel az n normalvektort, r-re illeszkeds sik egyenletét

R”-ban!
1. n=(1,2,3), r=(1,1,1),
2 n = <_27 174)7 r= (2737_1)7
3 n=(1,1,1), r=(1,1,1)

Allapitsuk meg, hogy a z = (2, —1,2) vektor eleme-e a sikok valamelyikének!

Megoldas. Egy x = (x1,x2,x3) vektor pontosan akkor lesz eleme az n nor-
malvektora és r-re illeszked$ siknak, ha az x — r vektor meréleges az n
normélvektorra, azaz ha teljesiil, hogy (z —r,n) = 0. Atrendezés utan

(z,n) = (r,n)
adodik, ami koordinatékkal irva:
Tr1ni + xo9no + T3N3z = ring + rong + ryns.

(A kozépiskolas tananyagban szerepelt az egyenes normalvektoros egyenlete,
ami analog a fenti egyenlettel: x1ny + xong = ring + rons.)
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SQ

E =

—

1. Helyettesitsiik be a megfelel koordinatéakat a fenti egyenletbe:
r1 + 2z + 33 = 6.
Mivel a (2, —1,2) vektor koordinatai teljesitik az egyenletet, igy z eleme
a sfknak.
2. A keresett egyenlet: —2x1 + x5 + 4x3 = —5, és z nem eleme a siknak.
3. Az egyenlet: x1 + x9 + x3 = 3, és z eleme a siknak.

2.29. Feladat. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, ami illeszkedik az
alabbi harom pontra!

Loa=(3,2,1), b=(2,1,2), c=(0,0,5),

2. Q_( 171a1)7 Q: (2a270)7 c= (_371a_1)7
3. a = ( 571a1)7 Q (Oa _250)7 c= (_2a174)
Megoldds.

1. Kerestink egy olyan n vektort, ami merdleges a sikra, igy merdleges a
b—a=(-1,—-1,1) ésac—a=(—3,-2,4) vektorra is, tehat

—nqp —ng +ng = 0
—3ny —2ny +4n3 = 0.

Ha ezt az egyenletrendszert megoldjuk, akkor azt kapjuk, hogy n =
(2,—-1,1)t, t € R. Valasszuk t-t 1-nek, ekkor a sik normalvektora
(2,—1,1), és a keresett egyenlet (z,n) = (a,n), azaz

21 —x9 + 3 = 5.

2. Hasonloan, b—a = (3,1,—1), c—a = (—2,0,—2), és a sik norméalvektora
megkaphat6 az

3ny +nyg —ng = 0
—2n7 —2n3 = 0
egyenletrendszerbdl: n:= (—1,4,1). A sik egyenlete
—x1 + 49 + x3 = 6.
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3. Most b—a = (5,—-3,—-1), c—a = (3,0,3), az egyenletrendszerre pedig
5n1 —3712 —ng = 0
3ng +3ng = 0

adodik. Legyen n = (—1,—2,1), igy a sik egyenlete: —x1 —2x9+x3 = 4.

2.30. Feladat. Irjuk fel az R3-beli 1 pontra illeszkedd és v iranyvektoru

egyenes egyenletrendszerét!

I r= (L 2, _1)7 v = (L 3, 1)7

2 r (_170a4)7 v = (_172a )7

3. r=(-1,3,4), v=(2,-1,0),

4. r=(1,0,0), v=(1,0,0).

Megoldads. R3-ban egy egyenest nem egy, hanem két egyenlettel lehet jelle-
mezni. Egy x = (z1,x2,x3) pont akkor és csak akkor lesz eleme az egyenes-
nek, ha z = r + tv valamely ¢ valos szidm esetén. Ez a harom koordinatara
egy-egy egyenletet jelent:

rKT = 1+ tUl
To = T9+tvg
T3 = 13-+ tvs.

Ezekbdl t-t kifejezve azt kapjuk, hogy

Tr1 —T1 To — T2 r3 — T3

U1 V2 U3 ’

ha v-nek nincs nulla koordinatija, ez az egyenes kanonikus egyenletrend-
szere.
1. Az egyenes egyenletrendszere:
T — 2
3

ami egy két egyenletbdl allo linearis egyenletrendszerrel egyenértéki.
Ugyanez az egyenes tehit megadhaté példaul az aldbbi egyenletrend-
szerrel is:

T —1= =x3+1,

3%1 —XT9 = 1

I —T3 = 2.
2. Az egyenes egyenletrendszere:

r1+1 T2 _:E3—4

-1 2 3 7
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és ebbdl példaul az alabbi egyenletrendszer irhato fel:

—21‘1 —XT2 = 2
3%2 —21‘3 = -8

(A két egyenlet egy-egy sikot ad meg, az egyenes tehat ezen két sik
metszete. Természetesen mas egyenletrendszer is jellemezheti ugyanezen
egyenest.)

Most v-nek van nulla koordinataja, ezért tekintsiik elgszor a paraméteres
alakot:

r1y = —14+2t
To = 33—t
r3 = 4,

tehat az egyenes egyenletrendszere
r1+1 To — 3
2 1
Ez az egyenes az ugynevezett x-tengely. A paraméteres egyenletrend-
szer:

1‘3:4.

ry = 14t
To = 0
r3 = 0,

tehét x1 tetszGleges lehet, és az egyenest meghatarozé két egyenlet:

1’2:0, .%'3:0.

2.31. Feladat. Gram-Schmidt ortogonalizécios eljarassal ortonormaljuk az
alabbi vektorrendszereket!

1. Ql = (172?1)7 Q2 = (_17270)7 b?, - (27 _17 1)7

2. b, =(1,1,1), by =(0,1,2), by =(2,3,1),

3. b, =(1,1,1), by =(1,1,2), b3 =(1,2,3),

4. bl = (13271)a Q2 = (27 172)5 Q3 = (_1717 1)7

5. b, =(0,1,0,1), by =(—1,2,0,1), by = (2,—1,1,0).
Megoldds. Az ortonormélt vektorrendszer elsg elme e; = H%—iH’ a k-adik
elemet pedig az els6 k — 1 elem ismertében e;, = o adja, ahol

I8

[
EZ = by — (by,e1)er — -+ — (bgs €p—1)€p—1-
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b, 1 (1

=L — (2],
oall - v6 \

1
_ 1 1
vl et
1
— 1 1
vl et v
1
— 1 1
R B R
0
BT N B
ol ©=%
1

-1 1
1
2 1, — (2
o) V6 1>
1 -1 1
21 =1 2 —% 2
1 0 1
1) M\
1
21 4 ’
-1
1
23—% 21
-1
23—% (1)
-1
23—% (1)
1
1 1
S 7aE | 3
-1
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2.32. Feladat. Adjunk meg R3-ban egy olyan ortogonalis bazist, amelynek
egyik vektora by, ahol

1. b, =(2,-1,1),

2. by =(0,1,-1)!

Megoldds. Harom lineérisan fiiggetlen vektorbol Gram-Schmidt ortogonali-
zacios eljarassal tudunk ortogonélis bazist késziteni. Az adott b; vektorhoz
kell tehat talalnunk még két vektort tgy, hogy egyiitt R3 egy bézisat ad-
jék.
1. Valasszunk ki a b;, ey, €9, €5 vektorrendszerbdl egy bézist tgy, hogy by
benne maradjon. Vilagos, hogy b;,es, €3 linearisan fiiggetlenek, alkal-
mazzuk tehat az ortogonalizacios eljarast:

0 2 2
Bll) Tell = o) ~ 6 (7 ) 6\
b b b b
o= e —<e,i> 1 _<e’ —2> 09
= ST\ ) el \® Tkl Tkl
_ 8 1 _21 1 g 1 _02
1) 6\1) 30\) 5\4

mivel itt a vektorokat nem kell normalnunk, egy megfelel6 ortogonalis
bazist alkotnak a b; = (2,—-1,1), (2,5,1), (—1,0,2) vektorok.

2. Hasonléan, most b;,e;, e, bazis ]R?’—ban, és ebbdl Gram-Schmidt orto-
gonalizacios eljarassal készithet6 ortogonélis bazis: (0,1, —1), (1,0,0),
(0,1,1).

2.33. Feladat. Adjunk meg ortonormélt béazist az alabbi alterekben:

1L H1 = ‘C((_la 27 1)7 (17 07 3))a

2. H2 = ‘C((la _17 2)7 (27 17 0)7 (07 _37 4))a

3. H3 = E((la _17 Oa 1)7 (17 _37 45 3)7 (07 27 0) 2)7 (27 _47 4> 4))

Megoldds. ElGszor az alteret generalo vektorrendszerbdl ki kell valasztani egy
bézist, majd alkalmazhaté a Gram-Schmidt ortogonalizacios eljarés.

1. Mivel ez a két vektor linearisan fiiggetlen, igy az ortonormalt bazis e;

és ey ahol:
e = —F= , €9 = - = =51 y, 9= —F— | —
V6 \ g 3/ 0\1 3\ 8 V21 \ 4
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2. Eliminécioval valasszunk ki egy linearisan fiiggetlen vektorrendszert:

1 -1 2 1 -1 2
2 1 0]~[0 3 —4],
0 —3 4 0 -3 4

tehét az els6 két vektor Ho egy bazisat adja. Alkalmazzuk a Gram-
Schmidt eljarast, és a kapott ortonormalt bézist az —=(1,—1,2) és az

V6
Vllﬂ_ (11,7, —2)akat vektorok adjak.

3. Eliminéaciéval azt kapjuk, hogy az els6 harom vektor a Hs altér egy
bazisat adja, ezen vektorokra alkalmazva az ortogonalizaciés eljarast az

AR e L 1 1
alabbiakat kapjuk: ﬁ(l’ -1,0,1), E(—Q, -1,6,1), ﬁ(O, 1,0,1).
2.34. Feladat. Az [E 9-dimenziés Euklideszi térben H egy 4-dimenziés al-
tér. Mennyi H ortogonalis komplementerének a dimenziéja?

Megoldds. Mivel H® H' = E, igy dimH " = 5.
2.35. Feladat. Adjuk meg egy-egy béazisat az alabbi alterek ortogonilis
komplementerének!

1. Hy =L(2,—-1,3),

2. Hy=L((1,-3,2),(4,1,0)),

3. H3=,((0,1,-1,0),(1,2,1,-1),(1,0,0,—1),(—1,1,—1,1)).

Megoldds. Egy x vektor pontosan akkor lesz eleme az altér ortogonalis komp-
lementerének, ha az alteret generalé vektorok mindegyikére merdleges.

1. Itt z € H, ha ((z1,72,73),(2,—1,3)) = 0, tehét a
2071 —xo+ 323 =0

egy egyenletbdl 4ll6 homogén linearis egyenletrendszert kell megoldani,
ennek megoldastere lesz az ortogonalis komplementer.

T —3/2 1/2
xTo | = 0 t1 + 1 ta, t1,to € R.
T3 1 0

Tehat a H, altér egy bazisat adjék a (—3,0,2),(1,2,0) vektorok. (El-
lendrizhetjiik, hogy az eredményként kapott vektoroknak és a H; alteret
generald vektornak a bels§ szorzata valoban nulla.)

2. A H; altér elemei azok a vektorok lesznek, amelyek mindkét Ho-t ge-
neral6 vektorra merdélegesek, tehat ezekkel vett belsd szorzatuk nulla:

1 —3xa+2x3 = 0
4x1 + x9 = 0.
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Innen (z1,x2,23) = (—2/13,8/13,1)t, ahol t € R, tehat az (—2,8,13)
vektor béazis Hy -ben.
3. Hasonl6an, az

o — I3 0
1 +2r2+23—714 = 0
T —z4 = 0
—x1+x2—w3+T4 = 0

egyenletrendszer megoldasa utéan azt kapjuk, hogy H ;— =L£(1,0,0,1).

2.36. Feladat. Adjunk meg ortogonélis bazist az aldbbi alterek ortogonélis
kom p]ementerében !

1. Hy =L(1,2,-1),

2. Hy zﬁ(( -2,0,1),(1,2,1,0)),

3. Hy=/,L((1,-1,2,0),(2,—-1,0,—1),(0,—1,4,1)).

Megoldds. Az el6z6 feladathoz hasonloan kell eljarnunk, de a kapott vek-
torokat még ortonogonalizilnunk kell a Gram-Schmidt eljarassal.

1. Az z1+2x9—2x3 = 0 egyenlet megoldasterét a (—2,1,0), (1,0, 1) vektorok
generaljak, ezekre alkalmazva az ortogonalizicids eljarast azt kapjuk,

hogy

T_,( L 1
H, _£<\/g( 2,1,0),\/%(1,2,5)).

Ez egyben ortonormélt bézis is.
2. A két egyenletbdl allo egyenletrendszer megoldasa utan

H) = £((—2,-1,4,0),(-2,1,0,4)),
és ezen két vektor ortonogonalizélasa utan azt kapjuk, hogy
Hy = L£((~2,-1,4,0),(~12,8,—4,28)) .

3. Els6 lépésben (2,4,1,0),(1,1,0,1) adodik, majd ortogonalizalas utan
(27 47 17 0)7 (37 _17 _2’ 7)
2.37. Feladat. Adjuk meg az x vektor merdleges vetiiletét a H = L(by, by)
altérre, ahol

1. z=(-3,7,2), H=L((1,2,1),(~1,0,2)),
2. z=(3,7,6), H=L((1,1,-1),(2,0,3),
3. z=(2,5,-3,-3), H=L((54,—1,-2),(3,-1,2,1))
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Megoldds. Az x' vektor akkor lesz az x merSleges vetiilete, ha egyrészt
2/ € H (tehat eldall a H-t generalod vektorok linearis kombinaciojaként),
masrészt az 2" = x — 2/ vektor merdleges H-ra (azaz merdleges a H-t

generald by, b, vektorokra).

Keressiik tehat azokat az aq, as konstansokat, amelyekre teljesiil, hogy ha
' = a1by + anb,y, akkor az x — 2’ vektor mergleges by-re és by-re is. Ekkor
0= (2 —aiby — aby,by) = (z,b1) — a1 (by, by) — a2(ba, by),
és hasonlo egyenlet teljesiil by-re is. Innen a keresett konstansok meghatéa-

rozhatoak.
1. Helyettesitsiik tehat be a megfelels vektorokat az

a1(by,by) +az(by,by) = (z,09)
ai(by,by) + az(by,by) = (z,bs)

egyenletrendszerbe:
6y +ag = 13
a1 +bay = 7.
Innen oy = 2, a9 = 1, és igy a merdleges vetiilet: 2’ = 2b;+by, = (1,4,4).
2. Hasonl6an, most
3a1 —ag = 4
—aq + 13as = 24,
innen ay = ag = 2, és {gy a merGleges vetiilet: 2’ = 2b; + 2by, = (6,2,4).
3. Az egyenletrendszer most
4601 + Tae = 39
Tap + 15y = =8,
a; =1, ag = —1, és a merdleges vetiilet: 2/ = b, — by = (2,5,-3,-3).
2.38. Feladat. Szamitsuk ki az x vektor tavolsdgat a H altértdl az el6z6

feladat adataivall Hogyan hatarozhaté meg az x vektornak a H altérrel
bezéart szoge?
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Megoldds. Az elézé feladat megoldasanak jeloléseivel a tavolsagot az x”/ =
x — 2’ vektor norméja adja, a keresett szog pedig az x és az 2’ altal bezart
S70g.
1. 2" = (=3,7,2) — (1,4,4) = (—4,3,-2) és [|z"|| = v29. Az altérrel
bezart « szog:
(xz) 33
lz|lllz']|  62v/33

vagy mésképpen a derékszogl haromszog segitségével

Q. = arccos

« = arccos lz|} _ V33
lzll - V62
2. 2" =(-3,5,2) és ||2"|| = V38, cosa = /56/v/94.
3. 2" =1(0,0,0,0) és ||2”|| = 0, mert az z vektor eleme az altérnek. Ter-

meészetesen o = 0.

2.39. Feladat. Mennyi az x = (4,—3,8) vektor tdvolsaga attol a siktol,
amelynek egyenlete x1 — 2x9 4+ 3x3 = 67

Megoldads.

1. A sik norméalvektora n = (1,-2,3). Keressiik azon 2’ = (z1,x2,23)
pontjat a sitknak, amire teljesiil, hogy 2’ + an = x valamilyen « valos
szam esetén (tehat szemléletesen 2’ az x pontbol a sikra allitott merdleges
egyenes metszéspontja a sikkal.) Tehat

(1'1’ I2, 1‘3) + O‘(lv —2, 3) = (47 -3, 8),

innen 1 = 4 — a, 19 = —3 + 2a, 3 = 8 — 3. Mivel 2/ teljesiti a sik
egyenletét o = 2 adodik, és a keresett tavolsag ||2n|| = v/56.

2. Masik lehetség, hogy visszavezetjiik a feladatot egy altértsl vett tavol-
sadg meghatirozasara. A sik egy reprezentédnsvektora példaul az r =
(0,0,2) vektor. A keresett tévolsag megegyezik az x — r vektornak a
x1 — 2x9 + 3xs = 0 egyenleti siktol vett tavolsagaval, ez pedig méar
altér.

3. Euklideszi terek linearis operatorai
2.40. Feladat. A ¢ : R® — R® linedris operdtor matrixa a természetes
béazisra vonatkozéan A. Mi a o* adjungélt operdtor méatrixa?

Megoldds. ¢* matrixa AT, hiszen
(Az,y) = (e(z),y) = (2,9 (y) = (z,A7y)
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teljesiil minden z,y € R3 esetén. A kanonikus bels§ szorzat esetén (a,b) =
a'b, igy

(AE)TQ _ &TATQ — gTA*g,
azaz A* = A'. (Ez az Osszefiiggés tetsz6leges ortonormalt béazis esetén tel-
jesiil, ekkor ugyanis a bels6 szorzas matrixa az E egységmatrix.)

2.41. Feladat. A 1,92 : R" — R" linedris operatorok maétrixa a ter-
mészetes bazisra vonatkozéan A illetve B, és w1 énadjungélt operétor, pa
pedig ortogonalis operator. Az alabbi allitasok kéziil melyek igazak, és
melyek hamisak?

A szimmetrikus.

B szimmetrikus.

B~1=RBT.

det B = 1.

A nem lehet ortogonélis matrix.

1 minden sajatértéke valos.

po-nek van valés sajatértéke.

1 sajatvektorai egymaésra merélegesek.

B oszlopvektorai egymasra merdlegesek.

10. A diagonalizdlhaté métrix.

11. B diagonalizalhaté matrix.

12. z és Bx norméja megegyezik.

Megoldds.

1. Igaz.
2. Nem feltétleniil igaz, példaul az R2-beli origd koriili forgatas matrixa:

cosa  sina
—sina cosa /)’
Igaz.

Nem igaz. Az allitas helyesen: det B = +1 vagy —1.
5. De lehet. Példaul az identikus transzformécioé méatrixa (az egységmatrix)
szimmetrikus és ortogonélis is.

© 00N R W=

- W

6. Igaz.
7. Nem igaz. Példaul az R2-beli origd koriili forgatédsnak nincs valos sajat-
értéke.

8. Nem igaz. Helyesen: ¢ kiillonb6z6 sajatértékeihez tartozo sajatvektorai
merdlegesek egymasra.

9. Igaz. SG6t, egységhosszuak is, és ugyanez igaz sorvektoraira is.

10. Igaz.

11. Nem feltétleniil igaz.
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12. Igaz.

2.42. Feladat. Irjuk fel a o linearis operator természetes béazisra vonatkozoé
matrixat. Allapitsuk meg, hogy ¢ énadjungalt illetve ortogonalis operator-

el

1.

SUEENE

¢ az R%-beli y tengelyre tiikrozés,

¢ az R3-beli origéra tiikrozés,

¢ az R3-beli [z, y]-sikra valé merdleges vetités,

Y az R2-beli origd koriili « sz6gt forgatas,

Y az R%-beli origé kozéppontii hdromszoros nagyitas.

Megoldds. Az onadjungalt operdtorok matrixa ortonormaélt bazisban szim-
metrikus, az ortogonélis operdtorok métrixa pedig ortogonalis méatrix, azaz
sorai (oszlopai) egymasra meréleges egységvektorok.

1.

A transzformécié matrixa oszlopaiban tartalmazza a bézisvektorok ké-
pének koordinatait: Mivel ¢(1,0) = (—1,0) és ¢(0,1) = (0,1), igy a

keresett matrix
-1 0
A= ( 0 1 > ’

Ez az operator onadjungalt is és ortogonéalis is. A matrix diagonalis, a
természetes bazis itt sajatvektorokbol 4llo6 orotonormalt bazis is egyben.
Az operator matrixa:

-1 0 O
A= 0 -1 0 )
0 0 -1
onadjungalt és ortogonalis is.
Az operator matrixa:
1 00
A= 01 0 |,
000
tehat onadjungalt operator, de nem ortogonélis.

Most ¢ méatrixa
cosa  sina
A= . ,
—sina cosa
ez ortogonalis matrix. Valoban, sorvektorai egységhossziiak cos? o +

sin? o = 1 miatt, és merdlegesek egymésra, mert belss szorzatuk nulla.
Mivel az operator métrixa

30
=(3)
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igy ez szimmetrikus, de nem ortogonalis transzformacio.

2.43. Feladat. Irjuk fel a ¢ : R* — R? linedris operator matrixat, ha o
az x1 + 2x9 + x3 = 0 egyenletii sikra valo tiikrézés. Onadjungéalt illetve
ortogonélis-e ez az operator?

Megoldds. Az ortogonalis felbontas szerint z = 2’ +z”, ahol 2’ az x meréleges
vetiilete a sikra, z” pedig az x merdleges vetiilete az n iranya egyenesre,
ahol n = %(1,2, 1) a sik normél-egységvektora. A 2.23 feladat alapjan

2z’ = (z,n)n, igy

oz
Innen
1 1
@(1,0,0) = (1,0,0) — 2%%(1,2,1) = (2/3,—2/3,—1/3),
£(0,1,0) = (0,1,0)—2(1,2,1):(—2/3,—1/3,—2/3),
£(0,0,1) = (0,0,1)%(1,2,1):(_1/3,_2/3,2/3),

igy az operator matrixa:

2/3 —2/3 —1/3
—2/3 —-1/3 —2/3]|,
~1/3 —2/3 2/3

tehat ez egy szimmetrikus és ortogonalis operator.

2.44. Feladat. Irjuk fel a ¢ : R® — R3 linedris operator matrixat, ha ¢ az
x1+ 22 — 3x3 = 0 egyenletii sikra valé merdleges vetités. Onadjungéalt illetve
ortogonélis-e ez az operator?

Megoldds. Az el6zd feladat jeloléseivel:
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ahol n = —1-(1,1, —3). Ekkor

V11
1
»(1,0,0) = (1,0,0) — ﬁ(l,l,—3) = (10/11,-1/11,3/11),
1
»(0,1,0) = (0,1,0) — ﬁ(l’ 1,-3) =(—-1/11,10/11,3/11),
©(0,0,1) = (0,0,1) — %11(1,1, -3) = (3/11,3/11,2/11),
és a keresett matrix
1 10 -1 3
h -1 10 3
3 3 2

Ez egy onadjungalt operator.

2.45. Feladat. Diagonaliziljuk a ¢ 6nadjungalt operator métrixat, és adjuk
meg azt az ortonormélt bazist, amelyben ¢ mdétrixa diagonélis alakid, ha ¢
matrixa a természetes bazisra vonatkozéan

- 2 1 0 -1 0 -3
(1) (1 3> @ (1 20] 3 [0 2 o
00 2 -3 0 1

2 1 -1 111 1 0 -1

(4) 1 2 1] 6 (11 1] (6 0 7 0
-1 -1 2 111 -10 1

Megoldds. ElGszor a linearis transzformacioknal tanult médon meghatéroz-
zuk a leképezés karakterisztikus egyenletét. Ebbdl megkapjuk a sajatérté-
keket, majd meghatarozzuk a sajatértékekhez tartozo sajataltercket. Mivel
onadjungalt operatorokrol van szd, minden sajatérték valés, mindig létezik
sajatvektorokbol allo bazis, s6t, sajatvektorokbol all6 ortonormaélt bézis
is. Ennek megadésdhoz a kapott sajatvektorokat normaljuk, illetve tobb-
dimenzids sajataltér esetén Gram-Schmidt ortogonalizacios eljarést alka-
Imazunk.

1. Hatarozzuk meg a sajatértékeket:
3—A 1

1 3—A
tehét a sajatértékek a 2 és a 4. A \ = 2 sajatértékhez tartozo sajatvek-
torok az alabbi egyenletrendszerbdl hatarozhatdak meg:

=B-XA?-1=XN-6A+8=(\—4)(A—-2),

r1+x9 =0
r1+x2 =07
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tehat Lo = L£(1,—1). A X\ =4 esetben

—Tr1+ Ty =
r1 — Ty =

tehat £4 = L£(1,1). Lathato, hogy a két altér vektorai merdlegesek
egymaésra, ezen alterekbdl kell kivalasztani egységhosszu vektorokat. A

keresett sajatvektorokbol allo ortonormalt bazis: %(1, —-1), %(17 1). A

bazistranszformacié S métrixa ekkor ortogonalis matrix, és S~'AS =
STAS diagonalis:

1o/ -1\ /3 1y 1 /1 -1\ _ (2 0
V2 \l 1 1 3)2\1 1) \0 4)°
A karakterisztikus polinom x3 — 622 + 11z — 6, és harom kiilonboz6

sajatérték van: 1,2,3. A sajatértékekhez tartozo sajatalterek egymaésra
ortogonélisak:

L1 =L(~1,1,0), L3=L(0,0,1), L5=L(1,1,0),

tehat a bazistranszforméacio ortogonalis matrixa (ennek oszlopaiban sze-
repelnek a sajatvektorokbol allo ortonormalt bazis vektorai):

—1/vV2 0 1/V2
S=1 1/v/2 0 1/V2
0 1 0

. A karakterisztikus polinom 3 — 12z + 16, a sajatértékek: -4,2,2. A

sajatértékekhez tartozé sajatalterek:
L_4=1L(1,0,1), Lo=1L((-1,0,1),(0,1,0)).

Mivel itt az Lo altér generald vektorai ortogonalisak, rogton felirhatjuk
a sajatvektorokbol 4ll6 ortonormalt bazist:

(1/3/2,0,1/V/2), (=1/3/2,0,1/v/2),(0,1,0).

A karakterisztikus polinom 3 — 622 + 92 — 4, a sajatértékek: 4,1,1. A
sajatértékekhez tartozo sajatalterek:

L4=L(-1,-1,1), L£;=L((—1,1,0),(1,0,1)).
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Mivel itt az L£q altér generdld vektorai nem ortogonélisak, igy Gram-

Schmidt ortogonalizécios eljardssal meghatarozunk egy ortonormalt ba-
zist ebben az altérben: %(—17 1,0), %(17 1,2). Tehat
—1/V/3 —1/vV2 1/V6
S=|( -1/V/3 1/V2 1/V6
1/vV3 0 2//6

5. A karakterisztikus polinom z3—322, a sajatértékek: 3,0,0, a sajatalterek:
Ls3=1L(1,1,1), Lo=L((—1,0,1),(-1,1,0)).

Mivel itt az Ly altér generdld vektorai nem ortogonélisak, igy Gram-
Schmidt ortogonalizécios eljardssal meghatarozunk egy ortonormalt ba-
zist ebben az altérben: %(—1, 0,1), %(—1, 2,—1). Tehat
1/V3 —1/vV/2 —1//6
S=11V3 0 2//6
1/V3 1/V2 —1/V6

6. A karakterisztikus polinom 3 — 922 + 14z, a sajatértékek: 0,7,2. A
keresett ortonormalt bézis:

1 1

—(-1,0,1),(0,1,0), —=(1,0,1).

\/5( ):(0,1,0) \/5( )

2.46. Feladat. Mi a geometriai jelentése annak a ¢ : R? — R? ortogonalis
operatornak, amelynek valos sajatértékei pontosan:

(1) 1,1,1, (2) 1,1,-1, (3) 1,-1,-1, (4) —1,-1,—1,
(5) 1, 6 -1

Megoldds. Ha harom valos sajatérték van, akkor létezik ortonormélt bazis,
melyben ¢ métrixa diagonalis, f6atloban ezen sajatértékekkel.

1. Identikus leképezés.

2. Sikra tikrozés (A béazis harom egymasra merdleges sajatvektora koziil
ketts fix marad, egy ellentétes irdnyt lesz ¢ hatésara).

Egyenesre tiikrozés.

Origoéra tiikrozés.

Csak egy valos sajatérték van (és az 1), igy ez egy tengely koriili forgatas.
Forgatva tiikrozés.

oG W

2.47. Feladat. Mi a geometria jelentése a  ortogonélis operdtornak, ha a
természetes bazisra vonatkozé métrixa:
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1/2 _\/3/2 2/3 _2/3 -1/3
W <\/§/2 1/2 > ) —21/?3 21/?33 3?2
2/3 -1/3  2/3 -1 0 O
(3) 2/3 2/3 —1/3 (4) 0 0 -1
-1/3  2/3 2/3 0O 1 0
Megoldads.

1. Ez a méatrix

sina  cosa
koriili a szogi forgatas.
Hatéarozzuk meg a matrix karakterisztikus polinomjat és a sajatértékeket:
23 —2?—x+1, illetve —1, 1, 1. Ez tehat egy sikra tiikrozés. Megkaphatjuk
a sik normélvektorat, ha meghatérozzuk a —1-hez tartoz6 sajatvek-
torokat: L_1 = (1,—2,1), tehat ¢ az x; — 2x9 + x3 = 0 egyenleti
sikra tiikrozés. (Az 1-hez tartozo sajatalteret éppen ennek a siknak a
vektorai adjék, ezek ¢ fixpontjai.)
A karakterisztikus polinom x3 —22%+ 2z —1 = (z—1)(2? —x +1), tehat
csak egy valos sajatérték van, ez tehat egy tengely korili forgatés, a
tengely vektorait (ezek fixen maradnak) az 1-hez tartozo sajatvektorok
adjak: £1 = (1,1,1). Eszerint az invarians sik egyenlete 21 +xzo+xz3 = 0,
ebben a sikban ¢ origd koriili forgatasként hat. Mi a forgatas szoge? Az
egyszertiség kedvéért vegyiink egy vektort az invarians sikboél, példaul
az x = (0,—1, 1)-et, és nézziikk meg mi lesz a ¢ altali képe:
2/3 —-1/3 2/3 0 -1
pelz)=1 2/3 2/3 -1/3 -11=10
-1/3 2/3  2/3 1

) alaku, ahol @ = 60°, tehat ez egy origd

—_

A forgatas szoge az x és p(z) altal bezart szog: cos o = ﬁ = %, tehat
o = 60°.

A karakterisztikus polinom 23 + 22 + x + 1 = (z + 1)(2? + 1), tehét az
egyetlen valos sajatérték —1. A leképezés forgatva tiikrozés, az invarians
sik normalvektora (1,0,0), mert £_; = £(1,0,0). Tehat az [y, z]-sikban
forgatasként hat ¢, enne szége 90°, hiszen példaul z = (0,1,0) esetén
o(z) = (0,0,1). Ha az eredeti matrixot megfigyeljiik, felfedezhetjiik
0 —
1 0

stkra valo tiikkrozés, és az x-tengely koriili 90°-os forgatas egytittese.

benne a 90°-os forgatas matrixat. A leképezés tehat az [y, z]-



3. fejezet
Grafelmélet

1. Grafelméleti alapfogalmak

3.1. Feladat. Rajzolja fel a G = (E, ¢, C) iranyitott gréfot, ha

1. E = {e1,ez,e3,e4}, C = {c1,c2,¢3,¢c4}, @ler) = (ca,c1), ple2) =
(c1,ca), ple3) = (ca,c1), plea) = (ca,c2), p(es) = (c3,c3).

2. E = {ei,ez,e3,e4,65,66,€7,68,€9,e10f, C = {c1,¢2,¢3,¢4,05,¢6},
(10(61) = (65761)7 80(62) = (65764)7 80(63) = (64763)7 80(64) = (63762)7
(10(65) = (62765)7 80(66) = (63763)7 80(67) = (62761)7 80(68) = (66761)7
(10(69) = (61766)7 (10(610) = (66766)‘

3. E= {61762763764765766}7 C= {617627637647}7 SO(

e1) = (c2,c1), p(e2) =
(c1,¢3), ples) = (c3,c2), plea) = (c1,¢3), wles) =

(647 C4)7 80(66) =

(cqyc4).
Megoldds.
€5 €6
€3 c3

C4Ir—>

C? 4\ C3 e €3
€2 €4 €10 5

e
Ca C2 Chad——2 C2 v. C4 €2 C2
€4 er 6
€3 €1 es €5 €1
€4
€2 C1
C1 €9 C1
1. 2. 3.

3.2. Feladat. Adja meg a 3.1. feladatban szerepld grafok cstcsainak ki-
fokat és be-fokat.

Megoldds. Egy iranyitott graf ¢ csucsanak ki-foka azon élek szama, ame-
lyeknek ¢ a kezdGpontja, be-foka pedig a csiicsba iranyulo élek szama. A
ki-fok jele d);(c), a be-fok jele dy,.(c).

L. 0)i(er) =1, di(ca) = 1, dyi(c3) = 2, dy5(ca) = 3, dpelcr) = 2, Opplc2) =
2, 5be(63) =2, 5be(64) =1.

91
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5}{1(61) = 1, 5ki(62) = 2, 5ki(63) = 2, 51{1(64) = 1, 51{1(65) = 2, 5ki(66) =
2. 5be(61) = 3, 5be(62) = 1, 5be(C3) = 2, 5be(C4) = 1, 5be(C5) = 1,
6be(66) = 2.

dgier) = 2, dyi(ea) = 1, dy(cs) = 1, d(ca) = 2, dpp(c1) = 1, dpp(c2) =
1, (5be(03) = 2, 5be(C4) = 2.

3.3. Feladat. Rajzolja fel a G = (E, ¢, C) iranyitatlan grafot, ha

1. E = {e1,e2,e3,€e4,65,€6,€7,€8,€9,€10,€11}, C = {c1,¢2,¢3,¢4,¢5,¢6},

ple1) = (c1,c2), ple2) = (c1,c4), plez) = (ca,¢6), w(es) = (c3,ca),
ples) = (ca,ca), wleg) = (c2,¢3), pler) = (c3,¢c2), wles) = (c2,c3),
p(eg) = (ca,¢5), p(ern) = (cs,¢6), plenr) = (cs5,¢5)-

E = {ey,e2,e3,e4,€5,€6,€7,€8,69}, C = {c1,co,¢3,¢4,¢5,¢6}, pler) =
(c1,¢2), plez) = (c2,¢3), ples) = (c3,ca), wles) = (ca,c5), ples) =
§05706§; @(eg) = (c2,¢6), pler) = (ca,¢5), pleg) = (c2,¢a), pleg) =
C1,C5).

E = {61762763764}7 C = {61762763764765}7 90(61) = (62763)7 90(62) =
(63764)7 90(63) = (63765)7 90(64) = (62762)‘

Megoldads.

Cq es C3 es Cs

Cg &
C4 €1
€5 €4

Cle Cc2

€9| €6 €7 /es |e3
€4

c1 €1 co €2 c3
1. 2. 3.

3.4. Feladat. Allapitsa meg az alabbi grafok csiicsainak fokét, tovabba a
graf atmérgjét:

Cs Co €10 Cs C9 Ci0 Cs C9g Cio C11 C12
@ (@)

I Cr ® @ C7 I ¢C5 wC6 ¢C7

€1 C2 (€3 (4 €1 C2 (3 €1 C2 (3
1. 2. 3.

Megoldads. Fgy G graf ¢ csticsénak fokan a cstcsara illeszkedd élek szamat
értjiik. Jele 6(c). Egy G graf atmérdje a cstucsok tavolsaganak maximuma,
melyet diam(G)-vel jeloliink.
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1. 5(64) = 5(68) = 1, 5(61 = 5(62) = 5(63) = 5(65) = 2, 5(66) = 5(67) =
d(cg) = d(c19) = 3. diam(G) = d(ca,cs) = 5.

2. 5(61) = 5(62) = 5(63) = 5(64) = 1, 5(67) = 2, 5(08) = 5(69) = 5(610) = 3,
d(cs) = 0(cg) = 5. diam(G) = d(c1,c3) = d(ca, c3) = d(cq,c3) = 4.

3. 5(61)2) = 0, ) Cy4 5(68) = 1, 5(62) = 5(65) = 5(67) = 5(610) = 2,
o

) =
= 0(c3) = d(cg) = d(c11) = 3, d(¢c5) = 4. diam(G) = oo, hiszen
példaul c¢; és c5 kozott nincsen 1t, igy tavolsdguk végtelen.

3.5. Feladat. Igazoljuk, hogy egy G graf akkor és csak akkor paros, ha nem
tartalmaz paratlan hosszusagu kort. (Egy graf paros gréaf, ha csicsait két
részre oszthatjuk tdgy, hogy a graf minden éle az egyik részbdl a masikba
vezet, azaz fehér és fekete szinnel kiszinezhetéek a csticsai tigy, hogy minden
él két kiilénbozd szind csticsot kot dssze.)

Megoldds. Az, hogy péros graf nem tartalmazhat péaratlan hosszisaga kort,
nyilvanvalo, hiszen a graf barmely korének bejarasakor felvaltva fordulnak
el a fehér illetve fekete szint csiicsok.

Azt, hogy pératlan hosszusagu kort nem tartalmazd graf paros, a csu-
csok szama szerinti teljes indukcioval igazoljuk. Az allitds nyilvanval6an
igaz n = 1 csticspontu grafra. Tegytiik fel, hogy igaz az allitds minden n = k
cstucspontu grafra (k € N), ebbdl latjuk be, hogy teljesiil minden &+ 1 cstcs-
pontu grafra is. Legyen tehat G egy k + 1 cstucspontbdl allo graf, amelyben
nincsen péaratlan hosszusagna kor. Toroljik G-nek egy tetszGlegesen vélasz-
tott ¢ csticsat a hozza illeszkedd élekkel egyiitt. Az igy keletkezett G’ grafnak
k cstcsa van, tovabba szintén nem tartalmaz paratlan hosszisaga kort, igy
az indukcios feltevés szerint paros graf.

Szinezziik ki G’ csticsait fehérekre és feketékre a megfelel6 modon. Belat-
juk, hogy c-nek G’ ugyanazon K komponensébe esé szomszédai azonos
szintiek. Indirekt tegyiik fel ugyanis, hogy c-nek két szomszédja, si és s
a K komponensben vannak, és s; fehér, so pedig fekete. A K komponens
Osszefiiggd, gy van benne si-et so-vel 6sszekotd L at, melynek hossza péarat-
lan, hiszen végpontjai kiilonboz6 szintiek, és G’ parossaga miatt minden
szomszéd kiilonb6zd szind. Azonban a (c,s1) és (c,s2) éleket az L uthoz
csatolva G-nek egy péaratlan hosszusagu korét kapjuk, ez pedig lehetetlen.

Tehéat a komponenseket kiszinezhetjiik tigy, hogy ¢ minden szomszédja
fehér legyen, igy c-t feketének tekintve a G graf parossagat kifejezs szinezést
kaptunk. Ezzel az allitast belattuk.

3.6. Feladat. Piros grifok-e az aldbbi grafok? Ha igen, adjuk meg a csii-
csok egy diszjunkt felosztasét.



94 3. GRAFELMELET

Co Ci0 Cg Cog Ci0 Cg Cr Cg
[ ] p
Cs Cg C Coe e C7 Cy4 Cs
Ce| Cr7
1 C2 3 (4 1 C2 C3 1 C2 C3
1. 2. 3.

Megoldds. A megoldasban felhasznaljuk a 3.5. feladatot.

1. Koénnyen lathato, hogy a graf korei csak 4, 8 vagy 12 élbdl allhatnak,
igy a graf paros. A csucsok egy felosztasa: Cp = {c1,c3,c¢6,¢8,C10},

02 — {627 C4,Cs,Cr, 69}'

2. Konnyen lathato, hogy a graf korei csak 2, 4 vagy 6 élbdl allhatnak,
igy a graf paros. A csucsok egy felosztasa: C1 = {c1,¢3,c6,8,C9},

Cy ={ca,cu,¢5,¢7,c10}-

3. Az abréan lathatd, hogy a grafnak van paratlan hosszisaga kore:

€6 Cr (8

Cie Cs

i C2 C3

Tehat a graf nem paros.

3.7. Feladat. Izomorfak-e az alabbi grafok? Ha igen, irjuk fel a csiicsok és

élek k6zotti megfeleltetést.
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A A /

\ 4

A

Megoldds. A G = (E,¢,C) ésaG' = (E', ¢, C") graf izomorfak, ha léteznek
olyan o : E — E’ és 3 : C — C' bijektiv leképezések, melyekre teljesiil, hogy
tetszdleges, a ¢ és co csucsokat Osszekots e ¢l a(e) képe a B(c1) és [(c2)
cstcsokat koti Ossze (iranyitott graf esetén az irdnyitottsagot is megérizve,
tehat ha az e él a ¢; csucsba mutat, akkor az a(e) él a §(c1) csucsba mutat).
Két graf izomorfidja szemléletesen azt jelenti, hogy az egyik grafbol a csiicsok
elmozgatasaval (az éleket tetsz6legesen hajlitva és nyujtva) elg tudom allitani
a masikat.

1. A két graf nem izomorf, hiszen az elsé grafnak tobb cstcspontja van
mint a masodiknak, igy a csicspontok k6zott nem adhatd meg 3 bijektiv
leképezés.

2. Nyilvanvald, hogy egy graf egy n hosszusagu korének az « és (3 leképezé-
sek altal megfeleltetett, tgynevezett izomorf képe szintén egy n hosszi-
sagu kor. Mivel az elsG grafban van 3 hosszisagi kor, csak olyan graffal
lehet izomorf, amiben van 3 hosszisaga kor. Tehat a két graf nem
izomorf.

3. A két graf izomorf. A cstuicsok és élek kozotti megfeleltetés felirasahoz
jeloljiik el a grafok cstcsait és éleit:

Cyq Cs
€4
€5 €3
€1 €2
C1 2 C3

Az élek megfeleltetése: afer) = €, a(e2) = e, a(es) = e, a(es) = €,
a(es) = €. A cstcsok megfeleltetése: ((c1) = ¢, B(c2) = ¢, B(ez) =
C:L’,? ﬂ(C4) = 6/27 ﬁ(65) = Cﬁl'

4. A két graf izomorf. A cstcsok és élek kozotti megfeleltetés felirdsahoz
jeloljiik el a grafok cstcsait és éleit:
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v~

es ¢

€5
o AL
!
€3 €1 €5
3 le, 2/

€
C1 2 » C2

€1 C/1
Az élek megfeleltetése: afer) = €, a(e2) =€), a(es) = e, a(es) = €,
ales) = ef, aleg) = e, aler) = ek, aleg) = ef. A csucsok megfelel-
tetése: B(c1) = ¢, Blea) = ch, Bles) = chy Alea) = &, Bles) =

5. A két graf nem izomorf, hiszen az elsg grafnak van olyan cstcsa, amely
irdnyaba nem mutat él, mig a masodiknak nincs ilyen csucsa.

6. A két graf izomorf. A csticsok és élek kozotti megfeleltetés felirasdhoz

jeloljiik el a grafok cstcsait és éleit:

Az élek megfeleltetése: afer) =€), a(es) = €, a(es) = e, a(es) =€),
ales) = ef, aleg) = e, aler) = eh, ales) = eg. A csucsok megfelel-
tetése: B(c1) =}, B(ce) = ¢, Bles) =y, Bles) =), B(es) = k.

3.8. Feladat. Adja meg az alabbi grafok egy feszitéfajat:

OO

Megoldads.
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1. 2.
A harmadik graf nem Osszefliggd, igy nincs feszit6féija.

3.9. Feladat. Adja meg az alabbi iranyitott grafok gydkereit:

eC9 eC11 eC13 eC14

A
/ Cs Cg
«C7 _eCg Ccr < Co e—0C10
A‘\/V T A A 10 A Ci1 2
3 —ot—o €3 p—P>ot—4€—4Cs C5 &—p 67
4
i ; ¢

c4 C5 Cg c Cs A 1
y
e—po ® ® > r- »e
C1 Co C1 Co C1 Co C3 Cyq
1 2. 3
Megoldads.

1. A ¢g csticsba nem vezet iranyitott ut, igy csak & lehet gyokér. Konnyt
leellendrizni, hogy beléle mindenhova el lehet jutni, tehat a cg cstcs az
egyetlen gyokér.

2. A grafnak nincs gyokere.

3. A graf gyokerei a ¢y, ¢, c3, cs5, Cg, C7, C11, C12 CSUCSOK.

3.10. Feladat. Adjuk meg az alabbi egyszerii grafok komplementerfait:

AN JEO\s

Megoldds. A grafokbol alkothato teljes grafok:

1. 2. 3. 4.
Igy a komplementer grafok:



98 3. GRAFELMELET

NERZ IS

1. 4.

3.11. Feladat. Hény olyan 6 csticspontti egyszeri graf van (izomorfiatol
eltekintve), amelyben minden pont foka legalabb 47

Megoldds. A feladatnak megfelel§ grafok attekinthetetleniil sok élt tartal-
maznak, azonban komplementereik keveset. Igy attériink a komplementerek
vizsgalatara, és felhasznéaljuk azt, hogy a keresett grafok szama nyilvan-
valéan megegyezik a komplementereik szaméval. A teljes 6-grafban minden
pont foka 5, igy a keresett grafok komplementereiben minden cstcs fokszama

maximum 1. Izomorfiatol eltekintve a kovetkezd lehetGségek vannak:
e} ® [ ] [ ] ® [ ] o—@

[} [ ] ®

e} ® \ [ ] \ / \ /
1. 2. 3. 4.

Tehat Gsszesen 4 féle graf van, amely a kivant tulajdonsiggal rendelkezik.

3.12. Feladat. Igazoljuk, hogy

(a) legalabb két cstcsot tartalmazé egyszertd grafnak van két azonos foku
csucsa.
(b) legalabb két csticsot tartalmazé dOsszefiiggd grafnak kevesebb éle van,

mint cstcsa, akkor van a grafnak els6foku csticsa.
-1

(c) m cstcspontu teljes graf éleinek szama M

(d) amennyiben egy legfeljebb 2n csiicspontt egyszeri graf minden pont-
janak foka legalabb n, akkor a graf Gsszefiiggo.

(e) ha egy n cstcsu grafnak legalabb n + 1 éle van, akkor van a grafnak
legalabb 3-adfokii pontja.

(f) ha egy Osszefiiggs graf minden csucsanak foka 2, akkor a graf kor.

(g) egy n csiicspontii Gsszefiiggd grafnak legalabb n — 1 éle van.

(h) ha egy n csticspontu grafnak legalabb n éle van, akkor van a grafban
kor.

(i) egy 0Osszefiiggé n cstcspontu graf pontosan akkor fagrif, ha éleinek
szama n — 1.

(j) egy n cstcspontu n éli Osszefiiggd graf pontosan 1 kért tartalmaz.

Megoldads.
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(a) Legyen az n csticsu G graf egyszerti. Mivel egyszerii grafban nincsen
hurokél és parhuzamos élek, ezért barmely cstcsot csak a tobbi n — 1
csuicesal kothet Ossze maximum egy &l, igy a csics fokszama < n — 1.
Tehét a fokszdmok a kévetkezek lehetnek:

0,1,2,...,n— 1.

Azonban, ha G-ben van izolélt pont, akkor nem lehet n — 1-edfoki pont,
hiszen ez az Osszes tObbi ponttal, igy az izolalt ponttal is szomszédos
lenne, amely nem lehetséges. Tehat a kovetkez6 fokszamok fordulhatnak

el G-ben:
0,1,2,...,n—2vagy 1,2,3,...n— 1.

Mindkét esetben legfeljebb n—1 kiilonb6z8 fokszam lehetséges, igy a graf
n darab csucsa koziil sziikségképpen lesz legalabb 2, amelyek fokszama
megegyezik. (Ezt az tgynevezett skatulyaelv alapjan mondhatjuk: Ha
n — 1-nél tobb targyak m — 1 dobozba rakunk be, akkor legalabb 1
dobozba egynél tobb targyat raktunk.)

(b) Legyen az n cstucsu G graf osszefiiggs. Indirekt tegyiik fel, hogy G-nek
nincs els6foki csiicsa. Mivel G-nek nincsen izolalt pontja sem, minden
pont foka legalabb 2, igy a fokszamok Gsszege > 2n. Ekkor azonban a
fokszamok Osszege legalabb n, hiszen az élek szama éppen a fokszamok
Osszegének fele. Tehat ellentmondésra jutottunk, melynek oka az indi-
rekt feltevés volt.

(c) A teljes n-graf minden cstucsanak foka n — 1, igy a fokszamok sszege
n(n —1). A kézfogasi tétel alapjan az élek szama éppen a fokszamok
Osszegének fele, melybdl kivetkezik az allitas.

(d) Indirekt tegyiik fel, hogy a kivant tulajdonsadgokkal rendelkezé G graf
tobb komponensbél all. Ekkor van olyan komponens, amelynek nin-
csen n-nél tobb pontja. Mivel a graf egyszerd, ebben a komponensben
egy csucs fokszama maximum n — 1 lehet, amely ellentmond a feladat
fokszdm kikotésének.

(e) Ha az n cstcsu G graf minden pontjanak foka legfeljebb 2, akkor G-
ben a fokszamok Osszege legfeljebb 2n, igy az élek szama legfeljebb n,
ellentétben a feladat feltevésével.

(f) A feladat az Osszefliggtség felhasznalasaval az élek bejarasabol adodik.

(g) Az allitast n-szerinti teljes indukcioval igazoljuk. Az allitds n = 1-re
nyilvanvalo. Tegyiik fel, valamely k& € N esetén az allitas igaz, azaz
minden k cstcsu Osszefiiggs grafnak van k£ — 1 éle.

Legyen G egy k + 1 cstucsponti 6sszefiiggs graf. Ha G-nek nincsen
k + 1 éle, akkor a feladat (b) része alapjan van elséfoku pontja. Egy
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ilyen pontot a hozza illeszkedd éllel torolve egy k csticsponti Osszefiiggs
grafot kapunk, amelynek indukcids feltevésiink szerint van k — 1 éle,
ami a torolt éllel egyiitt adja, hogy G-nek van k éle. FEzzel az allitast
belattuk.

(h) Az allitast n-szerinti teljes indukcioval igazoljuk. n = l-re az allitas
nyilvanvaloan teljesiil. Tegytik fel, hogy valamely k € N esetén az allitas
igaz, azaz minden k pontu és legalabb k éld grafban van kor.

Legyen G egy k+1 éld graf, melyben legalabb k+1 él van. A feladat
igazoldsahoz azt kell tehat belatni, hogy G tartalmaz kort. Tekintsiink
G-ben egy L leghosszabb utat (olyan utat, amelyben az élek szama
maximalis).

Ha az L ut valamely c¢; végpontja G-nek nem elséfoku tutja, akkor
méris adodik, hogy G-ben van kor. Ugyanis ha vesziink egy olyan ¢
végponti e élt, amely nincs benne az L Gtban, annak maésik, co végpontja
sziikségképpen olyan csics, amelyen az L 0t athalad, hiszen ellenkezd
esetben az L utat novelni tudnénk az e éllel, amely ellentmondana L
maximalitasanak. Igy az L 1t ¢i-b6l co-be vezetd része kiegészitve az e
éllel egy kort alkot.

Ha L végpontjai els6fokaak, akkor toroljiik G-nek valamely elséfokt
csticséat a hozza tartozo éllel egylitt. Az igy kapott grafnak £ pontja van
és legalabb k éle, amely az indukcios allitas szerint tartamaz kort. Ez a
kor azonban benne van G-ben is, mellyel az allitast belattuk.

(i) Az allitas a feladat (g) és (h) részének kovetkezménye.

(j) A feladat (h) része szerint a grafunk tartalmaz kort. Jeloljiink el egy
kort K-val. Nyilvanvald, hogy ha a grafboél kivesziink egy olyan élt,
mely benne van K-ban, az Osszefiiggfséget nem rontjuk el. Tehat az
igy kapott Osszefiigg6 n cstucst grafnak n — 1 éle van, amely a feladat
(i) része alapjan fa, azaz nem tartalmaz kort. A fentiekbdl mar adodik,
hogy a grafnak csak egy kore van, K.

3.13. Feladat. Egy tarsasag bizonyos tagjai kézfogassal koszéntitték egy-
mast. Bizonyitsuk be, hogy paros azoknak a szama, akik paratlan sok em-
berrel fogtak kezet.

Megoldds. Képezziink egy grafot, amelynek pontjai a tarsasiag tagjainak
felelnek meg, a graf egy éle pedig jelentse azt, hogy a végpontjainak megfelel6
emberek kezet fogtak egymaéssal. Nyilvan egy ember annyi emberrel fo-
gott kezet, ahany él illeszkedik a neki megfelel§ csiicsra, ami nem més,
mint a csics fokszama. Azt kell tehat bizonyitanunk a feladat allitasanak
belatasahoz, hogy a graf paratlan fokszamu csiicsainak szama paros, amely
a kézfogasi tétel kovetkezménye.
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3.14. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan 7 tagi tarsasdag, ahol rend-
re 5,5,5,4,3,1,1 ismerdse van az emberecknek.

Megoldads. A feladatnak megfelels graf cstuicsai jeloljék a tarsasag tagjait. Két
csuics akkor legyen Gsszekdtve, ha a megfelel§ tagok ismerik egymést. Tehat
azt kell bebizonyitanunk, hogy nincs olyan egyszertii graf, amely csticsainak
fokszama rendre 5,5,5,4,3,1,1. Belatjuk, hogy az olyan 7 csticspontbol
allo grafokban, melyekben 5 fokszamu csiicsokb6l 3 van, maximum 1 darab
els6foku csucs lehetséges. Legyenek ugyanis az 5 fokszamu csticsok ¢y, ¢o és
c3. Ezen csicsok mindegyike a grafnak csak 1 csticséaval nem szomszédos.
Indirekt tegyiik fel, hogy két darab els6 foku cstics van, s1 és so. Mivel
d(c1) = 5, ezért ¢; az s1 és s9 csucsok valamelyikével szomszédos. Legyen ez
a cslcs az s1. co szintén szomszédos s és s valamelyikével, de ez csak sg
lehet, hiszen d(s1) = 1 és s; szomszédos cq-gyel. Viszont cg is szomszédos
s1 és so valamelyikével, amely lehetetlen. Ezzel az allitast belattuk.

3.15. Feladat. Egy sakkversenyen barmely két jatékos legfeljebb egyszer
jatszott egymassal. Bizonyitsuk be, hogy a verseny barmely pillanataban
volt két versenyzd, akik addig ugyanannyi mérkézést jatszottak le.

Megoldds. A feladatnak megfelel§ graf cstucsai jeldljék a jatékosokat. Két
csuics akkor legyen 0sszekotve, ha a megfelels jatékosok jatszottak egymaéssal.
Lathato, hogy a feladat a 3.12. feladat (a) részével azonos.

3.16. Feladat. Egy futball bajnoksdgon n csapat vett részt, és mindenki
jatszott mindenkivel. Hany mérkézés volt Gsszesen?

Megoldds. A feladatnak megfelels graf cstuicsai jeloljék a csapatokat, két cstics
akkor legyen OsszekOtve, ha a megfelel6 csapatok jatszottak egymaéssal. A
kérdés tehat az, hogy az n cstcsponti teljes grafunknak hany éle van, amely
n(n—1)
5

3.17. Feladat. Egy futball bajnoksiagban 18 csapat vesz részt. Minden
hétvégén lezajlik egy fordulé, amelyben valamilyen parositasban kilenc mér-
kézést rendeznek. Igazoljuk, hogy 8 fordulé utdan van legalabb 3 olyan csapat,
amelyek egyéaltalan nem jatszottak még egymassal.

a 3.12. feladat (c) része alapjan

Megoldds. Rendeljiik azt a grafot a feladathoz, melynek csicsai a csapatokat
reprezentaljak, tovabba két csics akkor van Osszekotve, ha a csapatok mér
jatszottak egyméssal. A feladat tehat harom olyan cstics keresése, amelyek
egyike sem szomszédos a méasik kettével. Legyen ¢ egy tetszGleges cstcs, és
legyenek cy,ca,...,co azok a csicsok, amelyekkel nem szomszédos.
Belatjuk, hogy ezen kilenc cstcs kozott van 2 olyan, amelyeket egymaéssal
nem kot Ossze él, tehat a ¢ cstcs és ezen két cstics a kivant tulajdonsagaak.
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Indirekt tegyiik fel, hogy nincs két olyan csics a ci,co,...,c9 pontok
kozott, amelyek egyméssal nem szomszédosak, tehat a grafban ez a 9 cstcs
egy kiilonallo, 9-szogpontu teljes grafot alkot. (Azért mondhatjuk, hogy
kiilonallo, mert tudjuk, hogy a grafban minden cstcs foka pontosan 8.) Ez
azt jelenti, hogy ez a 9 csapat nem jatszott meccset a tobbi csapattal, ami
lehetetlen, hiszen egy adott forduldoban mindenki palyéra 1ép, és a 9 csapatot
lehetetlen egymas kozott parositani. Ezzel az allitast belattuk.

3.18. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha 2n szamii telefonkézpont minde-
gyikének van a tobbiek koziil legalabb n-nel kozvetlen Osszekéttetése, akkor
barmely két kbzpont kézott létesithetd telefonkapcsolat.

Megoldas. Legyen G olyan graf, melynek csticsai a telefonkdzpontoknak felel-
nek meg, két cstcs pedig akkor van 6sszekotve, ha a megfelel kézpontoknak
van egymaéssal kozvetlen kapcsolata. Igy megfogalmazva, a feladat a 3.12.
feladat (d) részével azonos.

3.19. Feladat. Egy kosarlabda bajnoksdgra n csapat nevezett be. Eddig
n + 1 mérkézés zajlott le. Igazoljuk, hogy van olyan csapat, amely legalabb
3 mérkézést jatszott.

Megoldds. A feladat a 3.12. feladat (e) részének kévetkezménye.

2. Euler-kor, Euler-vonal, Hamilton-kor

3.20. Feladat. Euler grafok-e az alabbi grafok? Ha igen, adjuk meg egy
zart Fuler-vonalukat.

1. 2. 3.

Megoldds. Felhasznaljuk azt a tételt, miszerint egy graf akkor és csak akkor
Euler-graf, ha osszefiiggd, és minden csiicsanak foka péaros.

1. A graf nem Osszefiiggd, igy nem Euler-graf.
2. A graf osszefliggd, tovabba minden cstucsanak foka paros, igy Euler-graf.
Egy zart Euler-vonal megadasahoz jeloljik el a graf éleit:
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€11

A graf egy zart Euler-vonala: {eq,es, eg, €19, €7, €, €5, €4, €9, €11, €3 }.
A graf nem Euler-graf, hiszen van paratlan fokszamiu csiicsa.

3.21. Feladat. Irja fel az alabbi grafok egy Euler-vonalat. Hany Euler-
vonala van a grafoknak?

€9
€10 €8 €9
€7 €8

- 6668 er | €4 €5 (€6 \e7
e&3 €4 les s SN e es
el €1 €2 e &1
1. 2. 3.

Megoldds. A feladatban felhasznaljuk, hogy amennyiben egy grafnak van
Euler-vonala, akkor csak az Euler-vonalban szerepld els6 és az utolsé csics
fokszdma lehet péaratlan, hiszen a tobbi cstcs esetén, ha oda "bemegy" a
vonal, akkor onnan tovabb is kell mennie.

1.

2.

A grafnak 4 darab paratlan fokszamu cstcsa van, igy nem létezik Euler-
vonala.

A graf egy Euler-vonaldnak els és utolsé csiicsa csak a graf bal fels
vagy jobb fels6 csiicsa lehet, hiszen ezek fokszéma paratlan. Nyil-
vanvaldan irdnyitatlan graf esetén, ha egy Euler-vonal éleinek sorrend-
jét megforditjuk, akkor ismét Euler-vonalat kapunk, igy ha felirjuk az
Osszes jobb fels6 csticsbol kiindulot, azok éleinek sorrendjét megforditva
megkapjuk a bal fels§ cstcsbol kiindulokat is. A jobb fels§ cstucsbol a
bal fels§ cstucsba 16 Euler-vonal hiizhatd, tehat a grafnak Gsszesen 32
darab Euler-vonala van. Par példa: {eg, es, e7,e3,€1, €9, ¢4, €5, €4},

{697 €38, €5, €2, €6,€7, €4, €1, 63}7 {697 €3, €6, €2, €4, €3, €1, €5, 67}'
Természetesen definidlhaté irdnyitott grafok esetén is az Euler-vonal,
ekkor az élek iranyitottsaga nyilvan korlatozza a lehetGségeket. A graf
Euler-vonalainak kezdd csticsa a jobb felsd csiics, hiszen oda nem vezet
él. Befejez§ csicsa pedig sziikségképpen az eg él végpontja, mivel an-
nak fokszama péaratlan. A grafnak 8 darab Euler-vonala van, példaul:
{eg, es,e4,€2,¢e6,€5,€1,e3,e7}, {€g,e5,e1,€3,e7,€8, €4, €2, €6}
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3.22. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a nevezetes kénigsbergi hét hid min-
degyikén pontosan egyszer dthaladé sétatit nem létezik.

Megoldds. A feladathoz elkészitiink egy grafot a kovetkezGképpen: feleltes-
slink meg a foly6 két partjanak és a szigeteknek a graf egy-egy csucsat, és
legyenek az 0sszekots élek az egyes hidaknak megfelelGek:

A A
D O@D
B
B

A feladat tehat egyenértéka a grafunk egy Euler-vonalanak megkeresésével.
Azonban a grafnak mind a négy cstucsa péaratlan fokszamu, igy az el6z6
feladatban leirtak miatt nincsen Euler-vonala.

3.23. Feladat. Irja fel az alabbi grafok Hamilton-titjait és Hamilton-kéreit:

€6
&

A A
€7

e e (&

3 2 és 4 s
e1 €9 €2
<l

T oer el
1. 2. 3.

Megoldads.

1. A graf Hamilton-utjai: {eq,eq,e1}, {ea,e3,e1},{e1,e4,e2}, {€1,e3,e2}.
Hamilton-kore nem létezik a grafnak, hiszen a jobb alsé cstcs fokszama
1, igy nem lehet tagja egy kornek sem.

2. Iranyitott grafok esetén a Hamilton-ut és Hamilton-kor definicija analog
az iranyitatlan grafos definiciéval, azonban az élek iranyitottsaga miatt
az utak és korok szdma kevesebb. A graf bal als6 csicsaba nem mutat
él, igy a Hamilton-utak csak onnan indulhatnak. Két Hamilton-ut van:
{e1,e2,e5}, {eq, €3, e2}. Hamilton-kore viszont nincs a grafnak, hiszen a
jobb alsé cstcsba nem vezet él, igy ez a cstics nem szerepelhet korben.

3. A graf Hamilton-utjai: {es,eq,e2,e7}, {eq,e2,e7,¢6}, {e2,€7,€6,€5},
{677 €6, €5, 64}7 {667 €5, €4, 62}-

A grafnak van Hamilton-kore is, az {es, e4, €2, €7, €6} élsorozat:
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3.24. Feladat. Igazoljuk, hogy

(a) ha a G Osszefiiggd gratbol k szamu pontjanak a hozzajuk illeszkedd
élekkel egyiitt val6 torlése révén keletkezett k-nal tobb komponenst,
akkor G-nek nincs Hamilton kére. Tovabba, ha e torlés révén k + 1-nél
tébb komponensbdl 4116 grafot nyeriink, akkor GG-nek nincsen Hamilton-
titja sem.

(b) haegy G egyszeri gratban minden csticspont foka legalabb k > 2, akkor
van a grafban egy legalabb k + 1 hossziisdgu kor.

(c) ha aG Gsszefiiggs graf G’ részgrafja nem tartalmazza G minden pontjat,
akkor van G-nek olyan G’-be nem tartozé éle, amelynek egyik végpontja
G’'-beli, a masik nem.

(d) ha egy G 0&sszefiiggd graf K korébdl egy élt tordlve, a graf egy L
leghosszabb ttjat kapjuk, akkor K Hamilton-kére a grafnak.

(e) ha egy n csiicsu G egyszert graf egy L leghosszabb iitja két végpon-
tjanak fokszdam Osszege legalabb n, akkor van a graf leghosszabb ttjai
kozott olyan, amelynek végpontjai szomszédosak.

(f) ha egy n cstcspontii (n > 3) G egyszerii graf barmely két nem szomszé-
dos pontjanak fokszam Gsszege legalabb n, akkor van a grafnak Hamilton-
kore (Ore tétele).

(g) ha egy n csiicspontti (n > 3) G egyszerid graf minden csiicsanak foka

legaldabb g, akkor van a grafnak Hamilton-kére (Dirac tétele).

Megoldads.

(a) Egy osszefliggs graf k szamu csicsat torolve a graf barmely kore legfel-
jebb k komponensre, utjai pedig legfeljebb k + 1 komponensre esnek
szét. Mivel a Hamilton-kor illetve Hamilton-ut tartalmazza a graf min-
den pontjat, adodik az allitas.

(b) Legyen L egy leghosszabb ut G-ben. Jeloljiik L csicsait sorrendben
€1,C2,...,c-lel. A ¢; cstics minden szomszédja L-ben van, hiszen L
leghosszabb tit. De ci-nek legalabb k szomszédja van, igy van olyan c;
szomszédja is, melyre j > k4 1. Ekkor azonban L-nek a ¢ és ¢; kozotti
részitja a (cq,c¢;) éllel kiegészitve egy k-nél hosszabb kort alkot.
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(c) Legyen ¢; G-nek egy G’-beli, ¢y pedig egy nem G’-beli pontja. c1-
bél vezet egy L 1t co-be, hiszen G Osszefliggs. A ¢ pontbdl kiindulva
haladjunk L élein addig, amig G'-be keriiliink. Nyilvan az utoljara bejart
él a kivant tulajdonsagu.

(d) Amennyiben K nem tartalmazza G minden pontjat, akkor a feladat
(c) allitasa szerint van olyan e = (c1,c2) €l, amelynél ¢; K-beli, co pedig
nem K-beli. Ha a K élei koziil elhagyunk egy ci-hez illeszked&t és
hozzavessziik e-t, akkor egy olyan utat kapunk, amely az L Gt hosszanal
nagyobb, amely ellentmond annak, hogy L leghosszabb ut. Igy K at-
halad G minden pontjén, azaz Hamilton-kor.

(e) Jeloljiik L csucsait sorrendben ¢y, ca, ..., ¢-lel. Legyen

A :={c | c a G olyan cstcsa, mely nem szomszédos ¢j-el}
és
B := {cp | cpy1 szomszédja ci-nek (k€ {1,2,...1—-1})}.
A feladat feltétele szerint d(ci) + d(¢;) > n, azaz d(¢;) > n — d(c1).

Tehat ¢; G-nek legfeljebb 6(c;) szami csticsaval nem szomszédos, azaz
|A| < é(cq), tovabba ¢ € A.

A ¢q cstics minden szomszédja L-ben van, hiszen L leghosszabb tt.
Ezért |B| = d(c1) és ¢; € B, hiszen ¢; az utolsé cstics a sorozatban, igy
nem lehet ¢; egy szomszédja elGtt.

A fentiek alapjan van olyan eleme B-nek, amely nincs benne A-
ban. Legyen ez a csucs a ¢; cstcs (¢; € {1,2,...1—1}). Tehat ¢; olyan
szomszédja ¢;-nek, amelynek az L dtban 1év6 ¢;11 szomszédja a c¢i-nek
is szomszédja. Ezért, ha az L utbol elhagyjuk a (¢;,c;iy1) €élt és hoz-
zavessziik a (c;,¢) élt, akkor a kivant utat allitottuk els, azaz olyan
[ hosszusagu (igy leghosszabb) L’ utat, amelynek végpontjai szomszé-
dosak. Az elmondottakat a kovetkezs adbra szemlélteti:

L tin a-1 g i a1 a
L L
(f) Ha G nem volna osszefiiggd, akkor kiilonb6z6 komponensbe tartozo két
pontja nem lenne szomszédos és nem lenne olyan csdcs sem, amelybe
mindkét cstcsbol él vezet, igy az ilyenek fokszam Gsszege legfeljebb n—2
lenne, amely ellent mondana a feltevésiinknek. Tehat G Gsszefiiggd.
Jeloljiik L-lel G egy leghosszabb utjat. Ha L végpontjai szomszédosak,
akkor a feladat (d) része szerint van G-nek Hamilton-kore (az L at és az
ut végpontjait 6sszekots él). Ha L végpontjai nem szomszédosak, akkor
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ezek fokszam Osszege legalabb n, igy a feladat (e) része szerint van olyan
leghosszabb 1t G-ben, amelynek végpontjai szomszédosak, amibdl a (d)
rész miatt ismét adoédik, hogy van a grafnak Hamilton-kore.

(g) Az allitas a feladat (f) részébol azonnal adodik.

3.25. Feladat. Allapitsuk meg, teljesitik-e az alabbi grafok Ore és Dirac
tételét, tovabba amennyiben létezik, adjuk meg egy Hamilton-kériiket:

cs Cg Cr Cs C7 Cs Ccr
q
Cq C3 C4 C3 C4
[ d
Cc1 C2 C3 C1 C2 C1 C2
1. 2. 3.

1. A graf rendje 7, ezért Dirac tételét nem teljesiti, hiszen az csak paros
csticsszamii grafokra alkalmazhaté. Nem teljesiil Ore tétele sem, ugyanis
példéaul a cs és c; egymassal nem szomszédos csiicsok fokanak dsszege
csak 4. A grafnak viszont létezik Hamilton-kdre:

Cs Cg Cyr

C1 C2 Cc3

2. A graf rendje 6, viszont a c4 cstcs foka csak 2, igy Dirac tétele nem
teljesiil. Azonban minden mas csics foka 4, igy Ore tétele teljesiil, tehat
a grafnak van Hamilton-kére. Példaul:

Cs Cr

1 C2

3. A graf rendje 6, és minden cstcsanak foka 3, igy Dirac és Ore tétele
egyarant teljesiil, azaz a grafnak van Hamilton-kére. Példaul:
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3.26. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha egy tarsasdg minden tagja ismeri
a tarsasagnak legalabb k tagjat (k > 2), akkor letiltethetd koziiliik legalabb
k 4+ 1 egyetlen kerek asztal koriil tigy, hogy mindenkinek ismerése legyen a
szomszédja.

Megoldds. Legyen G egy olyan graf, melynek csticsai a tarsasag tagjainak
felelnek meg. Két cstics akkor van Osszekotve, ha a két tag ismeri egymast.
A feladat tehat megmutatni, hogy ebben a grafban van egy k+ 1 hosszusagu
kor, amely a 3.24. feladat (b) részébsl kovetkezik.

3.27. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha egy 8 tagi tdrsasag minden tagja
ismeri a tarsasdgnak legalabb 4 tagjat, akkor valamennyien letiltethetdk egy
kerek asztal kéré tgy, hogy mindenkinek ismerdse legyen a szomszédja.

Megoldds. Az el6z6 feladatban leirt graffal dolgozva azt kell belatnunk, hogy
a grafnak van Hamilton-kore, amely a 3.24. feladat (g) részébdl kovetkezik.

3.28. Feladat. Legyen n egy pdratlan szdm és legyen adott egy n X n-es
"sakktabla". Igazoljuk, hogy egy Iéval lougrasokban nem tudjuk bejarni
a sakktablat tgy, hogy a kiinduldsi helyre érkezziink a végén, és kozben
minden mezdét csak egyszer érintiink.

Megoldds. Legyenek a G graf csuicspontjai a sakktabla mezinek megfelelGek.
Két csics akkor legyen Osszekotve, ha a megfelel§ mezSkrdl el lehet jutni 1
16lépésben egymaésra. A feladat a tekintett grafrol belatni, hogy nincsen
Hamilton-kore. Azt kell csak észreveni, hogy fehér mezérél csak feketére
tudunk eljutni lougrasban, és viszont. Igy a G graf egy Hamilton-korét be-
jarva fekete mezdének megfelel§ csiicsot fehérnek megfelel§ kovet, és viszont,
ezért paros sok cstuicsnak kellene lennie. Azonban ez nem teljesiil, hiszen a
G grafnak n? szamu csticsa van, ami paratlan.
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3. Grafok csucsmatrixa

3.29. Feladat. Irjuk fel az alabbi grafok csticsmatrixat:

Cs
c3 /—\04
P 3 C4
C2
! O
C1 C1 C2 C1 €2
1. 2. 3.

Megoldds. Az n cstcst iranyitott graf csticsmatrixa azon A = (a;j) € Mpxn
matrix, melynek a;; altalanos eleme egyenld a ¢; csticsbol a ¢; csticsba vezetd
élek szamaval.

1. A graf csicsmétrixa

0 21
000
111
2. A graf csticsmaétrixa
0010
1 010
10 01
1110

3. A graf csucsmatrixa

O == OO
—_ O = =
SO O oo
_ o = OO
S oo O

3.30. Feladat. Abrézoljuk az alabbi csticsmatrixii grafokat:

01101

020 8 } 8 é 00010

1 1 00 2 1111 3 11000
1 0 2 100 1 10011
01100

Megoldads.
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C5

cs c1
G c
c3

C3

C2

« Q)
c1 c1 ca €1 C2

1. 2. 3.
3.31. Feladat. Hany 2, 3 illetve 4 hossziisagi térottvonal rajzolhatd az
alabbi csticsmatrixu grafok co csticsabdl a cg csticsaba, illetve a cg csticsabdl
a ¢y csucsaba?

11 2 01 1
@ A=[10 3] ® B=|0oo0 2| ( c=
01 1 110

SN O =

111
0 01
000
011

Megoldds. Az A € M,yx, csucsmatrixi graf (Al)ij eleme megadja a ¢;
csticsbol a ¢; csticsba vezetd | hossztisagi torottvonalak szamat.

2 37 5 9 20 14 25 57
(a) A2=1[1 4 5|,A2=[5 6 19] ésA*=[11 24 47|, tehit a
11 4 2 5 9 7 11 28

co-bél c3-ba vezetd 2, 3 illetve 4 hossztsagi tordttvonalak szama rendre
5, 19 és 47, a c3-bol co-be vezetdk szama pedig 1, 5 és 11.

3
2

és Bt = , tehat a

N Oy W

5
6
5

© =~ oo

1 2 2 3
2 0],B>= 10 6
1 3 3 3 2
co-bdl c3-ba vezetd 2, 3 illetve 4 hosszisidgn toréttvonalak szama rendre
0, 6 és 4, a c3-bol co-be vezetSk szdma pedig 1, 3 és 5.

123 3 1 46 7 1 8 12 13
000 2 02 2 0 00 2 4

2 3 2 4
D=1y 292 0 =lo02 4% =04 4 4l
00 1 2 02 2 2 02 4 4

tehét a co-bdl c3-ba vezets 2, 3 illetve 4 hossziisédgi tordttvonalak szama
rendre 0, 2 és 2, a ¢3-bol co-be vezetSk szama pedig 2, 0 és 4.

3.32. Feladat. Tartalmaznak-e az aldbbi csticsmatrixi grafok irdanyitott
kort?
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01 1 1 1

010 gg ?é 00111

@ (to1] ® [{,0 ] ©@ 00011
010 000 0 00001
00000

Megoldds. Felhasznaljuk azt a tételt, miszerint egy n cstcsponti irdnyitott
graf pontosan akkor tartalmaz kort, ha cstcsmatrixanak n-edik hatvanya
nem azonosan nulla.

(a) A graf tartalmaz iranyitott kort, ugyanis csucsmétrixanak harmadik

0 20
hatvinya |2 0 2|, tehat nem az azonosan nulla métrix.
0 20

(b) Koénnyen kiszamolhato, hogy a matrix negyedik hatvanya az azonosan
nulla matrix, igy a graf nem tartalmaz iranyitott kort.

(c) A graf nem tartalmaz iranyitott kort, ugyanis csucsméatrixanak 6todik
hatvanya az azonosan nulla matrix.

3.33. Feladat. Hatarozzuk meg az aldbbi csicsmaétrixu grafok kiilonbdzo
csuicsai kbzotti legrévidebb iranyitott it hosszat, és az ilyen utak szamaét.

001 Lo 1702 0

(@) A=|[1 00| @ B=|02 1| (¢ C=
01 1 01 1 0100
1111

Megoldds. Felhasznaljuk, hogy egy A csucsmatrixi n cstcspontu graf c;
csticsabol a c¢; csticsba (i # j) vezetd legrévidebb 1t hossza az a legkisebb &k
pozitiv egész szam, amelyre (Ak)ij # 0, és ekkor az ilyen hosszisdgu utak
szama éppen (Ak)ij. Nyilvanvalé, hogy ez a k szdm nem lehet nagyobb,
mint n — 1, hiszen az n — 1-nél nagyobb élszdmu téréttvonal mar legalabb 1
cstcson tObbszor is dtmegy, igy az nem lehet ut. Ebbdl kdvetkezik, hogy ha
egy csucsbol egy masikba nem tudok eljutni n—1 élen keresztiil, akkor sehogy
sem, azaz a legrovidebb 1t hossza végtelen. A ¢; csticsbdl a ¢; csticsba vezets
legrévidebb 1t hosszat d(c;, ¢j)-vel jeloljiik, és nevezhetjiik a ¢; cstics ¢; cstics-
tol valo tavolsaganak, de fontos megjegyezni, hogy iranyitott grafok esetén ez
a tavolsadg nem metrika, hiszen nem biztos, hogy teljesiil a d(c;, ¢j) = d(c;, ¢;)
egyenlGség.
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0 01
(a) A=1[1 0 0], azaz d(c1,c3) = d(ca,c1) = d(c3,c2) = 1.
011

, tehat két élen keresztiil méar el tudok jutni c¢1-bél co-

be, co-bdl c3-ba és c3-bol c¢1-be, igy d(c1, o) = d(ca, c3) = d(c3,c1) = 2.
Mivel a matrixokban a nem nulla elemek mind 1-esek voltak, igy barmely
két csiics esetén a legrovidebb utak szama 1.

1 01
(b) BL =10 2 1|, tehat d(c1,c3) = d(ca,c3) = d(c3,ca) = 1. A c2-bél
011

c3-ba vezet§ legrovidebb utak szama 2, a ¢1-b6l c3-ba és a c3-bol co-be
vezet6ké pedig 1.

1 1 2
B?2=10 5 3],tehatd(cy,c2) = 2 ésaci-bél ca-be vezets legrévidebb
0 3 2

utak szama 1. Mivel co-bdl és c3-bdl nem tudunk eljutni kettd hosszasaga
iton a cq-be és a grafnak 3 csiicsa van, ezért ci-be a ¢y és c3 csticsokbol
nem vezet (irdanyitott) ut, igy d(ce,c1) = d(cs, c1) = o0.

102 0
1 00 01 ,
(c) C* = 010 0 , tehat d(c1, c3) = d(c2, ca) = d(c3, c2) = d(ca, 1) =
1 111
d(cy,c2) = d(cq,c3) = 1. ¢1-b6l c3-ba 2 legrovidebb 1t van, a tobbi 5
esetben pedig 1.
1 2 2 0
) 1111 )
Ce = 000 1l ennélfogva d(cy1,c2) = d(cg,c1) = d(cg,c3) =
2 2 3 2
d(cs,cq) = 2. ¢1-b6l ca-be 2 legrovidebb ut van, a masik 3 esetben 1.
1 2 2 2
C3 = ? ? il’) ? , igy d(c1,cq4) = d(cs,c1) = 3. ¢ és ¢q kozott 2
4 5 6 4
legrévidebb 0t van, cg és ¢ kozott pedig 1.
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