Bevezetés a matematikaba 1.

Definicidk, vizsgakérdések

Tételek
Logikai alapok — Halmazelméleti alapfogalmak
1. Mi lehet predikatumok értéke? Hogyan jeloljiik?
A predikdtumok értéke valtozoiktol fiiggben lehet igaz (jele: 1) vagy hamis (jele: |).
2. Mondjon legalabb harom példat predikatumra.

Péladul a sikgeometridban predikatumok: E(x) (,,x egyenes”), P(x) (,,x pont”), I(x) (,,x
illeszkedik y-ra”).

3. Sorolja fel a logikai jeleket.

A logikai formulak alkotéelemei: —(,,nem”), A (,,&s”), V (,,vagy”’), =(,,ha ... akkor ...”) és
& (,,akkor és csak akkor” vagy ,,pontosan akkor”).

4. Milyen kvantortokat ismer? Mi a jeliik?

A logikai formulak alkotoelemei: 3(,,létezik” vagy ,,van olyan”) egzisztencialis kvantor és a V
(,,minden”) univerzalis kvantor.

5. Hogyan kapjuk a logikai formulakat?

A logikai formuldk (vagy mondatok) az adott elmélet predikatumaibol épiilnek fel a logikai
jelek, valamint a két kvantor segitségével.

6. Mikor van egy valtozo egy kvantor hataskorében?

Egy formula egy (3xA) vagy (VxA) tipusu részformuldja esetén az x valtozoé minden, a két
zardjel kozotti elofordulasara (a kvantor utan vagy A-ban) azt mondjuk, hogy a kvantor hataskdrében
van.

7. Mik a nyitott és mik a zart formulak?

Ha egy formulaban egy valtozo egy adott eléfordulasa egy kvantor hataskorében van, akkor azt
mondjuk, hogy az adott eléfordulas kotott elofordulas, egyébként az adott eléfordulas szabad
el6fordulas. Ha egy valtozonak egy formuldban van szabad eldfordulasa, akkor azt mondjuk, hogy a
valtozo szabad valtoz6. Ha egy formulanak nincs szabad valtozdja, akkor a formulat zart formulanak,
egyébként nyitott formulanak mondjuk.

8. Mondjon két példat nyitott formulara.

A sikgeometria példajanal maradva, az ((E(X)AP(y))Al(x,y)) és a ((P(X)AP(y))A—x=y)
formuléban x és y szabad valtozok, igy ezek nyitott formulak.

9. Mondjon egy példat zart formulara.



A VX(E(x)=3y(P(x)AI(x,y))) zart formula, mert nincs szabad valtozoja.
10.  Milyen predikatumok szerepelnek a halmazelméletben?

A halmazelméletben (az egyenldségen kiviil) a ,,halmaznak lenni” (nincs jele) és az ,,eleme”
(XEA azaz x eleme az A halmaznak) predikatum szerepel.

11.  Fogalmazza meg a meghatarozottsag elvét.

Egy halmazt az elemei hataroznak meg. Az A és B halmaz akkor és csak akkor egyenld, ha
ugyanazok az elemeik. Nincs olyasmi, hogy valami ,,tobbszor eleme” egy halmaznak.

12.  Definialja a részhalmaz és a valddi részhalmaz fogalmat és adja meg a jeloléseiket.

Akkor mondjuk, hogy az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha A minden eleme a B
halmaznak is eleme. Jele: AcB vagy BoDA. Ha A részhalmaza B-nek, de nem egyenl6 vele, akkor azt
mondjuk, hogy A valddi részhalmaza B-nek. Jele: ASB vagy B2A (az als6 vonalak itt at vannak
huzva).

13.  Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik a ,,részhalmaz” fogalom?

Minden halmaz részhalmaza sajat maganak (reflexivitas), és ha AcB, BcC, akkor AcC
(tranzitivitas). Ha AcB és Bc A, akkor a meghatarozottsagi axioma szerint az is teljesiil, hogy A=B
(antiszimmetria).

14.  Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik a halmazok egyeldsége?

A halmazok egyenldsége reflexiv, tranzitiv, antiszimmetrikus, és még az is teljesiil, hogy ha
A=B, akkor B=A (szimmetria).

15. drja le a részhalmaz fogalmat. Milyen jelolést hasznilunk részhalmazok
megadasara?

Akkor mondjuk, hogy az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha A minden eleme a B
halmaznak is eleme. Jele: AcB vagy BoA. Ha A részhalmaza B-nek, de nem egyenl6 vele, akkor azt
mondjuk, hogy A valddi részhalmaza B-nek. Jele: ASB vagy B2A (az als6 vonalak itt at vannak
htizva).

16.  lrja le az iires halmaz fogalmat.

Van olyan halmaz, amelynek nincs eleme.
17.  Igaz-e, hogy csak egy iires halmaz van?

Igen. A meghatarozottsag axiomaja miatt csak egy lires halmaz van.
18.  1lrjale a par fogalmat. Milyen jelolés kapcsolodik hozza?

Barmely a és b dologhoz van olyan halmaz, amelynek ezek és csak ezek az elemei. Ekkor
{a,b}={x€A:x=a vagy x=b}.

19.  lrjale két halmaz uni6jat és a megfelel6 jeloléseket.

Ha A és B halmazok, akkor azt a halmazt, amelynek pontosan azok a dolgok az elemei, melyek
elemei A-nak vagy B-nek (vagy mindkettdnek), AUB-vel jeloljiik, és a két halmaz unidjanak nevezziik.



erer

20.  lirjale halmazrendszer iiniéjat és a megfelel jeloléseket.

Ha 4 egy halmaz, amelynek elemei mind halmazok, akkor azt a halmazt amely pontosan azokat
a dolgokat tartalmazza, amelyek 4 valamely elemének az elemei, az 4 unidjanak nevezziik. Ennek
jelolése: U4 vagy U{A:AE€A} vagy UxeciA.

21. Fogalmazza meg a halmazok unidjanak alaptulajdonsagait.

Ha A,B,C halmazok, akkor:

(1) Aug=A,

(2) AUB=BUA (kommutativitas);

(3) AU(BUC)=(AUB)UC (asszociativitas);
(4) AUA=A (idempotencia)

(5) AcB akkor és csak akkor, ha AUB=B.

22.  Definidlja halmazrendszer és két halmaz metszetét, és adja meg a jeloléseiket.

Ha A és B halmazok, legyen ANB:={x&A:x&EB}. Ha 4 halmazok nem iires rendszere, akkor a
metszetét a NA:={x:xEAVAEA-ra} osszefliiggéssel definialjuk. Mas jelolések: N{A:AEA} és NacsA.

23.  Definidlja a diszjunktsag és a paronként diszjunktsag fogalmat.

Ha ANB=4, akkor azt mondjuk, hogy A és B diszjunktak (vagy idegenek). Altaldbosabban, ha
egy nem iires 4 halmazrendszer metszete az iires halmaz, akkor azt mondjuk, hogy a halmazrendszer
diszjunkt. Ha a halmazrendszer barmely két halmazanak metszete iires, akkor azt mondjuk, hogy elemei
paronként diszjunktak. (Mas szohasznalatban a paronként diszjunkt halmazokbdl all6 halmazrendszert
nevezziik diszjunktnak.)

24.  Fogalmazza meg a halmazok metszetének alaptulajdonsagait.

Ha A,B,C halmazok, akkor:

(1) Ang=0,

(2) ANB=BNA (kommutativitas);

(3) AN(BNC)=(ANB)NC (asszinciativitas);
(4) ANA=A (idempotencia)

(6) AcB akkor és csak akkor, ha ANB=B.

25.  Fogalmazza meg az unio és a metszet disztributivitasat.

Ha A,B,C halmazok, akkor:
(1) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (a metszet disztributivitasa az uniéra nézve);
(2) AUBNC)=(AUB)N(AUC) (az uniod disztributivitasa a metszetre nézve).

26.  Definialja a  halmazok kiilonbségét, szimmetrikus differenciajat és
komplementerét.

Az A és B halmazok kiilonbségét (vagy differencidljat) az A\B:={x€A:xZB} Osszefliggéssel
definialjuk. A két halmaz szimmetrikus differencialjat az AAB:=(A\B)U(B\A) 0Osszefliggéssel
definialjuk. Ha AcX, akkor az X\A halmazt néha A'-val jeloljik, és az A halmaz X-ra vonatkozo
komplementerének nevezziik. Ez természetesen nem csak A-tol, hanem az X ,,alaphalmaztol” is fligg,
ami az A' jeldlésben nem jut kifejezésre.



27.  Fogalmazza meg a halmazok komplementerének alaptullajdonsagait.

Ha A,BcX, akkor
(A")=A;

B'=X;

X'=0;
ANA'=0;
AUA'=X;
AcBeB'cA';
(AUB)=A'NB';
(ANB)=A'UB';
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28.  Irjale a hatvanyhalmaz fogalmat. Milyen jelolések kapcsolédnak hozza?

Ha A halmaz, akkor azt a halmazrendszert, melynek elemei A részhalmazai, az A
hatvanyhalmazanak nevezziik. Jele: @(A). Tehat minden A halmazhoz Iétezik egy olyan
halmazrendszer, amelynek elemei pontosan A részhalmazai.

Relacidék
29.  Definialja a rendezett par fogalmat és koordinatait.

Barmely x,y esetén legyen (x,y):={{x},{X,y}}. Az (x,y) rendezett par elsd koordinatija x, a
masodik koordinataja y.

30. Definialja két halmaz Descartes-szorzatat.

Az X,Y halmazok Descartes-szorzatan az XX Y:={(x,y):x€X,y€Y } halmazt értjik.
31. Definialja a binér relacio fogalmat és adja meg a kapcsolodo jeloléseket.

Egy halmazt binér relacionak (vagy kétvaltozos relacionak) neveziink, ha minden eleme
rendezett par. Ha R egy binér relacio, akkor (x,y)€R helyett gyakran azt irjuk, hogy xRy, és azt
mondjuk, hogy x és y kdzott fennall az R relacio.

32.  Mit jelent az, hogy R relaciéo X és Y kozott? Mit jelent az, hogy R egy X-beli
relacio?

Ha valamely X és Y halmazokra RcX XY, akkor azt mondjuk, hogy R relacié X és Y kozott.
Ha X=Y, akkor azt mondjuk, hogy R egy X-beli binér relaciéo (homogén binér relacio).

33.  Definialja a binér relacio értelmezési tartomanyat és értékkészletét, és adja meg a
kapcsolodo jeloléseket.

Az R binér relacié értelmezési tartomanyat a dmn(R):={x:3(x,y)ER}, értékkészletét pedig a
mg(R):={y:3A(x,y)€R} 0Osszefiiggéssel értelmezziik. A jelolések a ,domain” illetve ,range” szora
utalnak; dom vagy D, illetve ran, R vagy im (az ,,image” szobdl) is szokasosak.

34.  Definialja a binér relacio kiterjesztését, lesziikitését és lesziikitését egy halmazra és
adja meg a kapcsolodo jeloléseket.

Az R binér relaciot az S binér relacio kiterjesztésének, illetve S-et az R lesziikitésének (vagy
megszoritasanak) nevezziik, ha ScR. Ha X egy halmaz, az R relacié X-re vald lesziikitésén (vagy
megszoritasan) az Rx:={(x,y)€R:xeX} relaciot értjiik.



35.  Definidlja egy binér relacio inverzét, és sorolja fel az inverz harom egyszerii
tulajdonsagat.

Egy R binér relacié inverzén az R™':={(b,a):(a,b)ER} binér relaciot értjiik.
) ®)'-R;

2) ha R relacio X és Y kozott, akkor R™! relacié Y és X kozott;

(3)  DRMH=R(R) és R(R")=D(R).

36. Definidlja halmaz képét és inverz képét binér relacional és adja meg a kapcsolédo
jeloléseket.

Legyen R egy binér relacio €s A egy halmaz. Az A halmaz képe az R(A):={y:Ix€A:(x,y)ER}
halmaz. R(A) pontosan akkor iires, ha A és D(R) diszjunktak. Az A halmaz inverz képe az R relacional
R(A). Ha A={a}, akkor R({a}) helyett R(a)-t irunk.
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37.  Definialja a binér relaciok kompozicidjat. Lehet-e a kompozicié iires?

(x,2)ESA(z,y)ER} relaciot értjiik. Két relacid kompozicidja lehet {ires: ez a helyzet, ha R(S) és D(R)
diszjunktak.
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38. Fogalmazzon meg hiarom, binér relaciok kompoziciojara vonatkozo allitast.

Legyenek R,S,T binér relaciok. Ekkor

(1) ha R(S)>D(R), akkor R(R°S)=R(R);
2) Ro(SoT)=(RoS)eT (asszociativitas);
3) (RoS)!'=S-ToR",

39. Mint jelent az, hogy egy relacio tranzitiv, szimmetrikus, illetve dichotom? Ezek
koziil mi az, ami csak a relacion mulik?

Legyen R egy X-beli binér relacio. Azt mondjuk, hogy R

(1) tranzitiv, ha minden x,y,z-re (x,y)€R és (y,z)ER esetén (x,z)ER;

2) szimmetrikus, ha minden x,y-ra (x,y)€R esetén (y,x)ER;

3) dichotom, ha minden x,y€X esetén (x,y)€R vagy (y,x)€R (esetleg mindkettd), azaz
barmely két elem 0sszehasonlithato.

Ezek koziil a tranzitivitas és a szimmetrikussag fiigg csak a relaciotol.

40. Mit jelent az, hogy egy relacio intranzitiv, antiszimmetrikus, illetve trichotom?
Ezek koziil mi az, ami csak a relacion mulik?

Legyen R egy X-beli binér relacio. Azt mondjuk, hogy R

(1) intranzitiv, ha minden x,y,z-re(x,y)€R és (y,z)ER esetén (x,2)€R;

2) antiszimmetrikus, ha minden x,y-ra (x,y)€R ¢és (y,x)ER esetén x=y;

3) trichotom, ha minden x,yeX esetén x=y, (Xx,y)€R és (y,x)ER koziil pontosan egy
teljestil.

Ezek koziil az intranzitivitas és az antiszimmetrikussag fiigg csak a relaciotol.

41. Mint jelent az, hogy egy relacié szigortan antiszimmetrikus, reflexiv illetve
irreflexiv? Ezek koziil mi az, ami csak a relacion mulik?

Legyen R egy X-beli binér relacio. Azt mondjuk, hogy R
1. reflexiv, ha minden x€X esetén (x,x)ER;



2. irreflexiv, ha minden x€X esetén (X,X)&R;
3. szigoruan antiszimmetrikus, ha minden x,y-ra (x,y)€R esetén (y,x)ZR;
Ezek koziil a szigortan antiszimmetrikussag fiigg csak a relaciotol.

42.  Definidlja az ekvivalenciarelaciot, illetve az osztalyozas fogalmat.

Legyen X egy halmaz. Az X-beli binér relacidt ekvivalenciarelacionak nevezziik, ha reflexiv,
szimmetrikus és tranzitiv. Az X részhalmazainak egy O rendszerét X osztalyozasanak nevezziik, ha O

paronként diszjunkt nem iires halmazokbol all6 halmazrendszer, amelyre UO=X.
43.  Mi a kapcsolat az ekvivalenciarelaciok és az osztalyozasok kozott?

Valamely X halmazon értelmezett ~ ekvivalenciarelacio X-nek egy osztdlyfelbontasat adja.
Megforditva, az X halmaz minden osztalyfelbontasa egy ~ ekvivalenciarelaciot hoz létre.

44. Definialja a részbenrendezés és a részbenrendezett halmaz fogalmat. Mit
mondhatunk egy részbenrendezett halmaz egy részhalmazardol?

Egy X halmazbeli részbenrendezés egy tranzitiv, reflexiv, és antiszimmetrikus X-beli relacio.
Egy X részbenrendezett halmaz, illetve rendezett halmaz tulajdonképpen az (X,<) par. Egy X
részbenrendezett halmaz minden Y részhalmaza is részbenrendezett, ha a < relaciot csak ennek az
elemei kozott tekintjiik, azaz a <N (Y XY) relacioval. Ha az Y részhalmaz ezzel a relacioval rendezett,
akkor lancnak nevezziik.

45.  Definidlja a rendezés, a rendezett halmaz és a lanc fogalmat.

Ha a < részbenrendezési relacio dichotom is, azaz ha X barmely két eleme 6sszehasonlithato,

akkor rendezésneknevezziik. Egy X rendezett halmaz tulajdonképpen az (X, <) par. Ha az Y részhalmaz
ezzel a relacioval rendezett, akkor lancnak nevezziik.

46. Mondjon példat részbenrendezett de nem rendezett halmazra.
A természetes szamok korében az ,,n osztja m-et” relacié részbenrendezés, de nem rendezés.
47.  Definialja egy relacionak megfelelo szigoru illetve gyenge relacio fogalmat.

Egy X-beli relacio R relacidohoz definidlhatunk egy X-beli S relaciot ugy, hogy xSy akkor alljon
fenn, ha xRy de x#y, ez az R-nek megfeleld szigort relacio. Megforditva, egy X-beli R relacidhoz a
megfeleld T gyenge relaciot gy definialjuk, hogy legyen xTy, ha xRy vagy x=y.

48. Definidlja a szigori részbenrendezést és fogalmazza meg Kkapcsolatat a
részbenrendezéssel.

Egy < részbenrendezés esetén a megfeleld szigoru relaciot <-el jeloljiik; ez tranzitiv, irreflexiv
és szigoruan antiszimmetrikus. Megforditva ha < egy X-beli szigorii részbenrendezés, amin egy
tranzitiv és szigoruan antiszimmetrikus relaciot értiink, akkor a megfeleld gyenge relacié egy
részbenrendezés.

49.  Mi az, hogy kisebb, nagyobb, megel6zi, koveti? Adja meg a kapcsolodo jeloléseket.

Ha x<y, akkor azt mondjuk, hogy x kisebb, mint y vagy y nagyobb, mint x, illetve hogy x
megeldzi y-t vagy y koveti x-et. A gyenge relacio esetén hozzatessziik, hogy ,,vagy egyenld”.



50. Definialja az intervallumokat és adja meg a kapcsolodo jeloléseket.

Legyen X egy részbenrendezett halmaz. Ha x<z és z<y, akkor azt mondjuk, hogy z az x és y
kozé esik, ha pedig x<z és z<y, akkor azt mondjuk, hogy z szigortan x és y koz¢ esik. Az Osszes ilyen
elemek halmazat [x,y], illetve ]x,y[ jeloli.

51.  Mi az, hogy kozvetleniil koveti illetve kozvetleniil megel6zi?

Ha x<y, de ugyanakkor nem létezik szigoruan x és y kdzé esd elem, akkor azt mondjuk, hogy x
kozvetleniil megeldzi y-t, vagy y kdzvetleniil koveti x-et.

52.  Definiidlja a kezdészelet fogalmat, és adja meg a kapcsolodo jeloléseket.

Legyen X egy részbenrendezett halmaz. Egy x elemhez tartozo kezddszeletnek a {yeX:y<x}
részhalmazt nevezziik. A kezddszelet logikus, de nem elterjedt jelolése |« ,x].

53.  Definialja a legkisebb és a legnagyobb elem fogalmat.

Az X részbenrendezett halmaz legkisebb (vagy elsd) elemén egy olyan x€X elemet értiink,
amelyre x<y minden yE€X-re. Nem biztos, hogy van ilyen elem, de ha van, akkor egyértelmi.
Hasonldan, X legnagyobb (vagy utolsd) elemén egy olyan x elemet értliink, amelyre y<x minden yeX
-re. Nem biztos, hogy van ilyen elem, de ha van, akkor egyértelmii.

54. Definidlja a minimalis és maximalis elem fogalmat, és adja meg a kapcsolodo
jeloléseket.

Legyen xeX. Az x-et minimalisnak nevezziik, ha nincs nala kisebb elem, maximalisnak pedig
akkor, ha nincs nala nagyobb elem. Maximalis és minimalis elem lehet tobb is. Jelolések: min X, max
X.

55.  Adjon meg olyan részbenrendezett halmazt, amelyben tobb minimalis elem van.

A Az A részbenrendezett halmaz Hasse-diagramja a kdvetkezo.
Ezen esetben két minimalis elem létezik: 1,3.

56. Adjon meg olyan részbenrendezett halmazt, amelyben nincs maximalis elem.
A természetes szamok halmaza ilyen a szokasos rendezéssel.

57. lIgaz-e, hogy rendezett halmazban a legkisebb és a minimalis elem fogalma
egybeesik?

Igen. Minimalis és maximalis elem tobb is lehet, és hogy ha X rendezett, akkor a legkisebb és a
minimalis elem fogalma, illetve a legnagyobb és a maximalis elem fogalma egybeesik, de egyébként
nem feltétlentil.

58.  Definialja az also és a felso korlat fogalmat.

Egy X részbenrendezett halmaz egy x elemét az Y részhalmaz also korlatjanak nevezziik, ha
minden yEY-ra x<y. Ha minden ye€Y-ra y<x akkor x az Y felsé korlatja. Ha létezik also illetve fels6
korlat, akkor azt mondjuk, hogy Y alulrdl illetve feliilrdl korlatos.



59. Igaz-e, hogy ha egy részbenrendezett halmaz egy részhalmaza tartalmaz a
részhalmaz also korlatjai koziil elemeket, akkor csak egyet?

Igen, ha az als6 korlatok kozott van olyan, mely eleme a részhalmaznak, ugy csak egy ilyen
van.

60.  Definialja az also és fels6hatar tulajdonsagot.
m

61. Igaz-e, hogy ha egy részbenrendezett halmaz egy részhalmaza tartalmazza a
részhalmaz egy also korlatjat, akkor az a részhalmaznak minimalis eleme?

Igen, ha az als6 korlatok kozott van olyan, mely eleme a részhalmaznak, ugy csak egy ilyen
van, és ez a részhalmaz legkisebb eleme (minimalis eleme).

62.  Definialja az infimum és szuprémum fogalmat.

Az alsé korlatok halmazéban van legnagyobb elem, akkor azt Y legnagyobb als6 korlatjanak
nevezzilk, idegen szoval ez az infimum, és inf Y-al jeloljik. Hasonléan, ha Y felsé korlatjai
halmazaban van legkisebb elem, akkor azt Y legkisebb felsé korlatjanak nevezziik, idegen szoval ez a
szuprémum, €s sup Y-al jeldljiik.

63.  Definialja a jolrendezés és jolrendezett halmaz fogalmat.

Egy X részbenrendezett halmazt jolrendezezznek, részbenrendezését pedig jolrendezésnek
nevezziik, ha X barmely nem iires részhalmazanak van legkisebb eleme. Jol rendezett halmaz mindig
rendezett.

64.  Adjon meg olyan rendezett halmazt, amely nem jolrendezett.

Az egész, racionalis és valds szamok halmaza nem jolrendezett de rendezett a szokasos
rendezéssel.

XXX Van-e olyan jolrendezett halmaz, amely nem rendezett?
Nincs. Jolrendezett halmaz mindig rendezett.

65.  Adjon példat jolrendezett halmazra.
A természetes szamok halmaza jolrendezett a szokasos rendezéssel.

66. Adjon meg két részbenrendezett halmaz Descartes-szorzatin a halmazok
részbenrendezései segitségével két részbenrendezést.

Legyenek X és Y részbenrendezett halmazok. Az X XY-ban legyen (x,y)<(x",y"), ha x<x' az X-
ben, és y<y' az Y-ban. igy egy részbenrendezést kapunk. Legyen (x,y)<(x',y"), ha x<x' vagy x=x' és
y<y' XXY-nak ezt a részbenrendezését lexikografikus rendezésnek nevezzik.

67. Két jolrendezett halmaz Descartes-szorzatan a lexikografikus részbenrendezést
tekintjitk. Mit allithatunk errdol?

Ha X és Y rendezettek, illetve jolrendezettek, akkor X XY is rendezett, illetve jolrendezett a
lexikografikus részbenrendezéssel.



Flggvények
68.  Definialja a fiiggvény fogalmat. Ismertesse a kapcsolodo jeloléseket.

Egy fiiggvény egy olyan f relacid, amelyre ha (x,y)ef és (x,y")€f, akkor y=y', masszoval
minden x-hez legfeljebb egy olyan y létezik, amelyre (x,y)€f. Jelolések: f(x)=y. Az y elemet az f
fiiggvény x helyén (argumentumaban) felvett értékének nevezziik. Egyéb jeldlés: f:x|—y.

69.  Mi a kiilonbség a kozott, hogy fEX—Y és hogy f:X—-Y?

Annak kifejezésére, hogy az f fliggvény értelmezési tartomanya a teljes X halmaz, értékkészlete
pedig az Y halmaznak részhalmaza az f:X—Y jelolés szolgal, amit ugy olvasunk ki, hogy f az X-et Y-
ba képez0 fliiggvény. Ez nem ugyanaz, mint f€X—Y, mert utobbi esetben dmn(f) & X is lehetséges.

70.  Mikor neveziink egy fiiggvényt kolcsonosen egyértelmiinek?

Az f figgvényt kolcsondsen egyértelmiinek nevezziik, ha f(x)=y és f(x')=y esetén x=x'. Ez azzal
ekvivalens, hogy az f! relacié fiiggvény. Masnéven injektivnek nevezziik a kdlcsondsen egyértelmii
fiiggvényeket.

71.  Igaz-e, hogy az identikus leképezés mindig sziirjektiv?
Igen. Ezt I, -ként jeloljiik, és X-nek X-re val6 identikus leképezésének neveziink.

72.  Definidlja a permutacié fogalmat.
értjik.
73.  lgaz-e, hogy két fiiggvény osszetétele fiiggvény?
Igen. Ha f és g fliiggvények, akkor fog is.
74.  Mikor allithatjuk hogy két fiiggvény oOsszetétele injektiv, sziirjektiv illetve
bijektiv?

Ha f és g kolesondsen egyértelmii fliggvények, akkor fog is. Ha az f fliggvény X-et Y-ra képezi
le, a g fiiggvény pedig Y-t Z-re képezi le, akkor gof az X-et Z-re képezi le. Ha két fliggvény Osszetétele
injektiv és sziirjektiv, akkor bijektiv is.

75.  Mi a kapcsolat fiiggvények és ekvivalenciarelaciok kozott?

Ha az X halmazon adott egy ekvivalenciarelacid, akkor az x elemhez az ekvivalenciaosztalyat
rendeld leképezést kanonikus leképezésnek nevezziik. Megforditva, ha f:X—Y egy fliggvény, akkor az
x~x', ha f(x)=f(x') relacio egy ekvivalenciarelécio.

76. Mikor neveziink egy fiiggvényt monoton névekedonek illetve monoton
csokkenonek?

Legyenek X és Y részbenrendezett halmazok. Az f:X—Y fliggvényt monoton ndvekeddnek
nevezziik, ha x,ye€X, x<y esetén f(x)<f(y) illetve monoton csdkkendnek nevezziik, ha x,yeX x<y
esetén f(x)<f(y).



77.  Mikor neveziink egy fiiggvényt szigoruan monoton novekedonek illetve szigoruan
monoton csokkenonek?

Legyenek X és Y részbenrendezett halmazok. Az f:X—Y fliggvényt monoton ndvekeddnek
nevezziik, ha x,y€X, x<y esetén f(x)<f(y) illetve monoton csdkkendnek nevezziik, ha x,yeX, x<y
esetén f(x)>f(y).

78. Mi a Kkapcsolat szigorian monoton novekedé fiiggvények, a kolcsonosen
egyértelmii fiiggvények és az inverz fiiggvények kozott?

Ha X,Y rendezettek, akkor szigortan monoton ndvekedd (illetve csokkend) fliggvény nyilvan
kolecsondsen egyértelmii. Megforditva, ha X,Y rendezettek, akkor egy f:X—Y kolcsondsen egyértelmii
monoton novekedd (illetve csdkkend) leképezés szigorian monoton névekedo (illetve csokkend) is, és
az inverze is monoton novekedo (illetve csokkend) f(X)-en.

79.  Mit allithatunk a monoton novekedo fiiggvények inverz fiiggvényérol?
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80. Mit értiink indexhalmaz, indexezett halmaz és csalad alatt?

Egy x fiiggvény i helyen felvett értékét neha x;-vel jeldljiik. Ilyenkor gyakran a fiiggvény I
értelmezési tartomanyat indexhalmaznak, az elemeit indexeknek, értékkészletét indexelt halmaznak, az
x fliggvényt magat pedig csaladnak nevezziik.

81.  Definialja a halmazcsaladok unigjat és metszetét.

Ha az értékkészlet elemei halmazok, akkor halmazcsaladrol beszélink. Egy X, i€l
halmazcsalad unidjat a Ui Xii=U{Xi:i€l} Osszefiiggéssel értelmezziik. Rovidebb jeldlése: UiXi. Ha
I# 4, akkor a halmazcsalad metszetét is definialjuk a NieXi:=N {X;:i€l}.

82. Fogalmazza meg a halmazcsaladokra vonatkozé De Morgan-szabalyokat.

Ha X, i€l az X halmaz részhalmazainak egy nem iires csaladja (azaz 1#0), akkor az X-re
vonatkozd komplementert vesszével jeldlve,

(1) (VieXi)'=NieX|';

2) (NieXi)'=VieXi".

83. Fogalmazza meg a halmazmiiveletek és egy fiiggvény kapcsolatarél tanult
allitasokat.

Legyen f:X—Y egy fliggvény, B, BicY, ha i€l# 0. Ekkor
(1) f'l(UiBi):Uif'lBi;

(2) fI(NB)=Nif1B;;

(3) f1(Y\B)=X\f-1(B).

84. Definidlja véges sok halmaz Descartes-szorzatat és ismertesse a kapcsolodo
jeloléseket.

Ha az (x,X2,...,Xs) elem n-eseket az {1,2,...,n} halmaz, azaz IN*-nak az n€IN*-nal nem nagyobb
elemei altal indexelt csaladokkal azonositjuk, akkor az X;XX;X...XX, Descartes-szorzatot mint az
Osszes olyan x;, i€{1,2,..., n} csaladok halmazat definialhatjuk, amelyekre x,€X;, ha i€ {1,2,...,n}.



85.  Definialja a kivalasztasi fiiggvény fogalmat.

Legyen X, i€l egy halmazcsaldd. A halmazcsaladhoz tartozo kivalasztasi fiiggvénynek
nevezziik azokat az x:1-U¢ X fliggvényeket, amelyekre x;€X; minden i€l-re.

86.  Definidlja a (nem feltétleniil binér) relacio fogalmat és a kapcsolodo jeloléseket.

Ha az (x1,Xa,...,X,) elem n-eseket az {1,2,...,n} halmaz, azaz IN*-nak az n€IN*-nal nem nagyobb
elemei altal indexelt csalddokkal azonositjuk, akkor az X;XX,X...XX, Descartes-szorzatot mint az
Osszes olyan x;, i€{1,2,..., n} csalddok halmazat definialhatjuk, amelyekre x,€X;, ha i€{1,2,...,n}.
Ilyen szorzathalmazok részhalmazait n-valtozos relacioknak nevezziik.

87.  Definialja tetszoleges halmazcsalad Descartes-szorzatat és ismertesse a kapcsolodo
jeloléseket.

Az X, i€l halmazcsalad X X; Descartes-szorzata a halmazcsaladhoz tartozd Gsszes
kivalasztasi fliggvénynek halmaza. Jel6lése: X;X;.

88.  Definialja a projekcio fogalmat.

Ha Jcl, akkor az x—x; leképezést XieiX; -nek X;e;X;-be vald projekcionak nevezziik.
89.  Definialja a kulcs fogalmat.
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90. Definidlja a binér, unér és nullér miivelet fogalmat és ismertesse a kapcsolodo
jeloléseket.

Legyen X egy halmaz. Egy X-beli binér miiveleten egy *:XXX->X leképezést értiink. Ha
x,y€X akkor *(x,y) a miivelet eredménye, x és y pedig az operandusai. Rendszerint a binér miivelet
jelét az operandusok kozé irjuk: x*y. Egy X-beli unér miivelet egy *:X->X leképezés. Mivel X9={Q},
egy nullér miivelet egy *:{0} —X leképezés, ami tulajdonképpen X egy elemének a kijelolését jelenti,
operandusa nincs, csak eredménye.

91. Adjon meg egy binér és egy unér miiveletet tablazattal.

A R 2
1t IR 2
¥ vl
- Y

v 1t

92.  Ismertesse a forditott lengyel jelolést.

A kifejezésekben a miiveleti jeleket mindig az operandusok elé irjuk.



93.  Hogyan definialunk miiveleteket fiiggvénytereken?

Legyen X tetszoleges halmaz, Y pedig egy halmaz a * binér miivelettel. Ekkor az X-et Y-ba
képez6 fliggvények kozott is értelmeziink ,,pontonként” egy binér miiveletet (amit ugyanazzal a jellel
szokas jelolni) az (f*g)(x):=f(x)*g(x) minden x&X-re, ha fg:X->Y O0Osszefiiggéssel. Hasonldéan
definialunk unér, illetve nullér miiveleteket fliggvénytereken.

94.  Adjon példat miiveletekre fiiggvények kozott.

Egy n-bites szamitdgépen rendszerint rendelkezésre allnak a logikai miiveletek n-bites
szavakon, azaz a {0,1,...,n-1} halmazt a {1,¥} halmazba képez6 fiiggvények halmazan.

95.  Definidlja a miivelettarto6 leképezés fogalmat.

Legyen * binér mivelet az X, és legyen *' binér miivelet az X' halmazon. Egy ¢p:X—X'
leképezést miivelettartonak nevetiink, ha @x*y)=@(x)*'¢(y) minden x,ye€X-re. Hasonldéan
értelmezziik a miivelettartast unér és nullér miiveletre is.

96. Adjon példat miivelettarté leképzésre.

Ha a>1, az x|—a* leképzés miivelettartd és kolcsondsen egyértelmi leképzése az Osszeadassal
tekintett valos szamoknak a szorzassal tekintett pozitiv valds szamokra.

Peano-axiomak
97. Fogalmazza meg a Peano-axiomakat.

Legyen IN egy halmaz és * egy IN-en értelmezett fiiggvény. Az alabbi feltételeket Peano-
axiomaknak nevezzik:

(1) OeNN (nulla egy nullér miivelet IN-en);

(2) hanelN, akkor n*€IN (* egy unér miivelet IN-en);

(3) hane&lN, akkor n*#0 (0 nincs a * értékkészletében);

(4) han,m&IN és nt*=m*, akkor n=m (" leképezés kolcsondsen egyértelmii);

(5) ha ScIN, 0€S ¢és ha neS, akkor n*€S, akkor S=IN (teljes indukcio elve).

98. Mi a rakovetkezo, a rakovetkezés, és a teljes indukcio elve?

A Peano-axiomak 5. pontja a teljes indukcid elve: legyen IN egy halmaz és © egy IN-en
értelmezett fiiggvény; ha ScIN, 0€S és ha neS, akkor n*€S, akkor S=IN. A 0 elemet nulldnak, a * unér
miuveletet rakdvetkezésnek, az n* elemet az n rakdvetkezdjének nevezziik.

99.  Definialja a szamjegyeket.

Legyen 1:=0", 2:=1%, 3:=2%, 4:=3% 5:=4"*, 6:=5%, 7:=6%, 8:=7", 9:=8" Ha tovabbi szdmjegyekre
van sziikségiink, akkor igy folytatjuk A:=9*,B:=A" stb.

100. Definialja a sorozat fogalmat.

Az IN-en értelmezett fiiggvények rekurzidval valé definialasarol van szo. Ezeket a fiiggvényeket
végtelen sorozatoknak nevezziik. Az IN*=IN\{0} halmazon értelmezett fliggvényeket is szokas végtelen
sorozatnak nevezni. Sorozatot megadhatunk tgy, hogy megadjuk a O helyen felvett értékét, és
megadunk egy képzési szabalyt, amelynek alapjan megkapjuk a sorozat n helyen felvett értékébdl az n*
helyen felvett értéket. Errdl szl a rekurziotétel.



101. Fogalmazza meg a rekurziotételt.

Legyen X egy halmaz, a€X ¢és f:X->X egy fiiggvény. Ha a Peano-axiomak teljesiilnek, akkor
egy €s csak egy olyan IN-et X-be képez6 g fliggvény létezik, amelyre g(0)=0 és g(n*)=f(g(n)) minden
n€IN-re.

102. Fogalmazza meg a természetes szamok egyértelmiiségére vonatkozo tételt.

Tegyiik fel, hogy IN és IN' is eleget tesz a Peano-axidmaknak. Ekkor létezik egy olyan ¢
kolesondsen egyértelmii leképezése IN-nek IN'-re, amelyre ¢p(0)=0 és @(n")=(¢p(n))* minden n€IN-re.

103. Fogalmazza meg a természetes szamok létezésére vonatkozo tételt.

Van olyan (IN,(0,")) par, amely eleget tesz a Peano-axiémainak.

104. Definialja a karakterisztikus fiiggvény fogalmat és ismertesse a kapcsolodo
jeloléseket.

Legyen X egy halmaz, és ha YcX, legyen Xy(x)=1, ha X€Y és Xy(x)=0, ha xeX\Y. A Xy
fliggvényt az Y halmaz (X-en értelmezett) karakterisztikus fliggvényének nevezzik. Az Y->Xy
leképezés kolcsondsen egyértelmii leképezése p(X)-nek az X-en értelmezett karakterisztikus
fliggvények {0,1}X halmazara. (Emiatt szokés p(X)-et 2X-el is jeldlni.)

Miiveletek természetes szamokkal
105. Definialja a természetes szamok osszeadasat.

A rekurzidtétel alapjan minden me&IN-re 1étezik olyan s,:IN-IN fiiggvény, amelyre s, (0)=m és
minden n€IN-re s, (n*)=(sm (n))*. Az s, (n) szdmot m+n-el fogjuk jeldlni és az m €s az n dsszegének
nevezziik.

106. Fogalmazza meg a természetes szamok osszeadasanak alaptulajdonsagait kimondo
tételt.

Ha k,m,n€IN, akkor

1. (k+m)+n=k+(m+n) (asszociativitas);

2. 0+n=n+0=n (a 0 nullelem);

3. m+n=n+m (kommutativitas);

4. ha m+k=n+k, akkor m=n (egyszerusitési szabaly, vagy torlési szabaly).

107. Definialja természetes szamok szorzasat.

A rekurzidtétel alapjan minden me&IN-re 1étezik olyan p,:IN-IN fiiggvény, amelyre p,(0)=0 és
minden n€IN-re pum(n*)=pm(n)+m. A pm(n) szdmot m-n-el fogjuk jelolni, és az m €s az n szorzatanak
nevezziik.

108. Fogalmazza meg a természetes szamok szorzasanak alaptulajdonsagait kimondé
tételt.

Ha k,m,n€IN, akkor

1. (k'm)-n=k-(m-n) (asszociativitas);
2. 0n=n-0=0;

3. I'n=n-1=n (az 1 egységelem);



4. m-n=n'm (kommutativitas);
5. k:(m+n)=k-m+k-n (disztributivitas).

109. Definialja a baloldali semleges elem, a jobboldali semleges elem és a semleges elem
fogalmat.

Legyen * egy binér miivelet a G halmazon. A G halmazt a * miivelettel, (azaz, ha pontosak
akarunk lenne, a (G,*) part) szokas grupoidnak is nevezni. A G egy s elemét bal, illetve jobb oldali
semleges elemnek nevezziik, ha s*g=g, illetve g*s=g minden geG-re. Ha s bal és jobb oldali semleges
elem is, akkor semleges elemnek nevezziik.

110. Igaz-e, hogy legfeljebb egy baloldali semleges elem van?

Nem. A G-ben létezhet akarhany bal oldali semleges elem. Példaul ha (g,h)|—h miiveletnél
minden elem bal oldali semleges elem.

111. Igaz-e, hogy legfeljebb egy semleges elem van?
Igen. Ha van egy bal oldali s, és egy jobb oldali s; semleges elem, akkor sy=s,*sj=s;, igy barmely
bal oldali semleges elem megegyezik barmely jobb oldali semleges elemmel, azaz csak egy bal és jobb

oldali semleges elem van.

112. Definialja a félcsoport, a balinverz, a jobbinverz és az inverz fogalmat.

Ha a * binér miivelet a G halmazon asszociativ, azaz x,y,z€X esetén (x*y)*z=x*(y*z), akkor a
G-t (pontosabban a (G,*) part) félcsoportnak nevezziik. Ha a G félcsoportban s semleges elem, és
g,g"€G-re g*g"=s, akkor azt mondjuk, hogy g a g* balinverze, g* pedig a g jobbinverze. Ha a g* a g bal-
és jobbinverze is, akkor azt mondjuk, hogy a g inverze. Ekkor nyilvan g meg a g* inverze.

113. Igaz-e, hogy egy egységelemes félcsoportban egy elemhez legfeljebb egy inverz
elem létezik?

Igen. Specialisan, ha g-nek van inverze, akkor az egyértelmii.

114. Igaz-e, hogy egy egységelemes multiplikativ félcsoportban ha h-nak és g-nek van
inverze, akkor hg-nek is, és ha igen, mi?

Igen. Ha g-nek g* az inverze, és h-nak h* az inverze, akkor a g*h inverze h**g".
115. Definialja a csoport és az Abel-csoport fogalmat.

Ha a * binér miivelet a G halmazon, gheG és g*h=h*g, akkor azt mondjuk, hogy g és h
felcserélhetdéek. Ha G barmely két eleme felcserélhetd, akkor a * miveletet kommutativnak nevezziik.
A kommutativ csoportokat Abel-csoportnak nevezziik. Ha X tetszéleges halmaz, akkor (p(x),2) Abel-
csoport.

116. Igaz-e, hogy ha X tetszéleges halmaz, akkor (p(x),N) egy egységelemes félcsoport?

Nem. (p(x),N) kommutativ egységelemes félcsoport.

117. Igaz-e, hogy ha X tetszéleges halmaz, akkor (p(x),U) egy csoport?

Nem. (p(x),U) kommutativ egységelemes félcsoport.



118. Igaz-e, hogy ha X tetszéleges halmaz, akkor (p(x),\) egy félcsoport?

Nem. (p(x),\)-ben altalaban nincs egységelem, a mivelet nem asszociativ és nem is
kommutativ.

119. Igaz-e, hogy ha X tetszdleges halmaz, akkor az X-beli binér relaciok a
kompozicioval egységelemes félcsoportot alkotnak?

Igaz. Ez altalaban nem kommutativ €s nem is csoport, bar vannak invertalhat6 elemei.

120. Igaz-e, hogy ha X tetszoleges halmaz, akkor az X-et X-re képezd bijektiv
leképezések kompozicioval, mint miivelettel csoportot alkotnak?

Igaz. Ha csak az dsszes injektiv, illetve az Osszes sziirjektiv leképezéseket tekintjiik, akkor is
egységelemes félcsoportot kapunk. Az sszes bijektiv leképezések csoportot alkotnak.

121. Definialja a szimmetrikus csoport fogalmat.

Az {1,2,...n} halmaz 0Osszes permutdcidinak csoportjat S,-nel jeldljik, és n-ed foku
szimmetrikus csoportnak nevezziik.

Természetes szamok rendezése

122. Definialja természetes szamokra a < relaciot.
Ha m,n€IN, akkor azt mondjuk, hogy m<n, ha van olyan k természetes szam, hogy m-+k=n.

123. Fogalmazza meg a természetes szamokra a < relaciot és a miveletek kapcsolatat
leiro tételt.

Ha m,n€IN, akkor azt mondjuk, hogy m=<n, ha van olyan k természetes szam, hogy m+k=n
Legyen k,m,n€IN. Ekkor

(1) n* kozvetleniil koveti n-et;

(2) m=<n akkor és csak akkor, ha m+k<n+k;

(3) k#0 esetén m=<n akkor és csak akkor, ham-k=<n-k;

(4) m<n akkor és csak akkor, ha m+k<n+k;

(5) k#0 esetén m<n akkor és csak akkor, ha m-k<n-k;

(6) ha m-k=n-k és k#0 makkor m=n (egyszerlsitési szabaly vagy torlési szabaly k#0-ra).

124. Definialja a véges sorozatokat.

Ha nelN, akkor a [0,n]<IN vagy [1,n]cIN* halmazon értelmezett fliggvényeket véges
sorozatnak nevezziik. Az x véges sorozatot Ugy is jeloljiik, hogy x¢,X,...,Xs vagy x;,i=0,1,2,...,n.

125. Fogalmazza meg az altalanos rekurziotételt.

Legyen adott egy X halmaz ¢és egy f fliggvény, amelynek értékkészlete X részhalmaza,
értelmezési tartomanya pedig az Osszes olyan fliggvények halmaza, amelyek értékkészlete X
részhalmaza, értelmezési tartomanya pedig IN valamely kezdészelete. Ekkor egyértelmiien 1ézetik egy
g:N—X fiiggvény, amelyre g(a)=f(g|;-,)minden aIN-re.



126. Hogyan hasznalhaté az altalanos rekurzidtétel a Fibonacci-szamok definialasara?

Legyen X=IN, és legyen az n|—n- leképezése IN*-nak IN-re az n|—n* leképezés inverze,
f(0)=0,f({(0,k)})=1 barmely k€IN-re, és ha n>1, h:]<,n[—IN egy fiiggvény, akkor legyen f(h)=h(n")
+h(n~). (n=min (IN\D(h)))

127. Definialja véges sok elem szorzatat félcsoportban és egységelemes félcsoportban.

Ha G egy félcsoport, x:IN*-=G egy sorozat, akkor az altaldnos rekurzidtételt alkalmazva
n+1

k=1 1 n
definialhatjuk a H x, ,n€IN szorzatokat ugy, hogy H x,=1 és H xk=(H xk)-x(,m)
n k=1

k=1 k=1

0
Ha G egységelemes félcsoport e egységelemmel, akkor H xX,=e .
k=0

128. Fogalmazza meg a hatvanyozas két tulajdonsagat félcsoportban és egységelemes
félcsoportban.

A sorozatok tulajdonsagaibol kovetkezik, vagy indukcidval bizonyithatd, hogy gmin=gm.g n és
(gmr=g™" minden m,n€IN*-ra, ha G egységelemes félcsoport, akkor minden m,n€IN-re.

129. Fogalmazza meg a hatvanyozasnak azt a tulajdonsagat, amely csak felcseréheto
elemekre érvényes.

Ha g,h a G félcsoport felcseréhetd elemei, akkor indukcioval (gh)"=g"h” minden n€IN*-ra, ha G
egységelemes félcsoport, akkor minden n€IN-re.

130. Hogyan értelmeztiik, a (;) Yo jelolést?

Ha G kommutativ, akkor additiv irasmodot is hasznalhatunk, ilyenkor a szorzat helyett
0

Z x, Osszeget irunk. Ha G kommutativ félcsoport 0 nullelemmel, akkor Z x,=0 . Hax~=g
k=1 k=1

n n
minden n-re, akkor Z x, helyett ng-t irunk, n az egyiitthat6. Gyakran Z X, helyett azt irjuk,
k=1 k=1
hogy xi+x+..+x,. Ha x:A—G egy tetszOleges fiiggvény, és van olyan ¢@:{k€N:1<k<n}—A
kolesondsen egyértelmil leképezés, amely A-ra képez, akkor a kommutativitast és asszociativitast

felhasznalva indukcidval belathaté, hogy minden ilyen leképezésre z Xp)) ugyanaz. (Ez az
k=1

altalanos kommutativitas tétele.) Ezt a kdzos értéket (Z‘Z) Yo -val is jeloljiik.
ae

131. Definialja a logikai fiiggvény fogalmat.

Logikai fliggvény (vagy Boole-fiiggvény) alatt az {1,¥ }™ halmazt az {1,4 }™ halmazba képezo
fiiggvényt értiink, ahol m,nEIN.

132. Fogalmazza meg a logikai fiiggvények normalalakjara vonatkozo tételt.

Minden f:{t,4}"— {1, 4} logikai fiiggvény felirhatd f(X,,Xs,...,Xn)=4:1VA,V...VA,, alakban,
ahol 4,,4,,...,Am kiilénb6z6 logikai formulak, de mindegyik BiAB>A...AB, alaku, ahol B; vagy Xij vagy

j)(i, és 1Si1<i2<...<inkSn.
J



133. Definialja a logikai fiiggvény diszjunktiv illetve konjunktiv normal alakjat.

Minden f:{t,4}"— {1 4} logikai fliiggvény felirhaté f(X;,Xs,...,Xn)=4:1VA,V...VA alakban,
ahol 4,,45,....Am kiilénb6z6 logikai formulak, de mindegyik BiAB>A...AB, alaku, ahol B; vagy Xij vagy

in, és 1Si1<i2<...<inkﬁn.
J

134. Definialja a logikai fiiggvény teljes diszjunktiv illetve teljes konjunktiv normal
alakjat.

Ebben a haromban sem vagyok biztos...
135. Ismertesse a természetes szamok binaris abrazolasat.

A mai szdmitdégépek mindegyike alapvetden kettes szdmrendszerben dolgozik. A természetes
szamokat (eldjel nélkiili egész) a szamitogép kettes szamrendszerben abrazolja.

136. Fogalmazza meg a maradékos osztas tételét.

Legyen n>0 természetes szam. Minden m természetes szdm egyértelmiien felirhatdé m=qn+r
alakban, ahol q,reIN és r<n.

137. Definialja a hanyadost és a maradékot természetes szamok osztasanal, a paros és
paratlan természetes szamokat.

Legyen n>0 természetes szam. Minden m természetes szam egyértelmiien felirhatd m=qn+r
alakban, ahol g,r€IN és r<n. E tétel szerint egyértelmiien 1étez6 q szamot hanyadosnak, r szamot pedig
maradéknak nevezziik az m szam n-el valé maradékos osztasanal. Ha az m természetes szam 2-vel vald
maradékos osztasanal a maradék 0, akkor m-et parosnak, egyébként paratlannak nevezziik.

138. Fogalmazza meg a szamrendszerekre vonatkozo tételt.

Legyen g>1 természetes szdm. Minden m>0 természetes szdmhoz egy és csak egy olyan n
0

’ ’ ’ ’ . ’ i
természetes szam ¢s ap,ai,...,anE[0,2[ €IN sorozat 1étezik, amelyre a,#0 és m= Z a;q
i=0

Egész szamok

139. Mikor mondjuk, hogy egy binér miivelet kompatibilis egy osztalyzassal? Adjon
ekvivalens megfogalmazast, és definialja a miiveletet az osztalyok kozott.

Legyen * egy binér mivelet X-en, és legyen adott X egy osztalyozasa, illetve a megfeleld ~
ekvivalencia-relacié. Azt mondjuk, hogy a * mivelet kompatibilis az osztdlyozassal, illetve az
ekvivalenciarelacioval, ha x~x' és y~y' esetén x*y~x'*y'. Az ekvivalenciarelacié tulajdonsagai miatt
elég azt megkovetelni, hogy x*y~x'*y és x*y~x*y' teljesiiljion. Ha a mivelet kompatibilis az
osztalyozassal, akkor az ekvivalenciaosztidlyok terén, X~-on bevezethetiink egy *~ miiveletet a
x~*~y~=(x*y)~ definiciéval.

140. Mikor mondjuk, hogy egy binér relacio kompatibilis egy osztalyzassal? Adjon
ekvivalens megfogalmazast, és definialja a relaciot az osztalyok kozott.

Legyen R egy X-beli binér relacio, és legyen adott X egy osztalyozasa, illetve a megfelelé ~
ekvivalencia-relacid. Azt mondjuk, hogy a R relacid kompatibilis az osztalyozassal, illetve az
ekvivalenciarelacioval, ha x~x' és y~y' esetén xRy-bol kovetkezik, hogy x'Ry'. Az ekvivalenciarelacio



tulajdonsagai miatt elég azt megkdvetelni, hogy xRy-bol kdvetkezzen, hogy x'Ry és xRy' teljesiil. Ha az
R relacio kompatibilis az osztalyozassal, akkor az ekvivalenciaosztalyok terén, X~-on bevezethetiink
egy R~ relaciot a x"R~y~ ha xRy definicioval.

XXX. Definidlja az egész szamokat a miiveletekkel és a rendezéssel és fogalmazza meg az
egész szamok tulajdonsagait leiro tételt.

Tekintsiik INXIN-en az (m,n)~(m',n'), ha m+n'=m'+n relaciét az (m,n)+(m'+n')=(m+m',n+n')
Osszeadast és az (m,n)-(m',n')=(m-m'+n-n',m-n'+m'-n) szorzast, valamint az(m,n)<(m',;n'), ha
m+n'<m'+n relaciot. A ~ relacié ekvivalenciarelacid. Az ekvivalenciaosztalyok halmazat Z-vel fogjuk
jelolni, és elemeit egész szamoknak nevezziik. Az 6sszeadas, a szorzés €s a < relacié kompatibilis az
ekvivalenciaval, igy az egész szamok kozott értelmezve van az Osszeadds, a szorzas és a < relacio,
amely rendezés, tovabba

(1) Z az 6sszeadésra nézve Abel-csoport;

(2) Z a szorzassal kommutativ egységelemes félcsoport;

(3) ha x,yeZ és egyik sem nulla, akkor szorzatuk sem nulla;

(4) hax,y,zeZ, akkor x - (y+z)=x - y+x - z (disztributivitas);

(5) hax,y,zeZ és x<y, akkor x+z<y+z (az dsszeadds monoton);

(6) hax,yeZ és x,y=0, akkor x - y=0 (a szorzds monoton);

141. Definialja az egész szamokat az osszeadassal és fogalmazza meg az egész szamok
osszeadasanak tulajdonsagait leiro tételt.

Tekintsiik INXIN-en az (m,n)~(m',n'), ha m+n'=m'+n relaciét az (m,n)+(m'+n')=(m+m',n+n")
Osszeadast. A ~ relacio ekvivalenciarelacio. Az ekvivalenciaosztialyok halmazat Z-vel fogjuk jeldlni,
¢és elemeit egész szamoknak nevezziik. Az Osszeadas kompatibilis az ekvivalencidval, igy az egész
szamok kozott értelmezve van az dsszeadas, tovabba

1. Z az 6sszeadasra nézve Abel-csoport;
2. hax,y,zeZ, akkor x - (y+z)=x - y+x - z (disztributivitas);
3. hax,y,z€Z és x<y, akkor x+z<y+z (az 6sszeadas monoton).

142. Definidlja az egész szamok szorzasat, és fogalmazza meg az egész szamok
szorzasanak tulajdonsagait leiro tételt.

Tekintstik IN<IN-en az (m,n)~(m',n"), ha m+n'=m'+n relaciot
(m,n)-(m',n")=(m-m'+n-n',m-n+m'-n) szorzast. @A ~ relaci6 ekvivalenciarelaci6. Az
ekvivalenciaosztalyok halmazat Z-vel fogjuk jeldlni, és elemeit egész szamoknak nevezziik. A szorzas
kompatibilis az ekvivalenciaval, igy az egész szamok kozott értelmezve van a szorzas, tovabba

1. Z aszorzassal kommutativ egységelemes félcsoport;

2. hax,yeZ és egyik sem nulla, akkor szorzatuk sem nulla;
3. hax,y,z€Z, akkor x - (y+z)=x - y+x - z (disztributivitas);
4. hax,yeZ és x,y=0, akkor x - y=0 (a szorzas monoton).

143. Definialja az egész szamok rendezését, és fogalmazza meg az egész szamok
rendezésének tulajdonsagait leiré tételt.

Tekintsiik INXIN-en az (m,n)~(m',n"), ha m+n'=m'+n relaciot az(m,n)<(m',n'), ha m+n'<m'+n
relacidt. A ~ relacié ekvivalenciarelacio. Az ekvivalenciaosztalyok halmazat Z-vel fogjuk jeldlni, és
elemeit egész szamoknak nevezziik. A < relacid, amely rendezés, tovabba

1. hax,y,z€Z és x<y, akkor x+z<y+z (az 6sszeadas monoton);
2. hax,ye€Z és x,y=0, akkor x - y=0 (a szorzds monoton);



144. Adja meg IN-nek Z-be valé beagyazasat és fogalmazza meg a beagyazas
tulajdonsagat.

A @m]=(n,0) leképezése IN-nek Z-be kolecsondsen egyértelmil, dsszeadas- és szorzastarto,
monoton ndvekedd, valamint ¢(n)=n¢(1) minden n€lN-re. igy ¢p(IN)-et azonosithatjuk IN-el. Ezzel az
azonositassal INU(-IN)=Z és INN(-IN)={0'}.

145. Ismertesse az egész szamok tobbletes abrazolasat.

146. Definialja egy csoportban az egész kitevés hatvanyozast és fogalmazza meg két
tulajdonsagat.

Ha G egy csoport, g€G, akkor az n|—g" leképezést a g™=(g!)», ha neIN* definicidval
kiterjeszthetjiik egy Z-n értelmezett leképezéssé. Erre a leképezésre gMti=gngh és (gM)"=g™ minden
m,ne”Z-re.

147. Definialja egy csoportban az egész Kitevos hatvanyozast és fogalmazza meg egy
olyan tulajdonsagat, amely csak felcserélheto elemekre érvényes.

Ha G egy csoport, g€G, akkor az n|—g" leképezést a g™=(g'!)", ha nelN* definicioval
kiterjeszthetjiik egy Z-n értelmezett leképezéssé. Ha g,heG felcserélhetd elemek, akkor (gh)"=g"h®
minden n€Z-re.

148. Definialja a nullgyiirii és a zérogyiiri fogalmat.

Egy R halmazt egy (+, - ) binér miiveletekbdl allo parral gytiriinek neveziink, ha az 6sszeadassal
Abel-csoport (a nullelemet 0 fogja jelolni), a szorzéassal félcsoport, és teljesiil mindkét oldali
disztributivitas. A nullgyliri csak egy elemet tartalmaz, ez pedig a 0. A zérdgytirti olyan Abel-csoport,
melyben barmely két elem szorzatat nullanak értelmezziik.

149. Definialja a bal és jobb oldali nulloszté és nullosztopar fogalmat.

Ha x,y egy R gytirti nullatol kiilonbozo elemei, és xy=0, akkor azt mondjuk, hogy x és y egy
nullosztopar, x bal oldali nulloszto, y pedig jobb oldali nulloszto.

150. Fogalmazza meg az altalanos disztributivitas tételét.

Egy R gytiriben
(1) ha m,nelN, valamint a;ay,...,an és by,by,...,.b, a gylri tetszéleges elemei, akkor
n

éai)(; )= (Y ab) :

i=1 j=1
2) ha meIN* ni,..nnE€N valamint a;;€ER, ha 1<i<m, 1<j;<n;, akkor
’ B B ,Jl J

m n; n n, m
H ( z a(i,_/,))— z Z H a; ;)
i=0 j=1 i=1 j=1i=1

151. Definialja az integritasi tartomany fogalmat.

Kommutativ nullosztomentes gytirtit integritasi tartomanynak neveziink.



152. Definialja a rendezett integritasi tartomany fogalmat.

Az R-et rendezett integritdsi tartomdnynak nevezziik, ha rendezett halmaz, integritési
tartomany, és

(1) hax,y,z€R és x<y, akkor x+z<y+z (az 6sszeadas monoton);

(2) hax,yeR és x,y=>0, akkor x - y=>0 (a szorzas monoton).

153. Fogalmazzon meg sziikséges és elégséges feltételt arra vonatkozdéan, hogy egy
integritasi tartomany rendezett integritasi tartomany legyen.

Egy rendezett halmaz, amely integritasi tartomany, akkor és csak akkor rendezett integritasi
tartomany, ha az alabbi feltételek fennallnak:
1. hax,y,z€R és x<y, akkor x+z<y+z (az 6sszeadas szigoruan monoton);
2. hax,yeR és x,y>0, akkor x - y>0 (a szorzas szigoruan monoton).

154. Fogalmazza meg a rendezett integritasi tartomanyban az egyenlétlenségekkel valo
szamolas szabalyait leiro tételt.

Legyen R rendezett integritasi tartomany. Ekkor

(1) ha x>0, akkor -x<0, ¢s ha x<0, akkor -x>0;

(2) ha x<y és z>0, akkor xz<yz;

(3) ha x<y és z<0, akkor xz>yz;

(4) ha x#0, akkor x2>0; specialisan, ha van egységelem, akkor az pozitiv;

(5) ha 1 az egységelem, 0<x<y, és x-nek is, y-nak is van multiplikativ inverze, akkor

O<i<l

y X
Racionalis szamok

155. Definialja a racionalis szamok halmazat a miiveletekkel és a rendezéssel, és
fogalmazza meg a racionalis szamok tulajdonsagait leiro tételt.

Tekintsiik ZX(Z\{0})-n az (m,n)~(m',n'), ha mn'=nm' relaciot, az (m,n)+(m',n")=(mn'+nm',nn")
Osszeadast és az (m,n)-(m',n")=(m-m',n-n") szorzast, valamint az (m,n)<(m',n'), ha (m'n-n'm)nn'>0
relacidt. A ~ relacio ekvivalenciarelacid. Az ekvivalenciaosztalyok halmazat Q-val fogjuk jelolni, és
elemeit racionalis szdmoknak nevezziik. Az Osszeadds, a szorzas és a < reldci6 kompatibilis az
ekvivalenciaval, igy a racionalis szamok kozott értelmezve van az Osszeadas, a szorzas és a < relacio,
amely rendezés, tovabba

(1) @ az Gsszeadassal és a szorzassal egységelemes integritasi tartomanys;

(2) @ nem nulla elemei a szorzassal Abel-csoportot alkotnak;

(3) hax,y,zeQ és x<y, akkor x+z<y+z (az 6sszeadas monoton);

(4) hax,yeQ és x,y=0, akkor x-y=>0 (a szorzas monoton.)

156. Adja meg Z-nek Q-ba valé beagyazisat és fogalmazza meg a beagyazas
tulajdonsagait.

A @:n]—(n,1)~ leképezése Z-nek Q-ba kolcsondsen egyértelmil, 0sszeadas- és szorzastarto,
monoton névekedd, valamint @(n)=ng(1) minden n€Z-re. igy @(Z)-t azonosithatjuk Z-el. A Q

minden eleme felirhato % alakban, ahol m,neZ és n#0.



157. Definialja a test és a ferdetest fogalmat és adjon harom példat testre.

Egy F gytriit ferdetestnek neveziink, ha a nullelemet 0-val jelolve F\{0} a szorzassal csoport.
Ha a szorzas kommutativ, akkor a ferdetestet testnek nevezziik. Példak testre: Q, valds szamok,
komplex szamok.

158. Definialja a rendezett test fogalmat és adjon példat olyan testre, amely nem teheto
rendezett testté.

Egy testet rendezett testnek neveziink, ha test és rendezett integritasi tartomany. Példaul a
kételeml testen nincs olyan rendezés, amellyel rendezett test, mert rendezett testben 1>0 és -1<0, de a
kételemi testben -1=1.

159. Adja meg Q-nak egy rendezett testbe valé beagyazasat és fogalmazza meg a
beagyazas tulajdonsagait.

Legyen F rendezett test e egységelemmel. Ekkor egyértelmiien létezik egy kolcsondsen

egyértelmi és Osszeadastartd ¢:Q—F leképezés. Ez a leképezés monoton ndvekedd és szorzastarto is,

és (P(;)= % , ha nmeZ és n#0. igy Q azonosithaté @(Q)-val.

Valés szamok
160. Fogalmazza meg az Arkhimédeszi tulajdonsagot.

Egy F rendezett testet arkhimédészi tulajdonsagunak neveziink, ha x,y€F, x>0 esetén van olyan
n€lN, amelyre nx>y.

161. Mi a kapcsolata az Arkhimédeszi tulajdonsagnak a fels6hatar tulajdonsaggal?
Egy felsd hatér tulajdonsagu test mindig arkhimédeszi tulajdonsagu is.

162. Fogalmazza meg a racionalis szamok fels6 hatar tulajdonsagara és az
Arkhimédeszi tulajdonsagara vonatkozo tételt.

A racionalis szdmok rendezett teste arkhimédészi tulajdonsagu, de nem felsé hatar
tulajdonsagu.

163. Fogalmazza meg a valos szamok egyértelmiiségét leiro tételt.

Létezik felsd hatar tulajdonsagu test. Egy felsé hatar tulajdonsagu testet valds szamoknak
neveziink. Legyen R' és IR" két felsdhatar tulajdonsagi test. Ekkor létezik egy ¢ kolcsondsen
egyértelmi leképezése IR'-nak R"-re, amely monoton novekedo, dsszeadas €s szorzastarto.

164. Definialja a valdos szam abszolut értékét és a sgn fiiggvényt.
Ha x valos szdm, legyen [x|=x, ha x>0, és legyen |x|=-X, ha x<0. Legyen sgn(x)=0, ha x=0 és

sgn(x)= |—;C| egyébként; sgn az eldjelfiiggvény.

165. Definialja valés szam valés szammal val6 osztasanal a maradékot alsé és valos
szam tortrészét.



166. Definialja a bovitett valos szamokat.

A bdvitett valos szamok halmaza: R:=IRU {+oc,-oc}.

167. Ismertesse a valds szamok fixpontos abrazolasat.

Kettes szamrendszert hasznalva rogzitiink egy N egész szamot, a tortrész hosszat. Az n/2N,
neZ alaku szamok pontosan abrazolhatok, ha n-et taroljuk. Egy tetszéleges x valos szam helyett a
hozza legkdzelebb esd pontosan abrazolhatd szamot taroljuk; ha két ilyen szam van, akkor azt,
amelyben n paros (szabalyos kerekités), vagy egyéb kerekitést alkalmazunk.

168. Ismertesse a valos szamok kerekitési modjait.

Kerekités sziikségessége esetén nem tudjuk pontosan tarolni az adott valds szamot, ilyenkor a
1. Szabalyos kerekités: azt a szomszédot vessziik figyelembe, amelyik paros.

2. - felé kerekités esetén a tarolandd szamnal nem nagyobb pontosan abrazolhaté szamok koziil
valasszuk ki az tarolandé szamhoz a legkdzelebbit.

3. + felé kerekités esetén a tarolandd szdmnal nem kisebb pontosan abrazolhatd szdmok koziil
valasztjuk ki a legkozelebbit.

4. Csonkitas esetén az |x|-nél kisebb abszolut értékii pontosan abrazolhaté szamok koziil
valasztjuk ki az x-hez legkozelebbit.

169. Ismertesse a valos szamok lebegopontos abrazolasat.

A lebegOpontosan abrazolhato szamok n-2kN alakGak, ahol nkeZ és 1-2K<k<2K
2NH<pn<2N*1 A K és az N konstansok értékeinek az IEEE 754 szabvanyban leirtaknak kell megfelelni.

Pontossag Bajtok K+1 N
szama

egyszeres 4 8 23

kétszeres 8 11 52

Kiterjesztett >10 >15 >63

kétszeres

négyszeres 16 15 112

170. Fogalmazza meg a valds szamok létezését leiro tételt.
Létezik fels6hatar tulajdonsagu test.

171. Fogalmazza meg a gyokvonasra vonatkozo tételt.

Minden x=0 valés szamhoz és n€IN" természetes szimhoz pontosan egy olyan y=0 valos szam
talalhato, amelyre y™=x. Az y szamot az x n-edik gyokének nevezziik és % x -el jeldljiik (n=2 esetén
JVx -el is) vagy x'n-el jelsljitk



172. Fogalmazza meg a szorzat gyokére vonatkozo allitast.
Ha a és b nemnegativ valos szamok és n€IN*, akkor '\’/% ='\’/2'\1/Z .
Komplex szamok
173. Definialja a komplex szamok halmazat a miiveletekkel.

A komplex szamok halmaza C=IRXIR, a valds szamparok halmaza az (x,y)+(x',y")=(x+x",y+y")
Osszeadassal és az (x,y)-(X,y)=(xx'-y'y,y'’x+yx') szorzdssal mint miiveletekkel. A C test a fenti
miuveletekkel: a nullelem a (0,0) par, az (x,y) par additiv inverze a (-x,-y) par, egységelem az (1,0) par,
(= z

, T ) ar.
x2+y2 x2+yz p

és a nullelemtdl kiiloboz6 (x,y) par multiplikativ inverze az

174. Adja meg R beagyazasat C-be.

Ha xx'€R, akkor (x,0)+(x',0)=x+x'0),(x,0)-(x',0)=(xx',0), igy az x|—(x,0) leképezés
kolcsondsen egyértelmi, Osszeadds- és szorzastartd leképezése IR-nek C-be, ezért az 6sszes (x,0),xER
alakt komplex szamok halmazat azonosithatjuk R-el.

175. Definialja i-t, komplex szam valos és képzetes részét, konjugaltjat és a képzetes
szamok fogalmat.

Jelolje i a (0,1) komplex szamot. Az i%=-1, az i segitségével az (x,y) komplex szamot x-+iy
alakban irhatjuk, és ez a felirds természetesen egyértelmil. Ezt a szam algebrai alakjanak nevezziik. Ha
z=x+iy€C, ahol x,y€R, akkor x-et a z valos részének, az y-t pedig a z képzetes részének nevettiik. A z

konjugaltja a z=x-iy komplex szam. Egy komplex szam pontosan akkor valés, ha megegyezik a
konjugaltjaval. Ha egy komplex szam val6s része nulla, akkor képzetesnek nevezziik.

176. Fogalmazza meg a komplex konjugalas tulajdonsagait.

Legyen z=x+iy€C és x,y€R. A z konjugiltja a z=x-iy komplex szam. Egy komplex szam
pontosan akkor valos, ha megegyezik a konjugdltjaval. Ha egy komplex szam valos része nulla, akkor

képzetesnek nevezziik. Kovetkeznek a z=z, z+w=z+w, zw=z w, z+z=2R(z), z-z=2i3(z) dsszefiiggések,
ahol z,weC.

177. Definialja komplex szam abszolut értékét. Milyen tételt hasznalt?

Legyen az (x,y)€IRXIR komplex szam abszolut értéke |(x,y)|= \/ X+ y2 . Felhasznalt tétel: ha
x€R, x>0, neIN", akkor egy és csak egy olyan y nem negativ valds szam létezik, amelyre y"=x. Az y
szamot az x szam n-edik gyokének nevezziik, és  ¥x -szel jelsljiik.

178. Fogalmazza meg komplex szamok abszolut értékének tulajdonsagait.

Ha z,weC, akkor zz=|z[?, |0|=0, és z#0 esetén |z|>0, |z|=|z|, |zw|=|z||w], teljesiilnek a hdromszog-
egyenlétlenseégek, illetve [R(z)|<|z|, |3 (2)|<|z| és |z| <R (2)|HI(2)].

179. Definialja komplex szamokra a sgn fiiggvényt és fogalmazza meg tulajdonsagait.

Legyen sgn(0)=0, és legyen sgn(z)= é , ha 0#z€C. Nyilvan sgn(z)=sgn(z) és |sgn(z)|=1, ha

z#0.



180. Definialja komplex szamok trigonometrikus alakjat és argumentumat.

Ha 0#z€C, akkor van olyan t valds szam, amelyre sgn(z)=cos(t)+isin(t). Ha ez az Osszefliggés
fennall t-re, akkor a t+2kmr, keZ szamokra is, és csak ezekre. Ekkor z=|z|(cos(t)+isin(t)), ez a komplex
szam trigonometrikus alakja. Ha 0#z€C, akkor legyen a z argumentuma, arg(z) az az egyetlen t valos
szam, amelyre -rr<t<r és sgn(z)=cos(t)+isin(t).

181. irja fel két komplex szam szorzatit és hanyadosat trigonometrikus alakjuk
segitségével.

Legyen z,weC, z=|z|(cos(t)tisin(t)) ¢és w=|w|(cos(s)tisin(s)) ahol t,s€IR. Ekkor zw
1

trigonometrikus  alakja zw=|zw|(cos(t+s)+isin(t+s)). Ha w#0, akkor ;=m , ebbdl
w

z I L
o= W|(cos(t s)+isin(t—s))
182. Han€lN" és weC, irja fel a z"=w egyenlet 6sszes megoldasat.

Indukcioval |w|=|z]. Ebbol w=0 esetén z=0. Egyébként, ha t=arg(w), akkor a
| t+ 2k .. tH2kTT e e o . .
Zk=\/|(W ) (COS<T)+ isin (T)) ,k=0,1,...n—1 kiilonbozé komplex szamok, és csak

ezek azok, amelyek n-edik hatvanya w.

183. (irja fel az n-edik komplex egységgyokoket. Mit értiink primitiv n-edik egységgyok
alatt?

™) +isin(2XT) k=01, n—1
n

2k
Ha w=1, akkor az en=1 feltételnek az €,=cos(

komplex szamok tesznek eleget. Ezeket n-edik komplex egységgyokoknek nevezziik. Bizonyos n-edik
egységgyokok hatvanyaiként az dsszes tobbi eléall (példaul €,=€), k=0,1,...,k—1 ), ezeket n-
edik primitiv egységgyokoknek nevezziik.

184. Ha neN* és weC, irja fel a z'=w egyenlet 6sszes megoldasat az n-edig egységgyok
segitségével.

Ezek zeo,ze,,...,z€,..
185. Fogalmazza meg az algebra alaptételét.

Ha nelN*, valamint co,cy,...,c, komplex szamok, c,#0, akkor van olyan z komplex szam,
amelyre Zn: Cy =0 . (Masként fogalmazva, minden legalabb els6foki komplex egyiitthatos
algebrai eg}//(e=1(1)letnek van komplex gydke.)

186. Definialja a kvaterniok halmazat a miiveletekkel.

A kvateriok halmaza H=CXC, a komplex szdmparok halmaza, a (z,w)+(z',w')=(z+z',w+w")
Osszeadassal és a (z,w) - (z',W')=(zz'-w'w,w'z+wz') szorzassal mint miiveletekkel.

187. Milyen algebrai strukturat alkotnak a kvaterniok?

Ferdetestet.



188. Adja meg a komplex szamok beagyazasat kvaterniokba.

Ha z7'€C , akkor (z,0)+(z,0)=(z+7,0),(z,0)-(Z,0)=(zz,0), igy a z—(z,0) leképezés
kolcsonosen egyértelmil, 0sszeadds- és szorzastartd laképezése C-nek H-ba, igy a (z,0),€zC alakt
kvateriok halmazat azonositjuk C-vel, azaz tigy tekintjiik, hogy RcCcH.

189. Definialja j és k kvaterniokat. Hogyan irhatunk fel egy kvaterniot i, j és k
segitségével?

Jelolje j a (0,1) kvaterniot. Ekkor j?=-1, a j segitségével a (z,w) kvaterniot z+wj alakba irhatjuk,
és ez a feliras egyértelmii. Ha k a (0,1) kvaterniot jeloli, akkor a (z,w) kvaterniot felirhatjuk a+bi+cj+dk
alakban, ahol a,b,c,dER és ez a feliras egyértelmii.

190. Igaz-e, hogy barmley kvaternié barmely valés szammal felcserélheto?
Igen, egy valos szam barmley kvaternioval felcserélhetd.

191. Igaz-e, hogy barmely kvaternié barmely komplex szammal felcserélheto?

Nem, egy komplex szam nem cserélhetd fel barmely kvaternioval. Példaul ha zeC, akkor jz=zj.
192. Adja meg a i, j, k kvaterniok ,,szorzotablajat”.

1,j=k, ji=-k, jk=i, kj=-i, ki=j, ik=-j.
193. Definialja kvaternio valos és képzetes részét és konjugaltjat.

Ha p=atbitcj+dk, ahol a,b,c,d€RR, akkor az a valos szamot a p valos részének, a bitcj+dk
kvaterniot pedig a p képzetes részének nevezzik. A p konjugaltja a p=a-bi-cj-dk kvaternio.

194. Fogalmazza meg a kvaterniok konjugaltjara vonatkozé allitasokat.

Egy kvaternio pontosan akkor valos, ha megegyezik a konjugaljaval. Ha egy kvaternié valos
része nulla, akkor tisztan képzetesnek nevezziik. A definicié alapjan kévetkeznek a p=p, ptq=ptq,
Pa=p q, pTp=2R(p), p-p=23(p) Osszefiiggések, ahol p,q€H.

195. Definialja a bels6 és a kiilso szorzast a kvaterniok segitségével.

A (p,p")|—{p.p") leképezést belsd szorzasnak nevezziik, ahol p=xi+yj+zk és p'=x'i+y'j+z'k tisztan
képzetes kvanteriok szorzatanak valos része -(p,p'), ahol (p,p')=xx'+yy+zz', képzetes része pedig
pXp'=(yz'-zy")i+(zx'-xz")j Hxy'-x'y)k. A (p,p") Xp,p' leképezés nem kommutativ miivelet, amely mindkét
oldalrdl disztributiv az 6sszeadasra nézve, és vektori szorzasnak, vagy kiilso szorzasnak szokas nevezni.

196. Definialja kvaterniok abszolit értékét és sorolja fel a tulajdonsagait.

Egy kvaternio abszolut értéke a hossza (mint vektornak): ha p=a+bitcj+dk, ahol a,b,c,d€R,
akkor legyen p kvaterni6 abszolut értéke |p|= \/a2+b2+ c¢*+d? . Ha p,qeH, akkor pp=|p|2, |0]=0, és

p#0 esetén [p[>0, |p|=Ipl, Ipa=Ipllql, teljesiilnek a haromszog-egyenldtlenségek, illetve |R(p)|<|pl, |3 (p)|
<|Ip| és Ip|<|R(p)+|3(p)|. Ugy, mint a komplex szamok esetében, belathaté, hogy teljesiil a [p+q|<|p|+]
q| haromszdg-egyenlétlenség és a ||p|-|q||<|p-q| egyenlbtlenség.

Véges halmazok



197. Definialja halmazok ekvivalenciajat és sorolja fel tulajdonsagait.

Az X ¢s Y halmazokat ekvivalensnek nevezziik, ha lézetik X-et Y-ra leképez6 kolcsondsen
egyértelmi leképezés. Jelolése: X~Y.

Legyenek X,Y,Z halmazok. Ekkor

(1) X~X (reflexivitas);

(2) ha X~Y, akkor Y~X (szimmetria);

(3) ha X~Y és Y~Z, akkor X~Z (tranzitivitas).

198. Ha az X és X' illetve Y és Y' halmazok ekvivalensek, milyen mas halmazok
ekvivalenciajara kovetkeztethetiink még ebbdl?

Hogy YX és Y'X ekvivalensek illetve XXY és X'XY" is ekvivalnesek.
199. Definialja a véges és a végtelen halmazok fogalmat.

Egy X halmazt végesnek neveziink, ha valamely n természetes szamra ekvivalens a {1,2,...,n}
halmazzal, egyébként végtelennek nevezziik.

200. Definialja egy véges halmaz elemeinek szamat. Hogyan jeloljiik? Mit hasznalt fel a
definiciohoz?

Azt az egyértlemlien meghatarozott természetes szamot, amelyre egy adott X véges halmaz
ekvivalens {1,2,...,n}-nel, az X halmaz elemei szdmanak vagy szamossaganak nevezziik, és card(A)-val
jeloljik.

201. Fogalmazza meg a véges halmazok és elemszamuk tulajdonsagait leiro tételt.

Legyenek X és Y halmazok. Ekkor

(1) ha X véges és Y X, akkor Y is véges, és card(Y)=<card(X);

(2) ha X véges és Y =X(az also vonal at van hizva), akkor card(Y)<card(X);

(3) ha X és 'Y végesek és diszjunktak, akkor XUY is véges, és card(XUY)=card(X)+card(Y);

(4) ha X és 'Y végesek, akkor card(XUY)+card(XNY)=card(X)+card(Y);

(5) ha X és 'Y végesek, akkor X XY is véges, és card(XY)=card(X)card(Y);

(6) ha X ésY végesek, akkor XY is véges, és card(XY)=card(X)card(¥);

(7) ha X véges halmaz, akkor p(X) is véges, és card(p(X))=2¢cardX);

(8) ha X véges, és az f fliggvény X-et Y-ra képezi, akkor Y is véges, card(Y)<card(X), és ha f
nem kdlcsondsen egyértelmii, akkor card(Y)<card(X).

202. Fogalmazza meg a skatulyaelvet.

Ha X ¢és Y véges halmazok, és card(X)>card(Y), akkor egy f:X—Y leképezés nem lehet
kolesondsen egyértelmii.

203. Mit mondhatunk véges halmazban minimalis és maximalis elem létezésérol?

Részben rendezett halmaz barmely nem {ires véges részhalmazénak van maximalis és minimalis
eleme.

Kombinatorika



204. Mi a szokasos miivelet permutaciokra és milyen algebrai strukturat kapunk?

Az X halmaz 6sszes permutacioi csoportot alkotnak a o miiveletre, azaz az dsszetett fiiggvény
képzésre, amelyben I az egységelem, €s egy elem csoportbeli inverze a relacioként vett inverze.

205. Mit mondhatunk egy véges halmaz 6sszes permutacidinak szamarol?

Ha egy A halmaz ekvivalens {1,2,...n}-nel, akkor permutacidinak halmaza ekvivalens
{1,2,...,n} permutacidinak halmazaval. Ha A={a,,a,,...,a,} €S pi,ps....pn 2z {1,2,....,n} egy permutacioja,
akkor az A megfelel6 permuticioja az aj—a, leképzés. Igy A permutacidinak szama csak n=card(A)-t6l
figg. Jelolje ezt a szamot P,. P,=n!.

206. Mit értiink egy véges halmaz variacioin és mit mondhatunk az osszes variaciok
szamarol?

Az A halmaz elemeibdl készithetd, kiillonbozé tagokbol allé a,,a,,...,a, sorozatokat, azaz

nevezzilk. Ha A véges halmaz, card(A)=n, akkor ezek V,l; szama megegyezik az {1,2,....k}-t
{1,2,...n}-be képezo kolcsondsen egyértelmil leképezések szamaval.

i n
V,=

(n—k)!

=n(n—1)..(n—k+1)  hak=<n és nulla egyébként.

207. Mit értiink egy véges halmaz kombinacidin és mit mondhatunk az 0Osszes
kombinaciok szamarol?

Ha ke&IN, akkor A halmaz k elemil részhalmazait az A halmaz k-ad osztalyl kombindcidinak
nevezziik. Ha A véges halmaz, akkor card(A)=n, akkor ezek Cl; szama megegyezik a {1,2,....n}

n!
halmaz k elemii részhalmazainak szamaval. Cf; =————=(") ha k<n, és nulla egyébként.

K\ (n—k) 'k

208. Mit értiink egy véges halmaz ismétléses kombinacioin és mit mondhatunk az
osszes ismétléses kombinaciok szamarol?

Ha kelN, akkor A halmazbdl k elemet kivalasztva, de ismétéseket is megengedve, tekintet
nélkiil a sorrendre, az A halmaz k-ad osztaly ismétléses kombinacidit kapjuk. Pontosabban, tekinsiik
mindazokat az f:A—IN fliggvényeket, amelyek csak véges sok helyen vesznek fel nem nulla értéket, és
ezen értékek Osszege k; ezek az A halmaz ismétléses kombinacidi. Ha A véges halmaz, akkor
card(A)=n, igy feltehetjilk, hogy A={1,2,..,n}. Minden g:{1,2,...k}—{1,2,...n} monoton ndvekedd
hozzarendelve az f(j)=card(g''(j)) fluggvényt, kolcsondsen egyértelmli megfeleltetést kapunk A
ismétléses kombinacioi és az {1,2,....k}-t {1,2,...,n}-be képezé monoton novekedd fliggvények kozott,
n+k—1 )

k

; . Sy SR i ~k . ik —
igy ezek szama az A ismétléses kombinacidinak 'C, szama. C,=(

209. Mit értiink egy véges halmaz ismétléses permutacioin és mit mondhatunk az osszes
ismétléses permutaciok szamarol?

Ha r,i,i,...,..€IN, akkor az a,,a,,...,a, (kiilonb6zd) elemek 1i,,i,...,1, ismétlodési ismétléses
permutacidi az olyan n=i,+i,+...+i-tagll sorozatok, amelyekben az a, elem i-szer fordul eld. Az
A={a,,a,,...,a,} jeloléssel ezek olyan {1,2,...n}-et A-ba képezo leképzések, amelyeknél a; teljes inverz
n!

. 1r iy ey by
képe i, elemii. P, =71 i1
: i)



210. Definialja az ismétléses variaciok fogalmat. Mit mondhatunk egy véges halmaz
osszes ismétléses variacioinak szamarol?

Az A halmaz elemeibdl készithetd a,,a,,...,a, sorozatokat, azaz {1,2,...k}-t A-ba képezd

.....

card(A)=n, akkor ezek V¥ szamarol(a V' jelolés is szokasos) mar tudjuk, hogy nk.
Polinomialis tétel, szita formula
211. Fogalmazza meg a binomialis tételt.

Legyenek x,y egy R kommutativ egységelemes gyirii elemei, n€IN. Ekkor

n

(x+y)"=kZ=;)(Z)xky"_"

212. irja fel a Pascal-haromszog elsé 8 sorit.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

213. Mennyi a binomialis egyiitthatok osszege, illetve valtakozo eldjellel vett dsszege?

n n

Y (M=2" & 2 (M(-1)=0

k=0 k=0

214. Fogalmazza meg a polinomialis tételt.

Legyen relN, x,x,,...x, egy R kommutativ egységelemes gyliri elemei, n€IN. Ekkor
(x;+x,+...+x,)'= z Pt i x5y xr
i Fiyt..ti,=n

215. Fogalmazza meg a logikai szita formulat.

Legyenek X,,X,,...X, az X véges halmaz részhalmazai, f az X-en értelmezett, értékeket egy
Abel-csoportban felvevé fiiggvény. Ha 1<i<i,<...<i,<k, akkor legyen Y, ,=X;NX,N...NX;. Legyen

tovabba S=Z f(x) , S,= Z Z f(x) , és legyen So= Z f(x)

. . . k
xex 1<i<i,<..<i <k x€Y, xeX\ Ny,
i=1

Ekkor S=S-S,+S,-S;+...+(-1)kS,.
Oszthatésag
216. Definidlja a természetes szamok korében az oszthatosagot és adja meg jelolését.
Az m természetes szamot az n természetes szam osztojanak, az n-et pedig m tobbszordosének

nevezziik, illetve azt mondjuk, hogy n oszthaté m-el, ha van olyan k természetes szam, hogy n=mk;
jelolése min.



217. Sorolja fel a természetes szamok korében az oszthatosag alaptulajdonsagait.

A természetes szamok korében

(1) ha mjn és m'|n', akkor mm'|nn';

(2) anullanak minden természetes szam o0sztoja;
(3) anulla csak sajat maganak osztdja;

(4) az 1 minden természetes szamnak az 0sztoja;
(5) ha m|n, akkor mkjnk minden k€&IN-re;

(6) ha keIN* és mk|nk, akkor m|n;

J
(7) ham|n, és kN, (i=1,2,...,j), akkor m|z k.n, ;
i=1

(8) barmely nem nulla természetes szam barmely osztoja kisebb vagy egyenld, mint a szam;
(9) az | relacio reflexiv, tranzitiv és antiszimmetrikus, azaz részbenrendezés.

218. Definidlja a természetes szamok korében a primszam és a torzsszam fogalmat. Mi
a kapcsolat a két fogalom kozott?

Ha egy n>1 természetes szdm csak 1-n=n-1 alakban irhatdo fel természetes szdmok
szorzataként, akkor torzsszamnak (vagy felbonthatatlannak, illetve irreducibilisnek) nevezziik. Ekkor n-
nek nincs mas osztdja, mint 1 €s sajat maga. A p>1 természetes szamot primszamnak nevezzik, ha p|
km (k,m€IN) esetén plk vagy pjm.

219. Definialja egységelemes integritasi tartomanyban az oszthatdsagot és adja meg
jelolését.

Legyen R egységelemes integritasi tartomany. Ha a,b€R, azt mondjuk, hogy b az a osztodja,
vagy a a b tobbszorose, illetve hogy a oszthatd b-val, ha van olyan c€R, hogy a=bc; jeldlése bla.

220. Sorolja fel egységelemes integritasi tartomanyban az  oszthatésag
alaptulajdonsagait.

Egy egységelemes integritdsi tartomany elemei korében
(1) habja és b'|a’, akkor bb'[aa’;

(2) anullanak minden természetes szam osztoja;

(3) anulla csak sajat maganak osztdja;

(4) az 1 minden elemnek az osztdja;

(5) ha bla, akkor bclac minden c€R-re;

(6) ha bclac és c#0, akkor ba;

J
(7) habla és c€R, (i=1,2,....j), akkor B|D_ c.a, ;
i=1

(8) az | relacio6 reflexiv és tranzitiv.

221. Definialja az asszocialtak fogalmat és sorolja fel ennek a kapcsolatnak a
tulajdonsagait.

Legyen R egységelmes integritasi tartomany. Ha a|b és bla, akkor azt mondjuk, hogy a és b
asszocialtak. Ez a relacid reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, azaz ekvivalenciarelacid, tovabba
kompatibilis a szorzassal. A nullanak nincs mas asszocialtja, csak sajat maga. Az | relacio kompatibilis
ezzel az ekvivalenciarelacioval, és az ekvivalenciaosztalyokon tekintve részbenrendezést kapunk.



222. Definialja az egységek fogalmat és sorolja fel az egységek halmazanak
tulajdonsagait.

Egy elem asszocidltjat leirhatjuk az 1 asszocialtjai segitségével, amelyek nem masok, mint 1
osztéi, hiszen 1 barminek osztdja; ezeket egységeknek nevezziik. Az egységek R azon elemei,
amelyeknek van a szorzasra nézve inverziik. Az egységek a szorzasra nézve Abel-csoportot alkotnak, a
gylrl egységcsoportjat. Az egységek barmely a€R-nak o0sztoi, mert 1a-nak osztoi.

223. Mi a kapcsolat az egységek ¢és az asszocialtak kotott?

Az a€R asszocialtjai az a alakl elemek, ahol € egység.

224. Mi a kapcsolat a természetes szamok és az egész szamok korében vett oszthatosag
kozott?

Mivel ha kmeZ, akkor |km|=|k| - |m|, az egész szamok kdérében m|n pontosan akkor teljesiil, ha
|m|||n| az IN-ben.

XXX. Definialja a Gauss-egészek gyiiriijét. Igaz-e, hogy két egységelem van?

A G={n+im:n,meZ} cC ugynevezett Gauss-egészek egységelemes gyiiriit alkotnak. A +1 és +i
egységek. Mivel |bc|>=|bJ?|c|?, azt kapjuk, hogy bla esetén |b|?|c|2, igy nincs is mas egység.

225. Definidlja egységelemes integritasi tartomanyban a primelem és az irreducibilis
elem fogalmat. Mi a kapcsolat a két fogalom kozott?

Legyen R egységelemes integritasi tartomany. Egy O#a€R elemet felbonthatatlannak
nevezilink, ha nem egység, és csak triviadlis modon irhatd fel szorzatként, tehat a=bc, b,cER esetén b
vagy c egység. A 0#p€ER elemet primelemnek nevezziik, ha nem egység és pjab (a,bER) esetén pla
vagy plb. Kapcsolat: minden primelem felbonthatatlan, mert ha p=xy, akkor p[x esetén x=pz=x(yz)
miatt yz=1, ahonnan y és z egységek, x és p pedig asszocialtak, és hasonldan plyesetén x egység, y és p
pedig asszocialtak.

226. Mit értiink egységelemes integritasi tartomanyban legnagyobb ko6zos oszto alatt?

Azt mondjuk, hogy az R egységelmes integritasi tartomanyban az a,,a,,...,a,€R elemeknek a
bER elem legnagyobb kozos osztdja, ha i=1,2,...,n esetén bla, és ha i=1,2,...,n esetén b'la, akkor b'|b.

227. Mikor mondjuk egységelemes integritasi tartomany elemeire, hogy relativ
primek?

R egységelemes integritasi tartomany, €és az a,,a,,...,a,€R. Ha az a,,a,,...,a, elemek legnagyobb
kozds o0sztoi egységek, akkor azt mondjuk, hogy a,,a,,...,a, relativ primek.

228. Mit értiink egységelemes integritasi tartomanyban legkisebb kozos tobbszoros
alatt?

R egységelemes integritasi tartomany. Azt mondjuk, hogy bER az aa,,...,a,ER elemek
legkisebb kozos tobbszorose, ha i=1,2,...,n esetén ajb, és ha i=1,2,...,n esetén a|b’, akkor b|b'.



229. Egyértelmii-e az egész szamok korében a legnagyobb kozos osztdé? Ismertesse a
kapcsolodo jelolést.

Ha létezik az a,,a,,...,a,€Z szamoknak legnagyobb k&zos osztdja, akkor a legnagyobb kozos
osztok koziil az egyik nemnegativ, ezt Inko(a,,a,,...,a,)-nel jeloljik.

230. Egyértelmii-e az egész szamok korében a legkisebb kozos tobbszoros? Ismertesse a
kapcsolodo jelolést.

Ha létezik az a,,a,,...,a,€Z szamoknak legkisebb kozos tobbszorose, akkor a legkisebb kozos
tobbszorosok koziil az egyik nemnegativ, jeldlje ezt lkkt(a,,a,....,a,)-nel jeloljiik.

231. Ismertesse a bovitett euklidészi algoritmust.

Ez az eljaras meghatarozza az a,b€Z egészek egy d legnagyobb kozds osztojat, valamint az x,yeZ
egész szamokat Uigy, hogy d=ax+by teljesiiljon.

1. [inicializalas] Legyen x,—1, y,—0, r¢—a, x,<=0, y,«1 ,r;<b ,n0.

2. [vége?] Har,,,=0, akkor x<x,, y<vy,, d—r,, és az eljaras véget ért.
r}’l

3. [ciklus] Legyen g« | | ) ety mod T =Ty Tyiuts Xes=XeXoiGorts Yoz YarYor Gocts

n+1
ne—n+1 és menjiink (2)-re.

232. Mely tétel alapjan szamolhatjuk ki véges sok egész szam legnagyobb kozos
osztojat primfelbontas nélkiil?

Barmely  aa,,...,a,€Z  szamoknak  létezik  legnagyobb  koz0s  osztdja,  és
Inko(a,,a,,...,a,)=Inko(Inko(a,,a,),...,a,).

233. Fogalmazza meg a szamelmélet alaptételét.

Minden pozitiv természetes szam a sorrendtdl eltekintve egyértelmiien felbonthatd primszdmok
szorzataként.

234. Definialja primtényezos felbontasnal a kanonikus alakot.

A szamelmélet alaptételében szereplé primtényezds felbontast gyakran n=p{' p5'... pi*

alakban irjuk, ahol pi,p,....p. kiilonboz6 primek, a kitevok pedig IN* elemei. Ezt nevezzik a szadm
kanonikus alakjanak.

235. Hogyan hatarozhatok meg természetes szamok esetén az osztok, a legnagyobb
kozos oszto és a legkisebb kozos tobbszoros a primtényezos felbontas segitségével?

Ha mindnek adott a primétényezds felbontasa, akkor kdzos osztdik, valamint hasonléan kozos
tobbszordseik is leolvashatoak. Ez a kanonikus alak: n=p}' p5°... pi* ahol p;,ps,....p« Kiilonbozd
primek, a kitevok pedig IN* elemei.

236. Mi a kapcsolat két egész szam legnagyobb kozos osztéja és legkisebb kozos
tobbszorose kozott?

Tetszb6leges a,beZ szamoknak 1étezik legkisebb kozds tobbszorose, €s Inko(a,b) - Ikkt(a,b)=|ab].



237. Hogyan szamolhatjuk ki véges sok egész szam legkisebb kozos tobbszorosét
primfelbontas nélkiil?

Tetszbleges  a,,a,,...,a,€Z  szamoknak létezik legkisebb ko6zds  tObbszorése, és
Ikkt(a,,a,,...,a,)=lkkt(lkkt(a,,a,),...,a,).

238. Ismertesse Erathoszthenész szitajat.

Ha egy adott n-ig az 6sszes primet meg akarjuk talalni, a kovetkez6 egyszerl eljaras hatékony
modszert ad: irjuk fel a szdmokat 2-t6l n-ig. Az elsé szam, a 2 prim, Osszes (valodi) tobbszorose
Osszetett, ezeket huzzuk ki. A megmarad6 szamok koziil az els6 a 3, ez prim, ennek minden (valddi)
tobbszordse Osszetett, ezeket hiizzuk ki stb. Az eljaras végén az n-nél nem nagyobb primek maradnak
meg.

Kongruenciak
239. Definialja egész szamok kongruenciajat és adja meg a kapcsolodo jeloléseket.

Ha a,b,m€Z és m osztdja a-b-nek, akkor azt mondjuk, hogy a és b kongruensek modulo m; ezt
ugy jeloljiik, hogy a=b(mod m).

240. Fogalmazza meg az egész szamok kongruenciajanak egyszeru tulajdonsagait.

Ha a és b nem kongruensek modulo m, akkor azt mondjuk, hogy inkongruensek modulo m, és
azt irjuk, hogy a=b(mod m)(a harom vonal 4t van htizva). Nyilvan, ha a=b(mod m) és djm, akkor
a=b(mod m) is teljesiil. Ha 0#d€Z, akkor a=b(mod m) ekivalens azzal, hogy ad=bd(mod md). Az
oszthatosag tulajdonsagaibol  kovetkezik, hogy barmely adott me&Z-re a kongruencia
ekvivalenciarelacido Z-ben. Az m és a -m szerinti kongruencia ugyanazt jelenti.

241. Definidlja a maradékosztaly, redukalt maradékosztaly, teljes és redukalt
maradékrendszer fogalmat.

Egy m&Z modulus szerinti kongruencia ekvivalenciaosztalyait maradékosztalyoknak
nevezziik. Ha egy maradékosztaly valamelyik eleme relativ prim a modulushoz, akkor mindegyik, és
ekkor a maradékosztaly redukalt maradékosztalynak nevezziik. Paronként inkongruens egészek egy
rendszerét maradékrendszernek nevezziik. Ha egy maradékrendszer minden maradékosztalyabol
tartalmaz elemet, akkor teljes maradékrendszernek nevezziik. Ha egy maradékrendszer pontosan a
redukalt maradékosztalyokbol tartalmaz elemet, akkor redukalt maradékrendszernek nevezziik.

242. Definidlja meZ -et. Milyen algebrai struktiura Z,,?

Egy m&Z modulus szerinti kongruencia ekvivalenciaosztalyait maradékosztalyoknak
nevezziik. A kongruencia kompatibilis az Osszeadassal és a szorzassal. Az ekvivalenciaosztalyok
kommutativ egységelemes gylriit alkotnak az 6sszeadassal és a szorzassal. Ezt a gy(irtit Z,-el jeloljiik.

243. Ismertesse a komplemens abrazolasokat.

Negativ szamok szamitogépes abrazolasara elterjedt a komplemens abrazolas. Csak binalis
gépek esetével foglalkozunk. Egy n-bites szamitogépen hasznalt lehetéségek 0<k<2m! esetén -k
abrazolasara:

1. -k mod (20-1) kettes szamrendszerbeli alakjat taroljuk. Ezt ugy kapjuk, hogy k kettes
szamrendszerbeli alakjat levonjuk 2°-1 kettes szdmrendszerbeli alakjabol. Mivel ez utdbbi csupa
egyesbdl all, a kivonas soran nincs atvitel, k kettes szamrendszerbeli alakjat csak bitenként
komplementaljuk. (egyesekre komplementalas)



2. Kettes komplementalas: k mod 2" kettes szamrendszerbeli alakjat taroljuk. Ezt ugy
kapjuk, hogy k kettes szamrendszerbeli alakjanak vessziik a bitenkénti komplementerét, majd
hozzaadunk 1-et.

244. Fogalmazza meg a Z,, gylirii tulajdonsagait leiro tételt.

Legyen m>1 egész. Ha 1<Inko(a,m)<m, akkor a maradékosztilya nulloszté Z,.-ben. Ha
Inko(a,m)=1, akkor a maradékosztdlyanak van miltiplikativ inverze Z,-ben. Specidlisan, ha m
primszam, akkor Z,, test.

245. Ismertesse a diszkrét logaritmus problémat.

Z.-ben nem nehéz hatvinyozni. Azonban a tapasztalat szerint még ha m prim is, Z,
invertalhato elemeinek multiplikativ csoportjaban egy a alap és egy ak hatvany ismeretében nehéz
meghatarozni a k kitevot, legalabbis ha m-1-nek vannak nagy primtényezo6i: ez a diszkrét logaritmus
probléma. A probléma szamos mas csoport esetén is nehéznek tlinik.

246. Ismertesse a Diffie-Hellmann-Merkle kulcscserét.

A felhasznalok megallapodnak egy nagy Sophie Germain primben, azaz olyan p primben,
amelyre q=2p+1 is prim valamint egy 1<g<p-1 alapban. Ha a két felhasznal6 valamely szokasos
rejtjelzési rendszer, példaul az AES felhasznalasaval titkositott lizenetet akar valtani, akkor sziikségiik
van egy véletlenszerli kozos kulcsra. Valasztanak egy 1<a<p illetve 1<b<p wvéletlen kitevét,
kiszamoljak, és kozzéteszik a g2 mod q illetve g mod q értékeket. Mindketten ki tudjak szamolni g2b
mod q értékét, ez lesz a titkos kulcs. Az eljards biztonsaga azon mulik, hogy g, g2 mod q és gb mod q
ismeretében sem latszik jobb megoldas g?b mod q meghatarozasara, mint az a és b megkeresése, ez
viszont nehéz diszkrét logaritmus probléma. (Ezt a kulcscsere modszert hasznalja az ssh, az SSL, és a
TLS.

247. Definialja az Euler-féle ¢ fiiggvényt.

Legyen m>0 egész szam, és jeldlje ¢p(m) a modulo m redukalt maradékosztalyok szamat; ¢ az
Euler-féle ¢ fiiggvény.

248. Mit mondhatunk az aa;+b szamokrodl, ha a; egy maradékrendszer, illetve egy
redukalt maradékrendszer elemeit futja be?

Legyen m>1 egész szam, a relativ prim m-hez. Ha a,,a,,...,a, teljes maradékrendszer modulo m
és beZ, akkor aa,tb,aa,tb,...,aa,tb is teljes maradékrendszer modulo m. Ha a,,a,,...,a,., redukalt
maradékrendszer modulo m, akkor aa,,aa,,...,aa,, is redukalt maradékrendszer modulo m.

249. Fogalmazza meg az Euler Fermat-tételt.

Legyen m>1 egész szam, a relativ prim m-hez. Ekkor a®™=1 (mod m).

250. Fogalmazza meg a Fermat-tételt.

Legyen p primszam. Ha a€Z és pta akkor aP'=1 (mod p). Ha a€Z tetszbleges, akkor aP=1
(mod p).

251. Mit értiink diofantikus probléman?

Ha egy egyenlet vagy egyenletrendszer egész megoldasait keressiik, akkor diofantikus
problémardl beszéliink.



252. Mondjon két példat diofantikus problémara.

Példaul az x?>+y?=-4 problémanak valds megoldasa nincs, az x*-4y*=3 egyenlet egyik oldala
pedig modulo 4 kongruens 0-val vagy 1-el, a masik oldala pedig 3-mal, emiatt az egyenletnek nincs
egész megoldasa. Az x2+y?=z2 egyenlet megoldasai a pitagoraszi szamharmasok, mig ha n>2 egész,
akkor a Fermat-sejtés szerint az x"+y"=z" egyenletnek nincsenek nem trivialis egész megoldasai.

253. Fogalmazza meg a kinai maradéktételt.

Legyenek m,m,,.m, egyné¢l nagyobb, paronként relativ prim természetes szamok,
C1,Ca5---,CiEZ. Az x=¢; (mod my), j=1,2,....,n kongruenciarendszer megoldhat6, és barmely két megoldasa
kongruens modulo m,,m,,...m,.

254. Ismertesse az RSA eljarast.

Keressiink két nagy p,q pq primet, és legyen n=pq. Valasszunk egy 1<e<(p-1)(q-1) kitevét, és a
bovitett euklidészi algorimussal oljuk meg az ed=1 (mod (p-1)(q-1)) kongruenciat. (Ha azt talaljuk,
hogy Inkp(e,(p-1)(g-1))>1, akkor kezdjiik el6lrdl az eljarast) Ha 1<m<n egy lizenet, akkor c=m® mod n
hasznalhato, mint az iizenet rejtjelezett formaja. Ebbdl az ilizenet ujabb hatvanyozassal visszakaphato:
(me)d=mkP-D@-DH=(m®-D)k@-D . m=m (mod p), mert ha p|m, akkor mindkét oldal nullaval kongruens,
ha pfm, akkor a Fermat-tétel szerint mP"'=1 (mod p). Hasonldéan (m¢)d=m (mod q). Innen a kinai
maradéktétel szerint, mivel p#q primek, m=cd mod n. Az n és e értékek nyilvanossagra is hozhatdk,
ekkor barki tud nekiink rejtjelezett lizenetet kiildeni: az eljaras ugynevezett nyilvanos kulcsti kodolas.
Biztonsaga azon mulik, hogy d, p, és q értékét mas nem ismeri: az n primtényezdinek meghatarozasa a
mai modszerekkel nagyon sokdig tartana, mert nagy primtényezok meghatarozasara nincs hatékony
modszeriink.

255. Ismertesse az RSA eljaras felhasznalasat digitalis alairasra.

A (B kulcsaval rejtjelezve) nemcesak m iizenetet, hanem mda mod n, értékét is elkiildi B-nek: ez
az alairdas, amit csak A volt képes kiszamolni. Ha az iizenet m hosszl, célszeri egy h(m)
véletlenszertinek 1atszo lenyomatat hasznalni alairasnal m helyett.

256. Ismertesse az RSA eljaras felhasznalasat bizonyitvanyok kiallitasara.

Egy hitelt érdeml6 szervezett6l, aminek nyilvanos kulcsat mindenki ismeri, alairt levélben
kaphatjuk meg A nyilvanos kulcsat, igy ha A-t6l levelet kapunk, biztosak lehetlink benne, hogy nem
csalotdl kaptunk tizenetet, aki A-nak adja ki magat.

Szamelméleti fliiggvények

257. Definidlja a szamelméleti fiiggvény, az additiv szamelméleti fiiggvény és a teljesen
additiv szamelméleti fiiggvény fogalmat.

Egy fiIN"—C fiiggvényt szamelméleti fiiggvénynek neveziink. Ha relativ prim m,n€IN* szamok
esetén f(mn)=f(m)+f(n), akkor f-et additivnak nevezziik, ha pedig ez barmely m,n€IN* esetén fennall,
akkor f-et teljesen additivnak nevezziik.

258. Definialja a szamelméleti fiiggvény, a multiplikativ szamelméleti fiiggvény és a
teljesen multiplikativ szamelméleti fiiggvény fogalmat.

Egy fiIN'—C fiiggvényt szamelméleti fiiggvénynek neveziink. Ha relativ prim m,n€IN* szamok
esetén f(mn)=f(m)f(n), akkor f-et multiplikativnak nevezziik, ha pedig ez barmely m,n€IN* esetén
fennall, akkor f-et teljesen multiplikativnak nevezziik.



259. Fogalmazza meg az additiv, multiplikativ, teljesen additiv és teljesen multiplikativ
szamelméleti filggvények kiszamitasara vonatkozo tételt.

Legyen n€IN* kanonikus alakja  p{' p5... py* . Ekkor

(1) ha f additiv szamelméleti fiiggvény, akkor  f (n)=f (p")+ f(p3’)+...+ f(py) ;
(2) ha f multiplikativ szamelméleti fiiggvény, akkor £ (n)= f(p"): £ (p3)-..c- f (DY)
(3) ha fteljesen additiv szdmelméleti fiiggvény, akkor f(n)=c,f(p,)+o.f(p,)+... T f(py);

(4) ha f multiplikativ szamelmeéleti fiiggvény, akkor f(n)=f(p,)* - f(p,)*- ... - f(pu)*x .

260. Adjon egyszeri példakat additiv, multiplikativ, teljesen additiv és teljesen
multiplikativ szamelméleti fiiggvényekre.

Az azonosan nulla fiiggvény nyilvan teljesen additiv €s teljesen multiplikativ is. Az Euler-féle
@ fliggvény multiplikativ. Legyen a p Mobius-fliggvény a kovetkezd: p(n)=0, ha n oszthatdé egy
primszam négyzetével, és u(n)=(-1)k, ha pontosan k darab kiilonb6z6 primszam szorzata. Ekkor u
multiplikativ de nem teljesen multiplikativ. Ha v(n) az n szam kiilonb6z6 primosztoéinak szama, akkor
v additiv szamelméleti fliiggvény, de nem teljesen additiv szamelméleti fliggvény.

261. Definidlja u, x és v szamelméleti fiiggvényeket. Milyen tulajdonsaguak?

Legyen u(n)=(0), ha n oszthaté egy primszam négyzetével, és u(n)=(-1)k, ha n pontosan k darab
kiilonb6z6 primszam szorzata. A definicié alapjan ellendrizhetd, hogy p multiplikativ, de nem teljesen
multiplikativ. Legyen v(n) az n szam kiilonb6z6 primosztdinak szdma. Ekkor v additiv szamelméleti
fiiggvény, de nem teljesen additiv. Legyen k(n) az n szam primtényezdinek szama. k teljesen additiv
szamelméleti fliggvény.

262. Definiadlja 1, 6 és o, szamelméleti fiiggvényeket. Milyen tulajdonsaguak?

p
Ha r tetszOleges valos szam, legyen o(n)= oZd: d , €s legyen 1=0,, 0=0,, azaz T az 0sztok
<d|n

szdma, o pedig az osztok 0sszege.
263. Irjafelt, o és o, szamelméleti fiiggvények kiszamitasara hasznalhaté formulikat.
Ebben ¢s az el6zében nem vagyok nagyon biztos.

264. Fogalmazza meg az Euler-féle ¢ fiiggvény kiszamitasara vonatkozo tételt.

Az Euler-féle ¢ fiiggvény multiplikativ, és ha n€N* kanonikus alakja Py Py - By, akkor

om=I1(p-p;)=nl1 0~

)

265. Ismertesse az intervallum-aritmetikat.

Kivalasztasi axibma
XXX. Fogalmazza meg a kivalasztasi axiomat.

Nem iires halmazok barmely csaladjahoz létezik kivalasztasi fliggvény.



XXX. Fogalmazza meg a Zorn-lemmat.

Ha egy részbenrendezett halmaz minden lanca feliilr6l korlatos, akkor a halmaznak van
maximalis eleme.

XXX. Fogalmazza meg a jolrendezési tételt.
Minden halmaz jolrendezhetd.

266. Mikor mondjuk, hogy egy halmaz majoral egy masikat. Mikor mondjuk, hogy egy
halmaz szigoruan majoral egy masikat?

Ha X és Y halmazok, és X ekvivalens Y valamely részhalmazaval, akkor azt irjuk, hogy X = ¥
vagy ¥ < X és azt mondjuk, ha Y majoralja X-et. Azt, hogy van-e minden X halmazhoz olyan Y,
amelyre X <Y ahol X <Y (vagy ¥ = X) azt jelenti, hogy X Y, de X * ¥, ugy nevezziik, hogy Y
szigoriian majoralja X-et.

267. Milyen nyilvanvalo tulajdonsagai vannak halmazok majoralasanak?

Véges halmazokra X = ¥ azzal ekvivalens, hogy card(X)<card(Y). Minden halmazra X = X
(reflexivitas), ha X 2 Y ¢s ¥ 2 Z akkor X # Z (tranzitivitas).

268. Fogalmazza meg a Schrioder Bernstein-tételt.
HaX 2 Y &Y £ X akkor X~Y.

269. Fogalmazza meg a Schroder Bernstein-tétel szigoru majoralasara vonatkozo
kovetkezményét.

HaX <Y ¢sV £ Z vagyhaX £ Y ¢s ¥ < Z akkor X < Z.

270. Fogalmazza meg a halmazok osszehasonlithatésagara vonatkozo tételt.
Ha X és Y halmazok, akkor X = ¥ vagy ¥ £ X,

271. Fogalmazza meg Cantor tételét.
Béarmely X halmazra X = 1.9}

272. Definidlja a megszamlalhaté végtelen és a megszamlalhato fogalmat.

Egy halmazt megszamlalhat6 végtelennek neveziink, ha ekvivalens IN-el. Ha egy halmaz véges,
vagy megszamlalhato végtelen, akkor megszamlalhatonak nevezziik.

273. Adjon a megszamlalhatéo végtelen fogalma segitségével sziikséges és elégséges
feltételt arra, hogy egy halmaz végtelen legyen.

Egy halmaz akkor és csak akkor végtelen, ha van megszamlalhat6 végtelen részhalmaza.



274. Adjon N segitségével sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy egy halmaz véges,
megszamlalhato illetve végtelen legyen.

Egy X halmaz akkor és csak akkor véges, ha X < N akkor és csak akkor megszamlalhaté, ha
X 2 N ésakkor és csak akkor végtelen, ha NV =X

275. Mit mondhatunk megszamlalhaté halmaz részhalmazarol?
Megszamlalhaté halmaz barmely részhalmaza is megszamlalhato.

276. Adjon IN segitségével sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy egy nem iires
halmaz megszamlalhato legyen.

Egy X nem iires halmaz akkor és csak akkor megszamlalhatd, ha 1étezik IN-et X-re leképezo
leképezés.

277. Mely halmazmiiveletekre bizonyitottuk, hogy nem vezetnek ki a megszamlalhato
halmazok korébol?

Megszamlalhato halmazok megszamlalhato csaladjanak az egyesitése megszamlalhato.

278. A Z,NXN, @, R, C, N" meN), R" meN), UY,., N, p(N) halmazok kéoziil
melyek megszamlahatéak?

A Z,INXIN, @, IN*(n€IN), Ulo IN™ megszamlalhaté halmazok.

279. Egy végtelen halmaz és egy megszamlilhato halmaz unidjat képezziik. Mit
allithatunk az uniorol?

Ha X megszamlalhato halmaz, Y végtelen halmaz, akkor XUY~Y.

280. Adjon valddi részhalmazok segitségével sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy
egy halmaz végtelen legyen.

Egy halamaz akkor és csak akkor végtelen, ha ekvivalens egy valodi részhalmazaval.

281. Definidlja a kontinuum szamossagu halmaz fogalmat.

Az X halmazt kontinuum szamossagunak nevezziik, ha ekvivalens IR-¢l.

282. Az R mely részhalmazairol bizonyitottuk, hogy kontinuum szidmossagiak?

Az R és a]0,1[, 10,17, [0,1] és részintervallumai ekvivalansek, igy kontinuum szamossaguak.

283. A Z,NXN, Q,R,C, N (neN), R" (neN), Ui IN", p(N) halmazok Kkoziil
melyek kontinuum szamossaguak?

AR, C, R"(n€IN), p(IN) halmazok kontinuum szamossaguak, ekvivalensek IR-el.

Bizonyitasok




1.

Fogalmazza meg a halmazok unidjanak kommutativitasat, asszociativitasat és

idempotenciajat, és bizonyitsa be.

2.

Allitas:

(1) AOB=BUA (kommutativitas),

(2) (AOB)UC=A0O(BUC) (asszociativitas),

(3) AOA=A (idempotencia).

Bizonyitas:

(1) xUAOB < xUA vagy x[UB < x[IB vagy x[JA < x[OBLOA

(2) xO(ADOB)UC < x(AOB) vagy x[IC < (xUA vagy x[IB) vagy xUUC < x[JA vagy (x[1B
vagy xUC) = x[A vagy x[(BUC) = xOAO(BUC)

(3) xU(ALOA) = xUA vagy xUA < xUA

Fogalmazza meg a halmazok metszetének kommutativitasat, asszociativitasat és

idempotenciajat, és bizonyitsa be.

Allitas:
(1) AnB=Bn A (kommutativitas),
(2) (AnB)nC=An(BnC) (asszociativitas),
(3) An A=A (idempotencia).
Bizonyités:
(1) xUANB < xUA és xUUB < x[IB és x[UA = x[IBnA
(2) xOAnB)NnC < xO(ANB) és xOC < (xUOA és x[IB) és x[IC < x[JA és (x[IB és
xUC) < xUA és x(BnC) = xHOAN(BNC)
(3) xUANA) = xUA és xUA <= xUA

Fogalmazza meg és bizonyitsa be az unio és a metszet disztributivitasat.

Allitas:

(1) AOBNC)=(AOB)n(AOC)

2) An(BOC)=(AnB)I(ANC)

Bizonyitas:

(1) xOAOBNC) = xOA vagy xO(BNC) = xOA vagy (x[B és x[C) = (xOA vagy x[OB)
és (xOA vagy x00C) = xD(ADB) és x0(ADC) = x0(AOB)N (ADC).

(2) xOAN(BOC) = xUA és x(O(BOC) = xUA és (x[OB vagy x[1C) = (xOA és x[OB) vagy
(xOA ¢és x0OC) = xO(AnB) vagy xO(ANC) = xO(AnB)J(ANC).

Fogalmazza meg és bizonyitsa be a De Morgan azonossagokat két halmazra.

Allitas:

(1) (AOB)=A'nB'

2) (AnB)y=A"TIB'

Bizonyitas:

(1) xO(AOB)' = xO(AOB) = x0A és x[OB = x[A' és x[OB' = x[JA'nB'

(2) xO(AnNB)' = xO(AnB) = xUA vagy xOB <= xUA' vagy x(OB' = xUA'UB'

Mi a rendezett par alaptulajdonsaga? Bizonyitsa be, hogy rendelkezik vele.

Allitas:

Barmely x,y esetén legyen (x,y)={{x},{x,y}}.

(1) x=u és y=v esetén nyilvan (x,y)=(u,v).

(2) Ha (x,y)=(u,v), akkor {x,y}=0U(x,y)=U(u,v)={u,v}, és igy x=u és y=v vagy pedig x=v és
y=u. Az utobbi eset azonban x# y esetén lehetetlen, mert ekkor {{x},{x,y}}# {{y}.{y.x}}.



Bizonyitas:
(1) x=u és y=v esetén (x,y)=(u,v)
xy)={{x}xyt, (wv)={{u},{u,v}}, tehat (xy)={{x},{x,y}}={{u},{u,v}}=(u,v), mert
(x,y)=(u,v).
2) x,y)=(u,v) esetén {x,y}=0(x,y)=U(u,v)={u,v}, és igy x=u és y=v vagy x=v és y=u. A
masodik eset x# y esetén lehetetlen, mert ekkor {{x},{x,y}}# {{y}.,{y.x}}.

6. Bizonyitsa be, hogy a binér relaciok kompozicidja asszociativ.

Allitas:

Legyenek A,B,C,D,E,F adott halmazok, fl1Ax B, gl1Cx D, hDEX F, ekkor fo(geh)=(fog)ch
fennall.

Bizonyitas:

(x,y)Ofo(geh) = [zODnR.UDs .on Ry gy, hogy (x,z)Uh és (z,y)Ufeg < UzUD,nR; 0gy,
hogy (x,z)Uh és [ulDinR, ugy, hogy (z,u)lg és (uy)Uf < ha UullDin R,UD¢n Rgn gy, hogy
(x,u)goh és (u,y)Uf < ha (x,y)U(fog)oh.

7. Fogalmazza meg a két binér reliacio kompozicidjanak inverzére vonatkozo allitast,
és bizonyitsa be.

Allitas:

Legyenek A,B,C,D adott halmazok, fl1Ax B, gl1Cx D, ekkor (fog)!=g-lof! fennall.

Bizonyitas:

x,y)O(feg)' = (y,x)Ofeg = OzODi R, Ggy, hogy (y,z)0g és (z,x)Uf = [ZORein Dy Ggy,
hogy (z,y)Og" és (x,2)0f" = (x,y)Og"'of™".

8. Fogalmazza meg az ekvivalenciarelacio és az osztalyozas kapcsolatat és bizonyitsa
be.

Allités:

Valamely X halmazon értelmezett ~ ekvivalenciarelacio X-nek egy osztalyfelbontasat adja.
Megforditva, az X halmaz minden osztalyfelbontasa egy ~ ekvivalenciarelaciot hoz létre.

Bizonyités:

Legyen ~ egy X-beli ekvivalenciarelacid, és legyen x=y€X:y~x az X halmaz x eleme
segitségével definialt részhalmaza. Megmutatjuk, hogy az X=x:x€X halmaz az X egy osztalyozasa.
Mivel ~ reflexiv, XEX, vagyis az x részhalmaz nem iires, és az X halmaz minden x eleme benne van a X
valamely elemében, példaul x-ban. Csak azt kell belatnunk, hogy a kiilonbozé részhalmazok metszete
iires. Ha xNy=# @, akkor legyen z a metszet egy eleme. Ekkor z~x és z~y, amibdl a szimmetria és a
tranzitivitas miatt x~y. Ha most wex, akkor a tranzitivitis miatt w€y. Hasonléan, a szimmetria és a
tranzitivitas miatt, ha wey, akkor wex. Azt kaptuk tehat, hogy x=y, azaz ha két részhalmaznak van
kozos eleme, akkor azonosak, vagyis kiilonbozé x részhalmazok diszjunktak, ezért valoban az X egy
osztalyfelbontasat kaptuk, és x az x-et tartalmazd osztily. Megforditva, legyen O az X egy
osztalyozasa. Legyen R={(x,y)Xx X: x és y az O ugyanazon halmazanak elemei}. Ez az R nyilvan
reflexiv, szimmetrikus ¢és mivel az osztadlyok paronként diszjunktak, tranzitiv is, tehat
ekvivalenciarelacio.

9. Fogalmazza meg a szigoru részbenrendezés kapcsolatat a részbenrendezéssel és
bizonyitsa be allitasat.

Allitas:
Ha R részbenrendezés és S szigoru részbenrendezés az A halmazon, akkor:
(1) R\I szigora részbenrendezés,



(2) SOI részbenrendezés, és
(3) S=R\I, pontosan akkor, ha SOI,=R.

Bizonyitas:

(1) R\l nyilvan irreflexiv. Ha (a,b)lJR\I,, akkor aZ b, amibdl a R antiszimmetridja
miatt (b,a)JR. Ezért (b,a)[JR\I, amibdl a szigortl antiszimmetria adodik. Tegyiik most fel,
hogy (a,b),(b,c)UR\l,. Ekkor R tranzitivitasabol (a,c)UR. Mivel R\l szigortan
antiszimmetrikus, ezért c# a, igy (a,c)JR\L,. Ezzel R\I, tranzitiviasat is bebizonyitottuk.

(2) SOOI, reflexivitasa a diagonalis relacid (Iy) definicigjabol kovetkezik. Ha (a,b)0IS,
akkor (b,a)lJS.Vagyis (a,b),(b,a)lJSTI, csak akkor lehetséges, ha (a,b),(b,a)0l,. Ez pedig
SO1, antiszimmetriajat jelenti. Tegytiik fel, hogy (a,b),(b,c)USUIL. Ha (a,b),(b,c)US, akkor
a tranzitivitds miatt (a,c)UJS. Ha egyikiik S-nek eleme, a masik pedig Ii-beli, akkor (a,c)
megegyezik (a,b) és (b,c) valamelyikével, és igy ugyancsak S-beli. Amennyiben pedig
(a,b),(b,c)UI,, akkor (a,c) is az. Vagyis mindig (a,c)lSOI,-nak, ami bizonyitja a
tranzitivitast.

3) kovetkezik (1)-bdl és (2)-bol.

10. Mi a Kkapcsolat a szigorian monoton novekvé fiiggvények és a kolcsonosen
egyértelmii fiiggvények kozott? A megfogalmazott allitast bizonyitsa be.

Allitas:

Ha X,Y rendezettek, akkor szigortan monoton novekedd (illetve csokkend) fliggvény nyilvan
kolesondsen egyértelmii. Megforditva, ha X,Y rendezettek, akkor egy f:X—Y kolcsondsen egyértelmi
monoton novekedo (illetve csdkkend) leképezés szigorian monoton névekedo (illetve csokkend) is, és
az inverze is monoton névekedo (illetve csokkend) f(X)-en.

Bizonyitas:

Ha x<y, akkor f(x)<f(y), de f(x)=f(y) nem lehetséges, és ha u,vef(X), u<v, x=f(u), y=f1(v),
akkor x>y nem lehetséges, mert ebbdl x>y és x#y miatt f(x)=>1(y), de f(x)#{(y), azaz v=f(x)>f(y)=v
kovetkezne. Folyt.kov.

XXX. Mikor allithatjuk, hogy két fiiggvény osszetétele injektiv, sziirjektiv, illetve
bijektiv? Bizonyitsa be allitasat.

Allitas:

Legyenek g:X—Y és f:Y—Z adott fliggvények.

(1) Ha f és g injektiv, akkor fog is az.

(2) Ha f és g sziirjektiv, akkor fog is az.

3) Ha f és g bijektiv, akkor fog is az.

Bizonyités:

1. Tegyik fel, hogy (feg)(x)=(fog)(y), ahol x,yUX. Ekkor f(g(x))=f(g(y)), igy f
injektivitasabol adodik, hogy g(x)=g(y), melybdl g injektivitasa miatt kapjuk, x=y, tehat az fog
injektiv.

2. g és f sziirjektivitasa miatt (fog)(X)=f(g(X))=f(Y)=Z, tehat fog is sziirjektiv.

3. Az allitas az eldz6 két allitas kovetkezménye.

11.  Mit allithatunk a monoton novekvo fiiggvények inverz fiiggvényérol? A
megfogalmazott allitast bizonyitsa be.

12. Fogalmazza meg a halmazcsaladokra vonatkoz6o De Morgan-szabalyokat, és
bizonyitsa be 6ket.

Allitas:



Ha X, i€l az X halmaz részhalmazainak egy nem iires csaladja (azaz 1#0), akkor az X-re
vonatkozd komplementert vesszével jeldlve,

1. (UieX)'=NiaXi;

2. (NieX)=UieX;.

Bizonyitas:

1. xXE(NieX))' = xE(NierXi) = TJi€lxgX; = Ji€lxeX = xEUieX';

2. XE(UieXi)' = x€(UieX;) = VielxgX; = VielxeX!' = xeNieX|.

13. Fogalmazza meg a halmazmiiveletek és a fiiggvény kapcsolatarol tanult
allitasokat. A megfogalmazott allitasokat bizonyitsa be.

Allités:

Legyen f:X—Y egy fliggvény, B, BiCY, ha icl# 4. Ekkor
1. f'l(UiBi):Uif'lBi;

2. f“(ﬁiBi)=ﬂif‘1Bi;

3. FI(Y\B)=X\f-1(B).

Bizonyitas:

14.  Bizonyitsa be, hogy ha n[0IN, akkor nZ n* és ha 0 n(JIN, akkor van olyan m[N,
hogy n=m".

Allitas:

1. Ha n[JIN, akkor n# n™.

2. Ha 0# n, akkor van olyan mUIN, hogy n=m™*.

Bizonyitas:

1. S={nlIN:n"# n} halmaz tartalmazza 0-t, mert ha nUN, akkor n*# 0 (Peano (3)), és

tartalmazza n-t, akkor n*-t is, mert (n*)*=n*-bol n*=n kdvetkezne (Peano (4) ha n,m[lIN és
n*=m", akkor n=m), igy SCJIN, 00S ¢és ha nlIS, akkor n*[JS, akkor S=IN.

2. S={0}0{nlIN: van olyan m[IN, amelyre m*=n} halmazra 00S, és ha n[IS, akkor
n"=(m*)*0S, igy SOIN, 00S és ha n[JS, akkor n*JS, akkor S=IN.

15. Fogalmazza meg ¢és bizonyitsa be a természetes szamok egyértelmiiségére
vonatkozo tételt.

Allitas:

Tegyiik fel, hogy IN és IN' is eleget tesz a Peano-axidmaknak. Ekkor létezik olyan ¢
kolcsondsen egyértelmii leképezése IN-nek IN'-re, amelyre $(0)=0 és ¢(n")=(¢p(n))" OnIN-re.

Bizonyitas:

X=IN'-re a=0UIN'-re és f="-ra kapjuk ¢-t. Mivel az értékkészlet tartalmazza 0-t, és ha
tartalmazza n'-t, akkor n"-t is, ¢ az IN'-re képez. Jelolje S az IN' azon elemeit, amelyek csak egy n[J IN
képeként 1épnek fel. Nyilvan 0US, mert az értékkészlet minden mas eleme valaminek a rakdvetkezoje.
Ha n'JS, akkor csak egy olyan n[JIN 1étezik, amelyre ¢(n)=n'". Definici6 szerint ¢(n")=n"". Ha valamely
m-re ¢(m)=n"", akkor ez az m nem lehet 0, igy m=k*. De ¢(k")=(d(k))", igy ¢(k)=n', amib6l k=n, tehat
m=n" kovetkezik, vagyis n"[JS. Tehat S=IN".

16. Fogalmazza meg és bizonyitsa be a természetes szamok osszeadasanak
alaptulajdonsagait kimondo tételt, a kommutativitast kivéve.

Allités:
Ha k,m,n0JIN, akkor
(1) (k+m)+n=k+(m+n) (asszociativitas)



2) 0+n=n+0=n ( a 0 nullelem)

3) m-+n=n+m (kommutativitas)

4 ha m+k=n+k, akkor m=n (egyszeriisitési szabaly vagy torlési szabaly)

Bizonyitas:

1. n szerinti teljes indukcidval. A rekurziotétel alapjan k=s,(0)=k+0 minden k[IN-re. Az
n=0 esetben (k+m)+0=k+m=k+(m+0). Tegyiik fel, hogy n[lIN-re igaz az allitas. Belatjuk, hogy akkor
n*0N-re is igaz. (k+m)+n"=((k+m)+n)"'=(k-+(m+n))" (az indukcios feltevés miatt)=k+(m+n)"=k+(m+n")

2. n szerinti indukcidval. 0+n=n az n=0 esetben nyilvanval6. Tegyiik fel, hogy n[IN-re
igaz az allitas. Ekkor 0+n"=(0+n)™=n", igy az allitds minden n[JIN-re teljesiil. Az n+0=n egyenlGség az
Osszeadas definicigjabol kovetkezik.

3. Ezt itt nem kell bizonyitani.

4. k szerinti indukcioval. A k=0 esetben nyilvanvalo, és ha k-ra teljesiil az allitas, akkor
m+k=n+k"-bdl (m+k)'=(nt+k)", igy m+k=n+k, amib6l az indukcids feltevés miatt m=n.

17. Fogalmazza meg a természetes szamok osszeadasanak alaptulajdonsagait kimondo
tételt, és bizonyitsa be a kommutativitast.

Allitas:

Ha k,m,n0IN, akkor

1. (k+m)+n=k+(m+n) (asszociativitas)

2. 0+n=n+0=n ( a 0 nullelem)

3. m+n=n+m (kommutativitas)

4. ha m+k=n+k, akkor m=n (egyszerusitési szabaly vagy torlési szabaly)

Bizonyités:

3) El6szor n szerinti indukcidval belatjuk, hogy rogzitett mOIN esetén m™+n=(m+n)"
minden n[N-re. Az n=0 eset m'+0=m'=(m+0)" miatt teljesiil. Tegyiik fel, hogy m"+n=(m+n)"
valamilyen nJIN-re. Ekkor m'+n"=(m"+n)'=((m+n)")'=(m+n")", vagyis az allitdis minden n[JN-re igaz.
Megmutatjuk, hogy m+n=n+m minden n[IN-re. Az n=0 eset nyilvanval6. Indukcioval bizonyitva
tegylik fel, hogy valamilyen nUIN-re igaz az allitas. Ekkor m+n'=(m+n)=(n+m)"=n"+m, vagyis
m+n=n+m minden n[JIN-re teljesiil.

18. Fogalmazza meg és bizonyitsa be a természetes szamok szorzasanak
alaptulajdonsagait kimondo tételt, a kommutativitast Kivéve.

Allitas:

Ha k,m,n0IN, akkor

(1) (kOm)h=k[(m[h) (asszociativitas)

2) O00h=n[0=0

3) 10h=nUl=n ( az 1 egységelem)

4) mlh=nlm (kommutativitas)

(5) kO(m-+n)=kOm+k[h (disztributivitas)

Bizonyitas:

(1) n szerinti indukcioval. Az n=0 esetben (k[in)0=0=k[0=k[(m[D0). Tegyik fel,
hogy nlJIN-re igaz az allitas. Ekkor(k[m)Uh*=(k[Om)Un+kCim=k[({m[h)+kOm=k[({m[Ch+m)=k(mCh*").

2) n szerinti indukcioéval. A szorzds definiciojabdl kdvetkezik, hogy n[0=0 [InllIN
esetén, igy n=0 esetén 0[h=0 is teljesiil. Tegyliik fel, hogy n[JIN-re 0Ch=0.Ekkor O0lh*=0Ch+0=0.

3) n szerinti indukcioval. Nyilvan nUl=n[0+n=n. Az, hogy 1[0=0 (2) miatt
teljesiil. Tegyiik fel, hogy nUIN-re 10h=n. Ekkor 1Un*=1lh+1=n+1=n".

(1) n szerinti indukciéval. Ha n=0, akkor k[{m+0)=kUim=k[m+0=kUim+k[0. Tegyiik

fel, hogy igaz nlN-re. Ekkor kOm+n")=kO(m+n)=k(m-+n)+k=(kOm+kh)+k=k[Om+
(kOh+k)=kOm+k[h*.



19. Fogalmazza meg a természetes szamok szorzas alaptulajdonsagait kimondo tételt,
és bizonyitsa be a kommutativitast.

Allitas:

Ha k,m,n0JIN, akkor

(k[m)Ch=k(m[h) (asszociativitas)
0Uh=n[10=0

10h=nUl=n ( az 1 egységelem)
mUn=nlim (kommutativitas)

. kO(m+n)=kOm+k[h (disztributivitas)

Bizonyitas:

5. El6szor bebizonyitjuk, hogy m'Th=mlh+n minden nCIN-reindukcidéval bizonyitva az
n=0 eset m*[0=0=m[0+0 miatt nyilvanvalo. Tegyiik fel, hogy valamilyen nUIN-re igaz az allitas.
Ekkor m'Ch"=m'[h+m"=(mlh+n)+m'=((mCh+n)+m)'=((mCh+m)+n)=(mlCh+n)=mlh" + n". Az
mlh=nm kommutativitas bizonyitdsa n szerinti indukcioval torténik. Az n=0 eset (2) miatt teljesiil.
Tegyiik fel, hogy n{IN-re az allitas igaz. Ekkor m[h™=m[h+m=nCm+m=n"Tm.

N

20.  Bizonyitsa be, hogy a természetes szamok halmaza a < relacioval rendezett.

Allitas:

A természetes szamok halmaza a < relacidval rendezett.

Bizonyitas:

Nyilvanvald, hogy < reflexiv és tranzitiv. Megmutatjuk, hogy antiszimmetrikus. Ha m<n ¢és
n<m, akkor n=m+x és m=n+y valamely x,yUIN-re. De ebbdl n+0=n=m+x=(n+y)+x=n+(y+x). Az
egyszerusitési szabaly szerint y+x=0. Ha x# 0, az 0sszeg definicidja szerint rakdvetkezdje valaminek,
igy nem lehet 0. Tehat x=0. Innen m=n.

Meg kell még mutatnunk, IN barmely két eleme &sszehasonlithato. Jeldlje S(n) azon elemek
halmazat, amelyek egy adott nUJIN-nel 6sszehasonlithatok, S pedig azon nUIN-ek halmazat, amelyekre
S(n)=IN. Azt kell megmutatnunk, hogy S=IN. Eldsz6r megmutatjuk, hogy S(0)=IN, azaz 0LIS. Valoban
m=0+m, igy 0< m OmOIN-re. most feltéve, hogy S(n)=IN megmutatjuk, hogy S(n")=IN. Legyen m[IIN,
ha m< n, akkor n=m+k, igy n"=m+k’, tehat m<n’, azaz mJS(n"). Ha m>n, akkor m=n+k valamely
kOIN-re, amelyere k# 0. Ha k=j*, akkor m=n+k=n+j"=n"+j, igy m=n". Ezzel belattuk, hogy S(n")=IN,
igy ha n[JS, akkor n"[JS. Teljes kapjuk, hogy S=IN.

21. Fogalmazza meg és bizonyitsa be a természetes szamokra a < ¢és a milveletek
kapcsolatat leiro tételt.

Allitas:
Ha m,n€IN, akkor azt mondjuk, hogy m<n, ha van olyan k természetes szam, hogy m+k=n
Legyen k,m,n€IN. Ekkor
1. n* kozvetleniil koveti n-et;
m=<n akkor és csak akkor, ha m+k<n-+k;
k#0 esetén m<n akkor és csak akkor, ha m-k<n-k;
m<n akkor és csak akkor, ha m+k<n+tk;
k#0 esetén m<n akkor és csak akkor, ha m - k<n-k;
ha m - k=n -k és k#0 makkor m=n (egyszerusitési szabaly vagy torlési szabaly k+#0-ra).

AR

Bizonyités:



22.  Bizonyitsa be, hogy a természetes szamok halmaza a < relacioval jolrendezett.
Azt, hogy rendezett, nem kell bizonyitania.

Allités:

A természetes szamok halmaza a < relacioval jolrendezett.

Bizonyitas:

Legyen AcIN nem iires halmaz. Legyen B={m&IN:m<n minden n€A-ra}. Nyilvan 0€B. Ha
n€A, akkor n*¢B. Tehat van olyan meB, amelyre m*¢B, mert egyébként teljes indukcioval azt
kapnank, hogy B=IN. Megmutatjuk, hogy m az A legkisebb eleme. Az vilagos, hogy also korlat, csak
azt kell belatnunk, hogy meA. Ha mgA teljesiilne, akkor minden n€A-ra m<n lenne, amibdl m*<n
kovetkezne, mert m*™ kozvetleniil koveti m-et, ez azonban ellentmondas.

23.  Fogalmazza meg és bizonyitsa be a logikai fiiggvények normal alakjara vonatkozé
tételt.

Allitas:

Bizonyités:

24. Fogalmazza meg és bizonyitsa be a maradékos osztas tételét.

Allitas:

Legyen n>0 természetes szam. Minden m természetes szam egyértelmutien felirhatdo m=qn+r
alakban, ahol q,reIN és r<n.

Bizonyités:

Mivel kn=k, van olyan k, amelyre kn>m, példaul k=m*. Legyen k a legkisebb természetes
szam, amelyre kn>m. Nyilvan k#0, igy k=q" valamely q€IN-re. Mivel qn<m, van olyan r természetes
szam, amelyre m=qn+r. Ha r>n lenne, akkor m=>qntn=kn>m adddna. Az egyértelmiiség
bizonyitasdhoz  tegyiikk fel, hogy m=qmn+r, ahol r'<n. Ha példaul q>q, akkor
m=q'n+r'>q'n>(q+1)n>qn+r=m, ellentmondas, és hasonléan q'<l is ellentmondasra vezet. gy q=q/,
amibdl mar r=r' kovetkezik.

25.



