BMF-NIK Nappali Informatika I. Linearis algebra segédanyjag

1. Vektorok

1.1. Alapfogalmak, alapmuveletek

1.1.1. Elméleti 6sszefoglal6é

Definicio: A tér iranyitott szakaszaitektoroknaknevezziik.
Egy vektort akkor tekintink adottnak, ha ismerjik a naggsag
€s az iranyat.

Jelolés: Felirhatjuk a vektort a kdz@s végpontja segitségévef@ vagy jelolhetjik egy
kisbetlivel is. Az utdbbi esetben a vektort j@dketiit irasban alahtuzzuk, nyomtatasban vastagon
szedjuk:v vagyv.

Ve

Definicio:  Két vektoregyenbd, ha nagysaguk (hosszuk) is|és
irdnyuk is megegyezik.

Példa: AzABCD paralelogrammalB esDC oldalvektorai megegyeznek, mert nagysaguk
és iranyuk is egyedl Irhatjuk tehat, hogyLlB = DC. Az AB ésCD vektorok azonban nem
egyeznek meg, mert iranyuk nem egyezik meg (hanem eIIesr)Ie’ItehaVlB +CD

D C D C

A B A

Téetel: A vektorok egyeridssége ekvivalenciarelacio, azaz
e reflexiv (Va: a = a)
e szimmetrikus'{a, b: haa = b, akkorb = a)

e tranzitiv (Va, b, c: haa = b ésb = ¢, akkora = ¢).

Készitette: Vajda Istvah
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Definicio: A vektor hosszat aektor abszolut értékénag ne-
vezzuk.

JelolésiPQl, p, I

A vektor abszolut értéke csak nemnegativ (valos) szam.lehet

Definicio: Azt a vektort, amelynek abszolut értékend)lvek-
tornaknevezzik. Ennek iranya tetdeges, ezét pl. minden mas
vektorral parhuzamos, de minden mas vektorradheges is.

Jelolés:O, illetve 0. (Kulonbodzik a0 szamtol!).

Definicio:  Haegy vektor abszolut értékeakor egységvektor-
nak nevezzuk.

Megjegyzés: Mid vektor csak egy van, addig egységvektor végtelen sok.

Definicio:  Két vektorsszegéregy harmadik vektort érttink,
amelyet meghatarozhatunk paralelogramma-maodszer, \v&y 6
szeflizés (haromszdg-maodszer, sokszog-modszer) spgiedé

a+b

a
Megjegyzés: Parhuzamos vektorok 6sszegzeése esetén ossgzafiizés modszerét alkalmaz-
hatjuk.

Tetel:  Avektorbésszeadas kommutativ és asszociativ (a szamok
dsszeadasahoz hasonléan), azaz

Ya,besettm+b=b +a
Ya,b,cesetéfa+b)+c=a+ (b+ ).

Definicio: Az a ésb vektoroka—Db kilonbségéiazt ac vektort
értjuk, amelyréb + ¢ = a.

Készitette: Vajda Istvah
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a—b(=c)

Megjegyzesek:

e Két vektor kulonbségét megkaphatjuk agy, hogy k6zos &ppdtba toljulkdket, mert ek-
kor a kulonbségvektor a végpontjaikat 0sszékggktor lesz, a kisebbitebdelé iranyit-

va.

e A vektorok 6sszeadasa, illetve kivonasa soran az erednsatheg &0 is lehet.

e Barmelya vektor esetéa + 0=aésa—- 0= a.

Definicio:  Egy a vektor ésegy A szam szorzategy vektor
amelynek hosszfla| = |A] - |a|, parhuzamoa-val ésA > 0
esetén egyiranyul, < 0 esetén ellentétes iranwyaval.

Tetel: A Vektorok szammal vald szorzasara ervényesek a ko-
vetked miveleti szabalyok:
VA, uVaesetém (ua) = (Au)a  (kvazi asszociativ)
YAVa,besetém (a+b) = la+ Ab (disztributiv)
VA, uVaesetén(Ad + uy)a= Aa+pa (kvazidisztributiv)

Példak:
2-(3a) = 6a
5-(u+v)=5u+b5v
2+7)w=9w

Készitette: Vajda Istvah
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Definicio:  Legyenekay, ay, ..., a, tetsdleges vektorok a tér-
ben,ay, ay, ..., a, pedig valés szamok.

Az viay + arar + - - - + aa, Kifejezést aay, ay, ..., a, vektorok
linearis kombinaciojanakevezzik.

Példa: Haa, b, c vektorok, akkoRa — 3b + 5c¢ egy linearis kombinaciojuk.

Megjegyzés: Ha megadunk néhany vektort, akkor ezeknelelggsok linearis kombinacioja
létezik, hiszen az egyutthatok tefdzges valds szamok lehetnek.

Tetel: Legyeneka ésb az S sikkal parhuzamos vektorok. Ha
a }Jf b, akkor minders sikkal parhuzamoe vektor egyértelmien
elballithatoa ésb linearis kombinaciojaként.

Megjegyzések:

e A tétel tehat kimondja, hogy mindehsikkal parhuzamos vektorhoz talalhaté olyan
ésp valos szam, amelyre = aa + fb.

e Az, hogyv egyértelmierll eld a ésb linearis kombin4cidjaként azt jelenti, hogynak
ésb-nekcsak egyinearis kombinacioja egyediv-vel.

Tetel:  Legyeneka, b ésc a tér vektorai. Ha, b ésc nin-
csenek egy sikban, akkor a tér mindenektora egyertelmuie
elballithatéa, b ésc linearis kombinaciojakent.

n

Megjegyzések:
e Ez atétel az €20 tétel térbeli megfeléle.

e Ebben az esetben nem lenne elég azt feltenni, hogy b2sc vektorok nem parhuza-
mosak, mert pl. ha egy haromszodg harom oldalvektorarol zanakkor sem allithatnak
pl. egy a haromszdg sikjara niégges vektort. (Csak a haromszog sikjaval parhuzamos
vektor lehet a linearis kombinaciojuk.)

e Az, hogya, b ésc nincsenek egy sikban, valojaban azt jelenti, hogy nincarolyik,
amellyel, mindharom vektor parhuzamos. Mivel a vektoradosszlon eltolhatok, mindig
megtehdl, hogy kdzds kezipontba toljukdket, s ekkor kell megnézni, hogy egy sikban
vannak-e vagy sem.

Definicio: Az aj, ap, ..., a, vektoroktrivialis linearis kom-
binaciojana0-a; +0-a + ...+ 0 - a, kifejezést ertjuk.

Készitette: Vajda Istvah
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Megjegyzés: Tehat akkor beszélunk trividlis linearis kambiordl, ha minden egyitthatd

0. Természetesen az eredmény cs@kaktor lehet.

Definicio: Az ay, ay, ..., a, vektorokatlinearisan fuggetler
neknevezzilk, ha csak a trivialis linearis kombinacidulEllen-

kezd esetben a vektorokhmearisan osszefu@meknevezzuk.

Megjegyzés:Ha a megadott vektorok k6zotd & szerepel, akkor biztos, hogy lineari
0sszefliggk, hiszen a tobbi vektor egyutthatéjat 0-nal) egyitthatojat pl. 1-nek valasztv
linearis kombinaci®, de az egydtthatok kézott 0-t6l kilonkbis ebfordul.

san
aa

Tetel:  Két vektor pontosan akkor linearisan dsszefiigha
parhuzamosak egymassal.

Tetel: A tér harom vektora pontosan akkor linearisan 6s

Sze-

fliggd, ha egy sikban vannak.

Megjegyzés: A tér négy vektora mar mindenképpen lineaisaaefligg.

Definicio: A terbeli vektorok egy linearisan fliggetlen vekt

or-

harmasabazisnaknevezzik.

Definicio:  Haeq, e, ez atér egy bazisa és
V = (1€1 + arer + azes,

akkor azaq, an, az Szamokat av vektor (e, ep, e; bazisra vo

natkozo)koordinatainalnhevezzik.

Megjegyzések:

e A fentiekbdl kovetkezik, hogy egy vektornak a koordinatai a bazisiiggenek — teh
mas bazisban ugyanannak a vektornak mas koordinatai vandalkadott bazisra von
kozban a koordinatak egyértelmien meghatarozottak.

at
at-

Készitette: Vajda Istvah
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e A szdmolasok egyszerisitése érdekében altaldban spbddist hasznalnak a tér vekto-
rainak koordinatazasahoz. A bazisvektorok (szokasok jeljj k)

— egyseégnyi hosszusaguadk & |]| = |k| = 1).

— paronként mdilegesek egymasra. (Azaz kézulik barmely&ete6leges egymas-
ra.)

— i, j, k sorrendben jobbrendszert alkotnak. (Vagyislha&égpontja febl nézink
a masik ket bazisvektor sikjara, akkot a j-be pozitiv iranyl (azaz éramutato
jarasaval ellentétedB0°-osnal kisebb szogl forgas viszi.)

Példa: Hav = 2i — 3j + k, akkorv (2, -3, 1), azaz — ai, j, k bazisban v el koordinataj,
masodik koordinataja3, harmadik koordinataja.

Megjegyzés: Az el§ koordinatara hasznalatos abszcissza masodikra aordinata a
harmadikra &otaelnevezeés is.

Tetel:  Két vektor 6sszegének koordinatai az eredeti vektorok
megfeleb koordinatainak dsszegével egy@nl

Példa: Haa(2,7,-3), b(4,-1,5), ésc = a + b, akkorc(6, 6, 2).

Tetel:  Keét vektor kiilonbségének koordinatai az eredeti vekto-
rok megfeled koordinatainak kilonbségéevel egyakl

Példa: Haa(4,1,-3), b(5,—-1,6), ésc = a — b, akkorc(-1,2,-9).

Tetel:  Ha egy vektort egyl szammal szorzunk, akkor az igy
kapott vektor minden koordinataja a eredeti vektor meddte-
ordinatgjanakl-szorosa lesz.

Példa: Haa(3,1, —5) ésb = 4a, akkorb(12,4, —20).

Tétel: A v(vy, vy, v3) vektor hossziv| = \/vf + U5 + U3,

Példa: Hav(3,-1,2), akkor|v| = /32 + (-1)2 + 22 = V14.

Készitette: Vajda Istvah [6]
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Nemcsak a vektorokat, hanem a tér pontjait is szokas kaoé@td@kkal jellemezni. Ehhez leg-
gyakrabban unDescartes-féle koordinatarendszsasznaljuk. Valasszuk ki a tér egy tditr
gesO pontjat (orig0), és toljuk el ag j, k bazisvektorokat gy, hogy ke@dontjukO legyen!
A bazisvektorok iranyitott egyeneseit — az irdny megedyaznegfeled bazisvektor iranyaval
— koordinatatengelyeknek nevezziik és rendrg, z-vel jeloljuk.

Y

\ 4

Definicio:  Egy P pont helyvektoran a@P vektort értjik, aho
O az origo.

Megjegyzés: A fenti definici6ba@P un. kététivektor, mert keZipontja rogzitett.

Definicio:  Egy P pont koordinatain a helyvektoranak a kagor-
dinatait értjuk.

Téetel:  Legyen azAB vektor kezdpontjaA(ay,a,a3), Veg-
pontja B(by, by, bs;). Ekkor az AB vektor koordinatai aB és
A pont megfeled koordinatainak kulonbségével egy@kyl azaz
AB (bl —aq, bz — dy, b3 — 613).

N

Példa: HaA(2, 1, —2) ésB(4, -5, 1), akkorAB (2, -6, 3).

Megjegyzés: Figyeljuk meg, hogy a végpont koordinataikedl & kezdpont koordinatait
levonni!

Készitette: Vajda Istvah
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Tétel: Az AB szakasz hossz@)((al, a,, a3) €sB(by, by, b3)
pontok tavolsaga) megegyezik AB vektor hosszaval:

AB = 01— a1 + (b2 - 22" + (b3 - o)

Példa: HaA (2, -3, 5) ésB (4, 2, —1), akorAB = /22 + 52 + (—6)> = V65

Tetel: Egy szakasz felégpontjanak helyvektora a végpont
helyvektorainak szamtani kozepével egyeréplettel

OF = OA + OB
2
aholF azAB szakasz felepontja.

@)

Tetel: Egy szakasz felépontjanak koordinatai a végpont
megfeleb koordinatainak szamtani kozepével egpénl

Példa: HaA(6,3,1), B(4,9,-7)) és azAB szakasz feldmpontjaF, akkorF(5,6, —3).

Készitette: Vajda Istvah

ok

ok
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Tetel:  Egy haromszdg sulypontjanak helyvektora a csucspon-
tok helyvektorainak szamtani kbzepével egyemdéplettel
0% — OA + (;B + OC

aholS az ABC haromszo6g sulypontja.

Tetel:  Egy haromszdg sulypontjanak koordinatai a csucspon-
tok megfeled koordinatainak szamtani kozepével egyénl

Példa: HaA(6,3,1), B(4,9,-7), C(-5,4,2) és azABC haromszog sulypontj&, akkor
5(5 16 _é)_

3737 3

Készitette: Vajda Istvah [9]
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1.1.2. Feladatok

1. Egy téglatest egyik csticsabdl kiindulo lapatlovektotok z. irja fel ezek segitségével a
velik azonos csucsbol kiindul) b, ¢ élvektorokat!

2. Legyenv, = 3a +2b,v, = —a + 3b, v; = 2a — 4b.
Fejezze kia-val ésb-vel aw; = 3v; — v, + 2v3 €S aw, = v, — 2v; + 3v3 vektorokat!

3. Fejezze ki anu(26,12,-17),v(8,2,—-1) ésw(2,1,1) vektorokat aza(3,1,-1) €s
b(4,2, —3) vektorok linearis kombinéacidjaként!
Megoldas:u = 2a+5b, v = 4a—b, w nem allithat6 € a ésb linearis kombinaciojaként.

4. Adottak azA(2,5,—1) ésB(7,0,3) pontok. Hatarozza meg a% pont B-re vonatkoz6
tukorkéepéenek koordinatait!

5. Az ABC haromszdg két csucsponifg2, -2, 1), B(6, -3, 1), sulypontjaS(3,-2,1). Ha-
tarozza meg & csucspont koordinatait!

6. lgazolja, hogy h& azABC haromszo6g sulypontja, akk6r + SB + SC = 0,
7. Az ABC haromszog sulypontjat jeloljik-sel! Adja meg aBA vektort az
a) AB ésAC
b) AB ésBC
vektorok linearis kombinaciojaként!
8. Dontse el, hogy parhuzamosak-e a kovebkezktorparok:
a) a(-3,4,7), b(2,51)
b) ¢(12,9,15), d(8,6,10)
c) e(7,—4,2), b(0,0,0)
9. Dontse el, hogy az alabbi pontharmasok egy egyeneseak+mn
a) A(-4,5,2), B(2,0,-3), C(14,-10,-13)
b) D1,1,1), E@4,1,7), F(5,-1,-1)
10. Szamitsa ki az alabbi vektorok hosszat:
5 30 6

a8,—14,-8), b (ﬁ -, ﬁ) o(4,-9,10)

11. Adja meg az alabbi vektorok iranyaba mutaté egységvekao:
a(4,-12,3), b(0,0,-7), «¢c(-1,4,8)

Készitette: Vajda Istvah
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1.2. Vektorok skalaris szorzasa

1.2.1. Elméleti 6sszefoglalé

Definicio:  Legyena ésb két0-t0l kilonb6d vektor. Ha k6zos
kezdpontba toljukdket, akkor a félegyeneseik altal meghataro-
zott konvex szdoget ket vektor hajlasszogénaevezzuk.

Megjegyzések:
e Ha az egyik vektor 8, akkor a mésik vektorral bezéart szoge téteges, hiszen@iranya
is tetsdleges.

e Ha nem kotottik volna, ki, hogy a két vektor szogén konvexazag0°-nal nem nagyobb
— szOget értunk, akkor a definicié nem volna egyértelm.

C

v

Definicio: Az a ésb vektorokskalaris szorzataaz

ab = |a| - |b| - cos ¢

szamot értjuk, ahap aza ésb vektorok hajlasszoge.

Készitette: Vajda Istvah
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Példak:
e Ha azABC szabalyos haromszdg oldalainak hossza 3 hosszuségegykégasz) és
BC oldalvektorok skalaris szorzafeB - BC = 3 - 3 - cos 120° = —g.

e Ha aza vektor hossza 7, & vektor hossza pedig 5 hosszlUsagegyseg, tovalisb

352
2

hajlassz6gd5°, akkorab =7 -5 - cos 45° =

~ 24,75

Téetel: A skalaris szorzakommutativmuUvelet, azaz

Ya, b: ab =Dba

Tétel: A skalaris szorzadisztributivmuivelet a vektorosszea-
das felett, azaz

Ya,b,c: a(b+c)=ab+ac

Tétel:
Ya,b, A: (Aa)b = A(ab) = a(Ab)

ahola ésb vektorokA skalar.

Megjegyzés: A vektorok skalaris szorzassm asszociativ

Téetel: Két vektor skalaris szorzata akkor és csak akkor 0,|ha a
két vektor mebleges egymasra.

Megjegyzés: Ha a két vektor kdzul legalabb az egyik akkor a két vektor skalaris szor-
zata 0-val egyef, de mivel a0 iranya tetsdleges, ilyenkor is mondhatjuk, hogy a két vektor
merbleges egymasra.

Téetel: Az a(ay, ap, az) €sb (by, by, b3) vektorok skalaris szor-
zata
ab = a1b; + a>b, + azbs.

Példa: Aza(4, 2, —5) ésb (1, 3, 2) vektorok skalaris szorzatdh =4-1+2-3-5-2 =0,
tehata L b.

Készitette: Vajda Istvah
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Tétel: Ha aza ésb vektorok egyike serd, akkor a két vektor
@ hajlasszogenek koszinusza:

ab
|a| - [b]

cos @ =

Megjegyzés: Ha a két vektor koordinatait ismerjik, akkorag#tel leheivé teszi a két
vektor hajlasszdgének a kiszamitasat:

ﬂlbl + ﬂzbz + ﬂ3b3
2020 2. 12012012
\/”1 +a; +a; \/b1 + b5 + b3

Példa: Jeldljuk aa (-1, 3, -2) ésb (—4, 2, 1) vektorok hajlasszogét-vel! Ekkor

cosQ =

(1) - (-4)+3-2+(-2)-1 _ 8
VEDT+3 4 (<22 (42 +22+12 V14 V21

cosp = ~ (0,4666 = ¢ ~ 62,2°

Definicio:  Jeldljuk aza ésb vektorok hajlasszoget-vel! Az
|la| - cos ¢ szorzatot aa vektor ebjeles vetiletének nevezziilb:
vektor egyenesén.

-

Megjegyzés: Az dljeles vetilet abszollt értéke megegyezikhazktorb egyenesén vett
merbleges vetuletének hosszavabjele pedig pozitiv, hg < 90°, negativ, hap > 90°. (Ha
@ =90°, akkor az ebjeles vetilet 0.)

Tetel: Az a vektor ebjeles vetiilete & vektor egyenesén

ahole, ab vektorral egyiranyu egysegvektor.

Készitette: Vajda Istvah
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8

Példa: Aza(4,2, —1) vektor ebjeles vetllete &(-2, 1, 2) vektor egyenesé% =-3

Definicio: Az a vektor vetiletvektora b vektor egyenesén az
az a,-vel jelolt vektor, melynek kezapontjaa kezdbpontjanak,
végpontja pediga végpontjanak méileges vetillete & egye-
nesén.

a b
Megjegyzés: Ha aa vektor ebjeles vetilete & egyenesén pozitiv, akkor vetlletvektbrael
egyiranyu, ha negativ, akkor vetiletvektbrael ellentétes iranyu.

Tetel: Az a vektor vetiletvektora b vektor egyenesén

ab
dy = ——=

= bp b = (aey) ey

Példa: Bontsuk fel aa(4,2, —1) vektort ab(-2, 1, 2) vektorral parhuzamos dg-2, 1, 2)-

re mebleges Osszetéve!

, , . b 8
Megoldas: A parhuzamos komponenmsvetiletvektora, azap = a, = D b= —§b, azaz

R
(E —§ —E) A medleges komponens = a — tehétm(@ % Z)
P9 7979) g P —aTp 9'9’9)

Készitette: Vajda Istvah
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1.2.2. Feladatok

1. A szOgek kiszamitasa nélkil déntse el, hogy az alabboveétok hegyes-, derék- vagy
tompaszoget zarnak be:
a)a(-3,2,0), b4,1,5 b)a(1,1,9), b(2,1,3)
c)a(1,1,1), b(-10,7,3) d)a(5,-3,4), b(1,-1,2)

2. Adottak aza(3, -6, 1) és ab(12,4, z) vektorok. Hatarozza megértékét ugy, hogw és
b medlegesek legyenek egymasra.

3. Mutassa meg, hogy a£-2, 3,6),b(6, -2, 3), c(3, 6, —2) vektorok kockét feszitenek ki!

4. Szamitsa ki a kovetkéaektorparok szogét:
a)a(7,-1,6), b(2,20,1)
b)c(3,6,-2), d(5,4,-20)
c)e(-1,4,7), f£(5,-2,0)
dg=i+2j+k, h=5i-3j-4k
e)vi =3i-2j-3k, v,=-2i+3j+k

5. Hatédrozza meg aABC haromszdg kerlletét és szogeit, Adl,5,6), B(-2,—-1,0),
C(2,2,1)!

6. Hatérozza meg a2, -5, 1) vektornak ab(3, 0, 4) vektor egyenesére @snedleges ve-
tiletének hosszat!

7. Bontsa fel aa(3, —6,9) vektort ab(2, -2, 1) vektorral parhuzamog, ésb-re mebleges
m Osszetebire!

8. Egy hdromszdg csucsai 441, 0, 2), B(3,7,-2), C(1,-1,0) pontok, sulypontje&, az
AB oldalhoz tartoz6é magassag talpporiffjaSzamitsa ki asT szakasz hosszat!
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1.3. Vektorok vektoridlis szorzasa

1.3.1. Elméleti 6sszefoglalod

Definicio: Az a ésb vektorokvektorialis szorzataazt azaxb-
vel jelolt vektortértjuk, amelyre a kovetkék teljesilnek:

e hosszga X b| = |a| - [b| - sin¢, aholgp aza esb vektorok
hajlasszoge,

e iranya mebleges aa ésb vektorok mindegyikére,

e a,b ésa X b ebben a sorrendben jobbrendszert alkot.

axb$

<

a

Megjegyzések:
e Haa ésb parhuzamos, akkarx b = 0, mertep = 0 vagye = 180° és mindket esetben
sin @ = 0. Ekkora x b iranya tetsaleges. Ha ésb nem parhuzamosak, akkor egy sikot
feszitenek ki és a vektorialis szorzat erre a sikradheges.

e A harmadik tulajdonsagra azért van sziikség, meis iranyat nem hatarozza meg egyér-
telmlien, hogy ésb sikjara medleges, mert két ilyen irany is van. Azon, hogiyb és
a X b ebben a sorrendben jobbrendszer, azt értjik, aogp vegpontja febl ranézve az
a ésb vektorok sikjaraa-t b-vel egyiranyu vektorba egy80°-nal kisebb pozitiv iranyu
(6éramutat6 jaraséaval ellentétes) forgatas viszi.

Peldak: Hd, j ésk a Descartes-fele koordinatarendszer bazisvektorairdbdjo= k, jxk = i,
kxi=j,jxi=-k kxj=-i,ixk=-j.
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Tetel: Keét vektor akkor és csak akkor parhuzamos, ha

axb=0

Megjegyzés: A fenti tételt nem szoktuk két vektor parhuzssdganak vizsgalatéra hasz-

nalni, mert a parhuzamossag kérdése egyszeriibben igheddfiin

Téetel: A vektoridlis szorzas nem kommutativ, mert

aXxb=-bxa

Megjegyzés: Miveh ésb megcserélésével a szorzat az ellentettjére valtozik, soriéks

szorzas alternalé mvelet.

Tetel: A vektoridlis szorzas nem asszociativ, mert van obyg
b ésc vektor, amelyre

(axb)xc#ax(bxc)

1N

Példa:(ixi)xj=0xj=0,ix(ixj)=1xk=—j, tehat(i x i) xj #1ix (i xj).

Tétel: A vektoridlis szorzas disztributiv a vektorosszeada
lett, azaz

ax(b+c)=axb+axc
(b+c)xa=bxa+cXa

S fe-

Megjegyzés: Mivel a vektorialis szozas nem kommutativtdzeszelhetiink kilon balold
és jobboldali disztributivitasrol.

ali

Tetel:  Tetsdlegesa ésb vektorok ésA valés szam esete
fennall a
Alaxb)=Aaxb=axAb

2N

dsszefuggeés.
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Tetel: Az a(ay,a,a3) €s b (by, by, b3) vektorok vektorialis
szorzata

\°xJ

i j k
axXb=|a o as
b1 by bs

Megjegyzés: A képletben szerém x 3-as determinans kdnnyen megjegyebheizért
szokas a vektorialis szorzatot determinans-alakban nmegad

Példa: Aza(2,1,1) ésb (3, —1, 4) vektorok vektorialis szorzata:
i j k
2 11
3 -1 4

axb= _H-k:5i—5j—5k

2
3

L2,
-1 4073 4l

Tetel: Az a ésb vektorok altal kifeszitett paralelogramma
tertlete a két vektor vektorialis szorzatanak abszoligkérte
egyenb:

T = |a X b|

a
Példa: Aza(2,1,1) ésb (3, —1,4) vektorok vektorialis szorzata &i — 5j — 5k vektor, ezért
aza ésb altal kifeszitett paralelogramma terilete:

T = |5i - 5§ — 5k| = /52 + (=52 + (=5)2 = 5 V3 ~ 8,66

Készitette: Vajda Istvah
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Tetel: Az a ésb vektorok altal kifeszitett haromszdg terile
X b
T = 1axbl
2

te:

a
Példa: Szamitsuk ki aaBC, teruletét, hai (6,—-2,1), B(3,4,—1) ésC (2,5, 7)._)

. . T 4B x 4¢]
Az AB(-3,6,-2) ésAC(—4,7,6) vektorok kifeszitik a haromszdget, ezéyt = —
—> —> i j k —_ —_ —_ —_
ABXAC=|-3 6 -2|= 6 =2 i- 3 =2 j+ >0 -k = 50i + 26j + 3k

7 6 -4 6 -4 7
-4 7 6
2 2 2
T, = V502 + 262 + 3 _ V3185 28,22

2 2
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1.3.2. Feladatok

1. Végezze el a kijelolt mlveleteket a kdvetkdafejezésekben:
a)(a+b)x(a—2b) b) (3a — b) x (b + 3a)
c)(a+2b)x (2a+Db)+(a—2b) X (2a—Db)

2. Adottak aza(2,-3,1), b(4,2,-1), ¢(1,0,-3) vektorok. Szamitsa ki & = (a X b) X ¢
vektor koordinatait!

3. Adjon meg olyarx vektort, amely mdsleges aa(2,-3,1) és ab(1, -2, 3) vektorra és a
c(1,2,-7) vektoral valo skaléris szorzata = 10!

4. Adottak azA(1, 3, -2), B(5,6,—10), C(4,9,0) és aD(8,12,-8) pontok. Bizonyitsa be,
hogy azABCD négysz0g paralelogramma és szamitsa ki a teriletét!

5. Szamitsa ki aABC haromszdg teruletéet, &4, -1, -3), B(3,1,-2), C(1,5,0)!

6. Mekkora szdget zarnak be egyméssaA&D tetraéderABC és ACD lapsikjai, ha a
csucsok koordinataiA(2,3,1), B(4,1,-2), C(6,3,7) ésD(-5,—-4,8)?

7. Ha aza ésb vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriletakkor mekkora &a+3b
és ada — 2b vektorok altal kifeszitett paralelogramma tertlete?

Készitette: Vajda Istvah
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1.4. Harom vektor vegyesszorzata

1.4.1. Elméleti 6sszefoglalod

Linearis algebra segédanyj

ag

Definicio: Az a, b ésc vektorokbol képzett

(axb)c

kifejezést aza, b ésc vektorokvegyesszorzatanalevezzik.

Megjegyzések:

e Az elnevezés arra utal, hogy hogy a kifejezésen belul kéetfzjorzas is szerepel.

e A vegyesszorzat eredmeénye skalar.

pedon térfogataval:
V =|(axb)c

Tetel: Haa, b ésc nem esnek egy sikba, akkor vegyesszc
tuk abszolut értéke megegyezik az altaluk kifeszitett|pHegi-

sikba, haa x b) ¢ vegyesszorzatul.

Téetel: Az a, b ésc vektorok akkor és csak akkor esnek ¢

rza-

=gy

Tetel: Az a, b ésc nem egy sikba é@svektorok akkor és csak
akkor alkotnak ebben a sorrendben jobbrendszertahab) c
vegyesszorzatuk pozitiv, tovabba akkor és csak akkor
ebben a sorrendben balrendszert (h& b) ¢ negativ.

t

Készitette: Vajda Istvah




BMF-NIK Nappali Informatika I. Linearis algebra segédanyjag

Tetel: Felcserélési tetelletsDlegesa, b ésc vektorok esetén

(axb)c=a(bxc)

Megjegyzések:

e A tétel elnevezése arra utal, hogy miveletek cseréjévebgesszorzat eredménye nem

valtozik.

e A tétel nem megle@, ha arra gondolunk, hogy mindkét vegyesszorzat a harororvek
altal kifeszitett paralellepipedondtles térfogataval egyemnl

e Mivel — amint a tételbl latszik — mindegy, hogy melyik miivelet hol szerepel,lsmoaz
(a X b) c vegyesszorzatot egyszerUanc-vel jeloini.

Tétel: Az a(al, a», 613), b(bl, bz, b3) éSC(Cl, Co, C3) vektorok ve-
gyesszorzata:

ap dz 4as

abc = b1 bz b3

C1 C» C3

Példa: Haa(2,-1,-1),b(3,2,4) ésc(4,1,2), akkor

2 -1 -1
abe=|3 2 4|=|2 F|24|3 ]2 2 c1)=3,
L 1 o 12 4 20714 1

a harom vektor altal kifeszitett paralellepipedon terfagatérfogategység,
a, b ésc ebben a sorrendben jobbrendszert alkot, mert vegyessabzazitiv.

Tetel: Az a, b ésc vektorok altal kifeszitett tetraéder térfogata
egyenb a vegyesszorzatuk abszollt értékének hatodrészével:

labc|
V=
6

Készitette: Vajda Istvah
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Feladatok

. Komplanarisak-e az alabbi vektorharmasok:
a)(2,3,1), @1,-1,3), (1,9,-11)
b)(3,-2,1), (2,1,2), (3,-1,2)
c)(2,-1,2), 1,2,-3), 3,-4,7)

. Egy sikban vannak-e a kovetkegontnégyesek:
a)(,2,-1), (0,1,5), (-1,2,1), (2,1,3)
b)(1,2,0), (0,1,1), (3,5-4), (-4,-2,6)
c)(1,54), (-2,1,-6), (0,2,-1), (2,3,4)

. Mekkora aza(2,3,4), b(2,3,1), (1,2, 3) vektorok altal kifeszitett paralellepipedon tér-
fogata?

. Mekkora azABCD tetraéder térfogata, ha csucspontjai
a)A(1,-2,3), B(-4,2,1), C(3,0,2), D(0,-2,5)
b)A@3,-1,-1), B(5,-2,3), C(4,0,-2), D(5,0,1)

. Egy tetraéder csucspontjai2, 3,4), B(4,1,-2), C(6,3,7), D(-5,—4,8). Szamitsa ki a
D csucshoz tartozo magassag hosszat!
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1.5. Egyenes és sik

1.5.1. Elméleti 6sszefoglalod

Definicio: Az e egyenessel parhuzam@gol kilénbdd vek-
tort e iranyvektoranakevezzuk.

Megjegyzesek:
e Minden egyenesnek végtelen sok iranyvektora van.

e Parhuzamos egyenesek irAnyvektorai megegyeznek.

\V
0]

Definicio:  Hary aze egyenes egy, pontjanak helyvektora &
v aze iranyvektora, akkor az

r(t) =rg + tv (t € R)

egyenletet az egyeneparameéteres vektoregyenletérmavez-
zuk.

@)

Megjegyzesek:

e Hat végigfut a valés szamok halmazan akkor minden értékéhemelyektor tartozik,
amely az egyenes egy pontjanak helyvektora.

e A t paraméter kilonbdazértékeihez kulonbder vektorok tartoznak.

e Az e egyenes barmely pontjanak helyvektordadlt alkalmas megvalasztasaval.
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Példa: HaPy(2,3,1) aze egyenes egy pontja &%5, —2,7) az egyenes egyik iranyvektora,
akkore paraméteres vektoregyenlete:

r=Q2+5)i+(GB-2)j+(1+7Hk

J7

Definicio:  Ha Py (xo, yo,z0) az e egyenes egy’, pontja és
v (v1, V2, v3) aze iranyvektora, akkor az

X = Xxo+0vt
Y= Yo+0at (t € R)
zZ = zg 403t

egyenletrendszert azegyenegarameéteres egyenletrendszere-
neknevezzuk.

Megjegyzés: A paraméteres egyenletrendszer ugyanaztsaeftiggést fejezi ki, mint a
paraméteres vektoregyenlet.

Példa: Ha & (2,1,4) pont rajta van az egyenesen ésw(3, —1, —2) vektor parhuzamos
e-vel, akkore patraméteres egyenletrendszere:

x =2+ 3t
y=1- 1t (teR)
z=4 -2t

J7

Definicio:  Ha Py (xo, yo,z0) 8z e egyenes egy’, pontja és
v (v1,v5,03) aze iranyvektora, ahoty, v,, vz egyike sem 0, ak-
kor az

7

X=X Y—Yo z-—29

01 B (%)) B U3
egyenletrendszert azgyenes (paramétermentegyenletrends
zeréneknevezzuk.

o7
1

Példa: Ha & (2,1, 4) pont rajta van az egyenesen ésw(3, —1, —2) vektor parhuzamos
e-vel, akkore egyenletrendszere:
x-2 y—-1 z-4
3 -1 =2
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Megjegyzések:

e Ha az egyenes paraméteres egyenletrendsaekéiiszobdljik at paramétert, akkor
megkapjuk a paramétermentes egyenletrendszert.

e Ha az iranyvektor valamelyik koordinataja O, akkor az eggeagyenletrendszere mas
form@ja, de akkor is megkaphaz6 a paraméteres egyenlsieril ¢ kikiiszobolésével.

Példa: Ha & (2,1,4) pont rajta van az egyenesen ésw(3,0, —2) vektor parhuzamos
e-vel, akkore egyenletrendszere:

Definicio: Az S sikra meblegesO-tél kilonbdd vektort azs
sik normalvektoranakevezziik.

Megjegyzések:
e Egy siknak végtelen sok normalvektora van.

e Parhuzamos sikok normalvektorai megegyeznek.

Definicio:  Harg azS sik egyP, pontjanak helyvektora asaz
S normalvektora, akkor az

n(r—ry) =0

egyenletet a5 sik vektoregyenleténeevezzik.

S
P

Ty r

O
Megjegyzés: Az egyenletet azért nevezzik a sik vektordgiéarek, mert a sik minden pont-
janak helyvektora kielégiti, mig mas pontok egyike sem.
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Definicio:  Ha Py (xo, yo,20) az S sik egy pontja éa (A, B, C)
az S normalvektora, akkor az

Ax—x0)+B(y—1y)+C(z—2) =0

egyenletet a5 sik egyenleténekevezzik.

Megjegyzeés: Ez az egyenlet ekvivalens a sik vektoregy&veét
Példa: HaP, (4, —1,-2) az$ sik egy pontjan (2, 3,5) S egy normalvektora, akkor

2(x-4)+3(y+1)+5(@z+2)=0

a sik egyenlete.

Készitette: Vajda Istvah
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1.5.2. Feladatok

1. irja fel a P ponton athaladd iranyvektorii egyenes paraméteres és paramétermentes
egyenletrendszerét:
a) P(-1,3,7), v(—4,2,6)
b) P(0,-1,2), v(1,7,-9)

2. irja fel a kbvetkets pontparokat 6sszekbegyenesek egyenletrendszerét:
a) P(-2,5,6), Q(7,-1,3)
b) P(5,1,2), Q(-5,1,3)

3. irja fel annak az egyenesnek az egyenletrendszeréty dtastkedik aP(-3,2, —1) pon-
tra €s parhuzamos az= 3 + 2t, y = 8 +t, z = 1 — 7t egyenessel!

4. Adott a sikn normélvektora é® pontja. irja fel a sik egyenletét!

a) n(-3,2,1), P(9,1,0)
b) n(9,1,0), P(-3,2,11)

5. irja fel annak a siknak az egyenletét, amely illeszkedikla—2, 3) pontra és parhuzamos
a3x — 4y + 5z — 3 = 0 sikkal!

6. Adott két pont: A(0,-1,3) ésB(1,3,5). Irja fel annak a siknak az egyenletét, amely
atmegy azA ponton és mdileges az AB egyenesre!

7. irja fel annak a siknak az egyenletét, amely illeszkedik &, 4, —5) pontra és parhuza-
mos aza(3,1,-1) ésb(-1,2, —1) vektorokkal!

8. Egy haromszog cstcspontjadi(—2,0,-1), B(-1,-1, -1), C(1, -5, 3). Allitson a haroms-
z6gA csucsaban a haromszog sikjara deges egyenest! Mely pontban dofi ez az egye-
nes azx — y + z = 0 sikot?

9. Hatarozza meg annak az egyenesnek a vektoregyenletéty amely illeszkedik a

. 2x —1
P(1,-1,5) pontra, parhuzamos az 3y —z = 4 sikkal és mejleges axT =1+y= Z

egyenesre!

10. irja fel aP(1,3,2) pontra illeszked és a—2x + y + 3z = 1 ésx — y — z + 2 = 0 sikok
metszésvonalaval parhuzamos egyenes vektoregyenletét!

11. Mutassa meg, hogy az-3 =3(1 - y) = —(z+ 1) és a4 — x = 3y + 6 = z egyenesek,
valamint aP(5, —1, —2) pont ugyanarra sikra illeszkednek! irja fel a sik egyemleté

12. irja fel annak a siknak az egyenletét, amely illeszkewliR(—2,3,1) pontra és az
x—y+3z=8, 2x+y—z=-2sikok metszésvonalara!

Készitette: Vajda Istvah
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2. Matrixok és determinansok

2.1. Alapfogalmak

2.1.1. EIméleti 6sszefoglald

Definicio:  Legyenekn esm pozitiv egész szamok. Nevezzik
(n - m)-esmatrixnaka valos (esetleg komplex) szamok egy olyan
tablazatat, amelynek sora ésn oszlopa van.

2 -1 4 2
-3 4 0 5
1

0 11 -6

Példa:

Megjegyzések:

e Ha a matrixnak: sora ésn oszlopa van, akkor azt mondjuk, hogy-(m) tipusu.
e Atablazatban szerepkzamokat a matriglemeineknevezzik.

e A matrix fogalmat altaldban a fenti definicional tagabbaelérezik: Ha(T;+,-) egy
test, akkor a elemeildl képezett téglalap alaku tablazalofeletti matrixnak nevezzik.

Jelblések:

e A matrixokat nyomtatott nagybetlivel szoktak jel6lni (ny@mtasban vastagon szedve):
A,B/M,...

e Ha a jel6lésben a matrix tipuséara is utalni akarunk, akkagadpik a sorok és oszlopok
szamat is. (PI(.?;) olyan matrix, amelynek 5 sora és 7 oszlopa van.)

e Az A matrixi-edik soranak-edik elemét;;-vel jeldljik, tehat az esindex azt mutatja,
hogy az elem hanyadik sorban, a mésodik pedig azt, hogy dé&ngszlopban van. (PI.
a,3 a masodik sor harmadik eleme.)

e Hasznalatosak a matrix jelolésére még a koveikez

[ai]], [aij]nhm, aholi € {1,2,...,n}, je{1,2,...,m}
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Definicio:  Ha egy matrixnak ugyanannyi sora van, mint ahany
oszlopa, akkonégyzetes (kvadratikumatrixnak nevezzuk.

2 -1 2
-3 4 0
1 11 -6

Megjegyzes: A négyzetes matrix sorainak (és oszlopainakna a matrixendje (Pl. a
fenti négyzetes matrix harmadrendd.)

Példa:

Definicio: A négyzetes matriXoatlojatazok az elemek al-
kotjak, amelyek ugyanannyiadik sorban vannak, mint ahdikya
oszlopban.

Tehatay; (az el® sor el$ eleme)a,, (a masodik sor masodik eleme), .a,, (az n-dik sor

n-dik eleme).
Példa:
3 4 -2
[—1 5 0
6 2 3

Definicio: A négyzetes matrix masik@atlotol kulonb6d) at-
|6jat mellékatlonaknevezzik.

A mellekatlo elemeiny,, axp-1y, - .., An.
Példa:

3
-1
6

4 -2
5 0
2

3

Definicio: A diagonalis matrix (diagonalmatriglyan négy+
zetes matrix, amelynek minde@dtlon kivili eleme 0.

Megjegyzés: Az nem kizart, hogy aétléban is legyen 0.

Peldak:
20 0 30 0 000
A=107 0 B=|{0 0 0 C=|1000
0 0 11 00 -2 000

Definicio: Az olyan matrixot, amelynek minden elemenl-
matrixnaknevezzik.
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Példak:

000
N,=({0 0 O
000

0000
Nz‘[o 0 0 o]

Definicio: Az olyan diagonalis matrixot, amelynek mingen

foatldbeli eleme legységmatrixnakevezzik.

Példak:
Es=[0 1 0 E, =
00 1 0010
0001
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2.2. Determinansok

2.2.1. EIméleti dsszefoglald

Definicio:  n-edrendldeterminansnakevezzik azt a flugg-
vényt, amely a négyzetes matrixok halmazan értelmezettrés m
den négyzetes matrixhoz hozzarendel egy valdés szamot & kdve
kez0 szabalyok szerint:
a a .,
e Ha A =| "™ "2 | akkor determinansa
(2:2) az1 a2
a1 a
detA =| " "= 1100 — aypa
az1 a2
a11 a1 ... A1n
ayi dy ... a
eHa A = | ™ ** | aholn > 2, akkor deter-
(n-n) ce
_ _anl an2~~annd
minansa
a1 412 ... Aip
a a oo a
det A = 21 2 2 = a1 D11 +a1pD1p + ...+ a1,D14,
anl anz oo e ann
aholDq{, Do, ...,Dy, rendre azqq, apo, . . . ,a1, €lemekhez
tartozo ebjeles aldeterminansok.
Az eldjeles aldeterminansokat ugy kapjuk, hogy elhagyjuk
a megfeled elemay; sorat és oszlopat, és a megmarado|ele-
mekldl szamitott determinanst megszorozzuk ) -nel.

Jelolés: Mint a definicidébdl is kiderll, a determinanstlgsthen Ugy kilonbdztetjik meg a
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matrixtél, hogy nem zarojelbe, hanem két fidgpes vonal kozé tesszik. Pl.:

2 5 -1
6 3 8
-2 -1 7

Megjegyzések:

e A fentidefiniciérekurziv definicigmert egy egyszer(i esetbdn ( 2)-es) kilon megadjuk
a determinans értékét, a magasabbrendl determinangiétpiedig visszavezetjik az
alacsonyabbrendiekre.

e A determinans elnevezeést val6jaban &stértelemben hasznaljuk, mert az néha a defini-
cio szerinti figgvényt, néha annak helyettesitési értighenti.

e A magasabbrendl determindnsok definicié szerinti meghaidat szokas aglsh sor
szerinti kifejtésnelnevezni.

e Lehetne beszéln(l - 1)-es determinansrdl is, ekkor a determinans értéke annadt-egy
len elemével lenne egydnl A (2 - 2)-es determinans értéke ekkor éppen annak st
szerinti kifejtésével addédna.

e Szokas a determinanst masképpen is definialni. Mas defiag@tén tétel mondja ki,
hogy az elé sor szerinti kifejtés a determinans értékét adja.

Példak:

123

34 5[=1.|% 22203 2433 4|21.5-2.10+3.5=0
35 15 13

135

2 0 -2

3 1 5|=2.] Y24 ° Y254 (n=m

L1 -1 0 4 -1

A determinans kifejtése nemcsak azoed®r szerint torténhet. A kulonbékifejtések soran
hasznaljuk az UrsakktablaszabalyA determinans elemeihez illetve — el6jeleket rendellink,
amelyek agy valtakoznak, mint a vilagos és sotétdkezsakktablan. Az efssor el$ eleméhez
+ elbjel tartozik:

+ - +

Egy tetsbleges elemhez tartozéégbles aldeterminans Ugy kaphaté meg, hogy elhagyjuk
az elem sorat és oszlopat, a megmaradé elemekhez tart@etdeinst pedig akkor szorozzuk
meg(—1)-gyel, ha az elemhez a sakktabla szabaly szerilbjel tartozik. Ez 6sszhangban van
az el$ sor szerinti kifejtésnél alkalmazdtt1)*'-nel valds szorzassal.

Készitette: Vajda Istvah
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Tétel:
ain a2 ... i
4 e B D s D+ ..+, D,
Ayl An2 ... Apn

aholD;, aza; elemhez tartoz6 éjeles aldeterminans, azaz a de-
terminans ertékét barmelyik sora szerinti kifejtéssel kappat-
juk.

Ugyancsak a determinans értéke adddik tdeges oszlopa
szerinti kifejtéssel is.

2 1 -1
Példa: Fejtsikkia3 0 2 |determinanst az eéssora szerint!
4 -2 1
2 1 -1
0 2‘ ‘3 2 ‘3 O‘
3 0 2(=2 -1 +(-1)- =
i 2 1 2 1 4 1 4 -2

=2(0—(-4)) - (3-8) - (=6 —0) = 19

Fejtsiik ki ugyanezt a determinanst a masodik sora szetint is

2 1 -1
3 0 2|=-3.] } M 2?2 o302 -2(-4-2)=19
L o 1 2 1 4 -2

Végul fejtsik ki ezt a determinanst a masodik oszlopa stterin

2 1 -1
3 0 2|=-1-122]+2.]%2 M o1po8) 42— (-3)=19
— 1 4 1 3 2

Megjegyzés: A determinans értéke mindharom esetben 1&wah@dott, de a masodik és a
harmadik esetben kicsit kevesebb szamolassal, mert obranlketve oszlopot valasztottunk,
amelyben 0 is volt, igy eggyel kevesebb aldeterminanstttddiszamitani.

Készitette: Vajda Istvah
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Tétel: Harmadrend( determinansok kiszamitasara hasznal-
hatjuk még az un. Sarrus-szabalyt is:

= 11022033 + A12023031 + A13021032—

— (a13a20a31 + A11023032 + A12021433)

Példa: Szamitsuk ki a

3 2 -1
1 2 1
4 -2 1

determinans értékeét Sarrus-szabaly segitségével:
I\%

2.3. Miveletek matrixokkal

2.3.1. EIméleti 6sszefoglald

Definicio:  Két matrixegyend, ha azonos tipusuak és a meg-
felel6 helyen allo elemeik egyebik.

Definicio:  Ha egy matrix sorait és oszlopait felcsereljik
egymassal, akkor az igy kapott matrixot az eredeti matar-

szponaltjanakevezzik.

C—

Jelolés: AzA matrix transzponaltjdA*-gal, illetve AT-vel jel6ljuk.
Példa:

3 -1 4 2

HaA:l7 2 11 0

] akkorA® =

N = = W
[
O~ NN

Készitette: Vajda Istvah
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Tetel: HaazA matrix (n - m) tipusu, akkoA* (m - n) tipusu.

Tétel: Matrix transzponaltjanak transzponaltjia az eredeti
Matrix:
(A)" =A

Definicio: Az (n - 1)-es matrixoszlopvektornalaz (1 - n)-es
matrixotsorvektornaks nevezzik.

Jeldlések:
ay
an

a=| . ,iIIetvea*:[al a ... an]
y
Megjegyzés: Az oszlopvektort nyomdatechnikai okokboledtkeHképpen is szoktak irni:

a:[&ll a, ... an]

Az egyseégmatrix oszlopvektorait szokés e,, ..., e,-nel jeldlni (az index azt mutatja,
hogy hanyadik koordinata egyénl-gyel):

1 0 0

0 1 0
e = € = . e, =

0 0 1

Az egységmatrixot szokas réviden igy felirni:
E,=[e, e ..., e,]
Azok a sorvektorok, amelyek egy koordinataja 1, a tobbi p@€daze,, e,, ..., e, vektorok

transzponaltjaie; = [1, 0, ...,0],e5=1[0,1,...,0],...,e, = [0, 0, ..., 1]. Ezek segitségével
az egysegmatrix igy is irhato:

Készitette: Vajda Istvah
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Definicio:  HaA = [ay| ésB = |by| , akkor azA ésB
matrixokdsszegen (kulonbsegéamt aC matrixot értjuk, amely

nek elemeireti]- = Ajj + bi]' (Ci]' = ajj — bi]'), Vi e {1, 2, ..., n}

ésvjell, 2, ..., m}esetén.

Megjegyzés: Figyeljink arra, hogy az 6sszeadas és kivasasazonos tipusu matrixok

kozott értelmezhét
Példak:

Tetel: A matrixok 6sszeadaseommutativmuivelet;

A+B=B+A

Tétel: A matrixok 6sszeadassszociatimuivelet:

(A+B)+C=A+(B+C)

Definicio: HaA = [ai]-]n.m, ésA adott valos szam, akkarA -
nak nevezzik azt aA-val azonos tipus® matrixot, amelyne
elemeireb;; = Aa;;, Vi € {1,2,...,n} ésVj € {1,2,..., m}

esetén.

Példa:
3 5 -1

2 =7 0

HaA:l 6 —21 0

] akkor3A = [ 9 15 -3 ]

Készitette: Vajda Istvah
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Tetel: A matrixok szammal valo szorzasara érvényesek a ko-
vetked azonossagok:

A(uA) = (Ap)A
(A+u)A=A1A+ A
A(A+B)=AA+ AB

ésB = [bi]-] , akkor azA ésB

Definicio:  HaA = [ai]-]

n-m m-p

matrixok szorzatan azt@ = ci]-] matrixot értjtk, amelynek
: P . ,

elemeirec;; = anbyj + apbyj + ... + apby ¥i€ {1, 2, ..., n} €s

Viell, 2,..., p} esetén.

Megjegyzések:

e Két matrix tehat akkor szorozhatd 6ssze adott sorrendlmeaztel$ (baloldali) oszlo-
painak szdma megegyezik a masodik (jobboldali) sorainakaxzal.

e A szorzatmatrix-edik soranaki-edik eleme a baloldali tényéz-edik sorvektoranak és
a jobboldali tenyea j-edik oszlopvektoranak skalaris szorzata.

Példa:
2 3]
1 4
| -2 6 —20=4-(-3)+1-4+(-2)-6
4 1 2113 -20 |
3 -3 -1 5 -27

Megjegyzés: A matrixszorzassm kommutatiimUvelet. E6fordul, hogy azA - B szorzas
elvégezhdi, aB - A azonban mar nem. Ha mégis mindkét szorzas elvég@zddtor altalaban
A-B#B-A.

Példak:
(1 2], 12 3 7 10 13 ,
e HaA = 3 4 esB_[3 4 5],akkorAB_[15 22 99 ],deBAnemvegez-
het el. ‘
(1 2], 2 3 10 13 |, 11 16 .
e HaA = _3 4_GSB_[4 5],akkorAB_ ésBA = 19 28 , tehat
A-B#B-A.

Készitette: Vajda Istvah
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Tetel:  Ha az A matrixot akar balrol, akar jobbrol egyseg-

matrixszal szorozzuk, akkor a szorzZatesz:

(n-m) (n-m) (n-m) (n-m)

Megjegyzések:

e Az egységmatrix elnevezését éppen ez a tulajdonsaga iljaoko

e Atételbdl kiderul, hogy bar a matrixszorzas nem kommutativ néhasred@fordul, hogy

két matrix szorzata mindkét sorrendben létezik és egﬁ'yisnEn-(A =A-E,=A

n-n) (n-n) " (n~n).

Egy masik példa erre, hogy egy négyzetes matrixot nullxszal szorozva mindkét sor-

rendben a nullmatrixot kapjuk eredményiil.

Tétel: A matrixszorzasisszociativmert ha azA matrix aB-
vel tovabba aB a C-vel ebben a sorrendben 6sszeszorozh
akkor

(AB)C = A(BC)

atok,

Tétel: A matrixszorzaglisztributiva matrixok dszeadasa fe-

lett, mert haA €sB azonos tipusuak és jobbrél megszorozh
C-vel, akkor
(A+B)C=AC+BC

ha pedigB ésC azonos tipusuak és balrol megszorozhaélal,
akkor
AB+C)=AB+AC

Atok

Megjegyzés: Mivel a matrixszorzas nem kommutativ, kéttdlsztiv szabaly van.

Tetel: Ha azA ésB matrixok ebben a sorrendben dssze
rozhatok és\ € IR, akkor

(AA)B = A(AB) = A(AB)

5Z0-

Készitette: Vajda Istvah
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Tetel: Hae azE,, egyseégmatrix-adik oszlopvektora és, az

(A) matrix k-adik oszlopvektora, akkar, = A - ey.
n-m

Példa:

0
HaA:lz 6 1]ése3:[0

1
3 o 4 X ,akkorAeg_[4].

Tetel: Hae; azE, egységmatrix-adik sorvektora és; az A

(r-m)

matrix k-adik sorvektora, akkca;; = e,*c - A.

Példa:

2

HaA:l3 _g }L]ése;:[o 1| akkore;,A=[3 -2 4].

Definicio: Az olyan négyzetes matrixot, amelyet az egység-
matrixbol a sorok vagy oszlopok sorrendjének megvaltoz-
tatasaval megkaphatunigrmutald matrixnakevezzuk.

0 01
1 0 0 | matrix
010

Példa: AzE; matrixbdl az oszlopok cseréjével ny®t [e,, ez, e;] =

permutalé matrix.

Megjegyzés: A permutalé matrix elnevezését kovebkedajdonsaga indokolja: Ha ak
matrixot egy (alkalmas) permutalé matrixszal jobbrél gzmk, akkor az eredmény egy olyan
matrix, amelyA-bol az oszlopok sorrendjének megvaltoztatasaval ketdtkeda balrdl szo-
rozzukA-t a permutald matrixszal, akkor a szorzatmatrix a soroknpdlasaval keletkezik az
A métrixbol.

Példak:

N~ N
N = U1 W
O W o -
o= O
)
oo
O W o R
N~ N

O O~ W

SO = O
o= O O
SO O
_ o oo
AN~ =N
N — 01 W
O W O -
NN
N O1 W =

Készitette: Vajda Istvah
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Definicio: Az olyan négyzetes matrixot, amelynek deter-
minansa nem Oregularis matrixnalhevezzik. Ha a négyzetes
matrix determinansa 0, akkor a matsxingularis

Példak:
12 3 12 3

e AZA=|4 5 6 |matrix szingularis, meft4 5 6 |=0.
7 8 9 7 89
12 3 12 3

e AB=|4 5 4 |matrixregularis, ment4 5 4 |=-52
7 39 +7 39

Definicio: Az A matrix p (A)-val jeldlt rangjar € IN, h
r-edrendld négyzetes minormatrixai k6zott van legalabbregy

gularis €s minden legalabb+ 1 rendl négyzetes minormatrixa
szingularis.

Példak:
12 3 1 2
e AZA=(4 5 6 }métrix rangjap(A) = 2, mertA szingularis, de pl[ 45 l négyze-
7 8 9
: i s o112
tes minormatrixanak determmar{sg 5 ‘ =-3%0.
123
e AB=|4 5 4 } matrix rangjap(B) = 3, mertB regularis.
7 39
1231
e AC=|4 5 4 0 |matrix rangjap(C) = 3, mert van harmadrend(i negyzetes minor-
7396

matrixa amely regularis, magasabbrend( négyzetes mataxa pedig nincs.

Definicio:  LegyenA egyn-edrendll négyzetes matrix. Ha léte-
zik olyan A~! matrix, amellyel azA matrixot akar balrol, akar
jobbrol megszorozva &g, egységmatrixot kapjuk, azaz

AA'=ATA=E,,

akkor azA~! matrixot azA inverz matrixanakevezzik.

Készitette: Vajda Istvah
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2.3.2. Feladatok
1. Mutassuk meg példaval, hogy a matrixszorzas asszdciativ

2. lgazoljuk, hogy

(A+B)=A"+B" (1)
(AA) = AA” (2)
(AB)' = B'A" (3)
3.
289 7
9 6 4 8
A=(8 4 0 3
7 8 39
1 23 2

Hatarozza meg az alabbi szorzatokat:
e, A, Ae; € A, A [e* e*]
24y ’ e:i , 1 ™2
4. Milyen matrixszal kell megszorozni az A matrixot, hogyed és harmadik sora helyet

cseréljen, és ha azt akarjuk, hogy&eés harmadik oszlopa cseréljen helyet?

5. a) lgazolja, hogy két diagonalmatrix szorzata (ha l&eszintén diagonalmatrix.
b) D =(1 —1 2 3). Hatarozza me@® inverzmatrixat!
c) Mit mondhatunk altalaban a diagonalmatrix inverzénesdésépl?

6. Szamitsa ki az alabbi determinansok értékét! Hasznahamitas soran a determinansok
elemi tulajdonsagait! (AA determinansbana kepzetes egység.)

1+5 1 i 1+cosx 1+sinx 1 x 1 1
A= j 0 1-j| B=|1l-sinx 1+cosx 1| C=|1 x 1
1-7 -5 1 1 1 1 11 x
7. a) Szamitsa ki az alabbi matrix determinansanak értékét!
14 -7
A=|1 6 -10
32 -1

b) Irja fel a matrix adjungaltjat és az inverzét, ha létezik!

c) Legyena =[-7 —89]". Hatarozza medet D, det D, ésdet D; értékeket, ahol
aD;, D, ésD; matrixokrendre ugy keletkeznek @ matrixbol, hogy azA elsd,
masodik, ill. harmadik oszlopanak helyébe beirjuikeektort.

d) Oldjuk meg azAx = b egyenletrendszert Cramer-szabdllyal, majd az inverzimat
modszerrel!

Készitette: Vajda Istvah
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3. Alinearis tér

3.1. Alapfogalmak

3.1.1. Elméleti 6sszefoglalo

Definicio:  LegyenT egy szamtestl. pedig egy halmaz, mq
lynek elemeit vektoroknak nevezzik. Azhalmazlinearis ter
(vektortér)aT szamtest felett, ha:

(D
1

1. Az L halmazon értelmezett egy kétvaltozos muvelet (6sszea-
das:+), melynek tulajdonsagai a kovetkiz
a) kommutativ, aza¥x, y € L esetérx+y =y + x.
b) asszociativ, aza#x, y, z € L esetén

(x+y)+z=x+(y+2z).

c) van zéruseleme, azdd € L, amelyrevx esetér+x = x

d) L mindenx elemének létezik inverze -a miveletre vo:
natkozoan, aza¥x € L dy € L, amelyrex +y = 0. (x
inverzét szokasx-szel jeldlni.)

2.¥x € L ésVYA € T elemekhez egyértelmlen hozza van ren-
delve azl. halmaz egy eleme, amit&aszam és ax vektor
szorzatanak nevezink ég-szel jel6link. A szammal va
szorzas tulajdonsagai a kovetkéz

O

a) AT szamtest-gyel jel6lt egységelemére teljesil, hagy
V¥x € L esetérnl - x = x.

b) Va, B € T ésx € L eseténx (Bx) = (af) x.

Készitette: Vajda Istvah




BMF-NIK Nappali Informatika I. Linearis algebra segédanyjag

Definicio:
3. a)Va, peTésVxeLesetern(a + f)x = ax + px
b) Va € T ésVx, y € L eseténv (x +y) = ax + ay

Példak:
e [ atérbeli (vagy sikbeli) vektorok halmaZia valdés szamok halmaza,a vektorésszea-
das, a vektorok szammal val6 szorzasa.

e [ azn - m-es matrixok halmazd, a valds szamok halmaza,a matrixok 6sszeadasaa
matrixok szammal val6 szorzasa.

e L a legfeljebbn-edfoku, valés egyitthatés polinomok halmaZaa valés szamok hal-
maza,+ a polinomok 6sszeadasaa polinomok szammal valo szorzasa. (Vigyazat! A
pontosam-edfoku polinomok halmaza nem lenne linearis tér.)

Definicio: Legyen (L, T;+,:) egy linearis tér. Ha
a1, o, ...,0, €T ESxy,xa,...,X, €L, akkor a

A1X1 + dr2Xo + ... + Xy,

kifejezést axq, x,, . .., x,, vektoroklinearis kombinaciojanahe-
vezzuk.

Definicio:  Legyen azL lineéaris térxy, x,, . .., x,, vektoraitli-
nearisan fuggetlennalevezzuk, ha

a1X1 +arxo + ...+ a,x, =0

csaka; =0,a, =0,...,a, = 0 esetén teljesdl.

Definicio: Ha azL linearis térxy, xo, . . ., x, vektorai nem li-
nearisan fuggetlenek, akkibnearisan 6sszefldiy.

Példak:
e Ha a vektorok kozo6tt a nullvektor is szerepel, akkor a vadtdinearisan 6sszefudg.

e Az a és2a vektorok linearisan 6sszefugk.

Készitette: Vajda Istvah
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e A sik két vektora pontosan akkor linearisan fiiggetlen, hmm pérhuzamosak.

e A tér két vektora pontosan akkor linearisan fiiggetlen, ha asnek egy sikba.

kombinacidjaként.

rendszert alkot, akkor ezekhez Ujabb vektor(oka)t hozazaie
mét linearisan 6sszefuggendszert kapunk.

Tétel: Haalinearistéxy, xo, . .., x,, vektorai linearisan 6ssze-
fliggok, akkor kozilik legalabb egy kifejezited tobbiek linearis

Tétel:  Ha a lineéris tér néhany vektora linearisan dsszedtigg

Kodvetkezmeény: Lineéarisan figgetlen rendszer barmely memiészhalmaza is linearisan

figgetlen.

X1,X2,...,X, vektorok rendszerél generatorrendszeréneie-
vezzuk.

Példa: A tér hdrom nem egy sikbaegktora generatorrendszert alkot, de harom egy
ed vektora nem.

Definicié: Ha az L linearis térxy, xs,...,x, vektorainak
linearis kombinaciojakénf. minden eleme @&lall, akkor az

~

sikba

Definicio: Az L lineéris tér egy linearisan fliggetlen genera
rendszeréf. bazisanakhevezzik. A bazis elemeil@azisvekto

tor-

rok.

Példak:
e Atér harom nem egy sikba@sektora bazist alkot, de négy vektora nem.

e A legfeljebb masodfoki polinomok terének egy bazisa{dl, x, x*)

Tétel: Ha a linearis térnek van véges elemszamu gene
rendszere, akkor ennek elemszama legalabb akkora, mim
vektoraibdl alkotott barmely lineéarisan fliggetlen reredsz

-ator-
até
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Tétel: Ha a linearis térnek van véges elemszamu gene
rendszere, akkor barmely bazisanak elemszama ugyanakkq

-ator-
dra

Definicio: Az L lineéaris tér egy bazisanak elemszarhati-
menziojanakevezzik.

Példak:
e A sik vektorai kétdimenzids, a tér vektorai haromdimenzadet alkotnak.

¢ A legfeljebbn-edfoku polinomok linearis tere + 1-dimenzios.

Tétel: Legyen azl linearis térn dimenziés és egy bazi
B = (by, by, ..., b,,). EKkkor azL barmelyx vektora egyérte
muien allithaté € ab4, b,, ..., b,, bazisvektorok linearis kon

Sa

binaciojakent.

Definicio: Ha aB = (by, by, ..., b,,) azL tér egy bazisa ¢
X = x1b1 + xoby + ... + x,,b,, akkor azxq, x5, ..., x, Szamoka

2S

azx vektorB bazisra vonatkozo6 koordinatainak nevezzik.

Definicio: Legyen az(L,T;+,-) linearis tér. HaL’ C L és
(L', T;+,-) is linearis tér, akkor azt mondjuk, hody’, T; +, -)

altere(L, T; +, -)-nek.

Készitette: Vajda Istvah
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3.1.2. Feladatok
1. Adottak av = [ 1 -1 2 ] ésw = [ 311 ] vektorok.

a) Irjuk fel az alabbi linearis kombinaciokaty — 3w, 3v + w!

b) irja fel a fenti vektorok azon lineéaris kombinaciojat, elgnelballitia a
c=[2 2 -1 vekiort!

c) Van-e a fenti vektoroknak olyan linearis kombinacidjagdyik elballitjia a
d=[-1 7 4] vektort?

2. Legyenela, b ésc lineéarisan fuggetlen vektorok. lgaz-e, hogy alabbi vedkas linearis

fuggetlen vektorok?

a)a+b,b+cc+a
b)a+2b+c,a-b—-c,5a+b—-c
3. Linearis teret alkotnak-e az alabbiak a valds szamtet:fe
a) Az(x, y, z) valos szamharmasok, melyekre teljesil, hegy2y — z = 0.
b) A cos Ax + sin Bx alaku fuggvények.4, B valés szamok.)
c) Aze* (A cosx + Bsinx) alaku fliggvények.4, B valos szamok.)
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3.2. Bazistranszformacio

3.2.1. EIméleti dsszefoglald

bazisara, akkoazistranszformaciordeszélink.

Definicio:  Ha azL tér egy adott bazisardl attértink egy masik

Definicio:  Elemi bazistranszformacionadevezzik az olya

valtoztatunk meg.

bazistranszformaciot, amikor a bazisvektorok kdzul cspket:

n

| =4

Tétel:  Legyen aZ. vektortér egy bazisB = (b1, by, ..., b,,)
ésa = ;b + a,b, + ... +a,b,,. Ha ab; bazisvektort kicserélji
ab’ = b/by +b)by + ... + b, b, vektorra — elemi bazistranszfc

Kk
DI-
e

maciot hajtunk végre — akkaraz Uj bazisvektorokkal kifejezv
ai., ai., ai. ., ai.,
a= (a1 — b_;b1)b1 + (az — b_;bz)bZ + o+ b_gbi +...+ (an — b—;bn)bn.

Megjegyzés: Ab; vektort, csak akkor cserélhetjik kilg vektorra, ha annakedik koor-

dinataja nem zérus.

Tetel:  Ha(L,T;+,-) linearis térx;, xo, ..., X, ennek a térne
vektorai éd’ axy, x, ..., X, vektorok linearis kombinacidine

Kk

halmaza, akko(L’, T; +, -) altere aAL, T; +, -) térnek.

Tétel: Egy matrix oszlopvektorai ugyanannyi dimenzids

nearis teret generalnak, mint a sorvektorai.

Definicio: Az A matrix oszlopvektorterének (és sorveki

or-

terének) dimenzidjat matrix rangjanakevezzik.
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Jeldles:p (A) Matrix rangjanak meghatarozasa:

A matrix rangjat gyakran bazistranszformacio segitsédetérozzuk meg: Az oszlopvektorok
kozal annyit bevonunk a bazisba, amennyit lehetséges. Albevont oszlopvektoroknak
nyilvan figgetleneknek kell lennitk és akkor nem tudunkataw oszlopvektort bevonni, ha
nincs mar olyan oszlopvektor, amelyet a bazisba bevonvamiégig fliiggetlen rendszert kap-
nank. A matrix rangja tehat a bazisba bevonhato oszlopuektoaximalis szama.

Inverz matrix meghatarozasa:

Tudjuk, hogy haA egy négyzetes matrix melynek determinansa nem 0, akkarikéieverz
matrixa. Ennek meghatarozasa bazistranszformaciovadténthet. Ha

a1 dip ... Ay bll blz . bln

dr1 dyp ... dyy ; 1 b21 bzz . bZn
A= . . . . es A" =B= . . . . ’

Ayl Ay .. App bnl bnz . bnn

akkorAB = E,. Az A matrix oszlopvektoraia,, a,, ..., a,-nel jeldlve az-edik egységvektor
e; = bj;a; + byar +... +bya,, tehat ha a bazisvektorok &zmatrix oszlopvektorai — melyek li-
nearisan flggetlen rendszert alkotnak, ndettA # 0— akkore; koordinatai azA~! = B matrix
i-edik oszlopaban allé elemelA~' meghatarozasahoz tehataze,, ..., e, egységvektorok
koordinatait kell kiszamitani a@;, a,, ..., a,) bazisban.

Lineéris egyenletrendszer megoldasa:

Tekintsik az

a11x1 + apXxz; + ...+ adXx, = bl

ax1X1 + Xy + ...+ doyp Xy, = b2

Ay X1 + AypXo + ...+ Xy, = by,

egyenletrendszert. Ennek megoldasa egyenértékfixaz b matrixegyenlet megoldaséaval,
ahol

a1 a4y ... din X1 bl

ax Ay ... Oy X2 by
A= . . . x=| . |, b =

Al Ayn - Oun Xy b,,

Han = m ésdet A # 0, akkor azA matrixnak van inverze, amivel az egyenletrendszer mindkét
oldalat balrél megszorozva a ' Ax = A~'b 6sszefliggéshez jutunk.

Mivel A~'Ax = E,x = x, a megolddx = A~'b. Az egyenletrendszer megoldasa ebben az
esetben egyértelmli. Ennek a megoldasi moédszernek ggergdy csak akkor hasznéalhatd,
ha ugyanannyi egyenlet van, mint ismeretlen és az egyentidrer determinansa nem zérus.
Megjegyzés:A-t az egyenletrendszer matrixangl, b]-t pedig az egyenletrendszer kidtett
matrixanak nevezzik. Tehat a Batett matrixot igy kapjuk, hogy az egyenletrendszer ixatr
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a konstansok oszlopaval kiegészitjuk:

a1 adip ... A b]

a1 dyp ... gy bz
[Ab] =

A1 Am2 -+ Amn bm

A fenti egyenletrendszert vektoregyenlet formajabanlistfatjuk:

an a2 a1y by

a1 [25%) Aon b,
X1 - . + X - . toeoee Xy . = .

Am1 Am2 Amn bm

Ennek egy révidebb formajat kapjuk, ha kovettgeldléseket hasznaljuk:

a1 ai A1n by
a1 ax Aon b,
a; = . a = . - . b = .
Am1 A2 Ayyn bm

Ekkor az egyenletrendszer az; + x,a, + ...+ x,a, = b alakba irhat6, ahadl;, a,, ..., a, az
egyenletrendszer matrixanak oszlopvektbrpiedig a konstansokbol alkotott vektor.

Ekkor az a feladat, hogy irjuk fel — az 6sszes lehetséges méad vektort aza;, a,, ..., a,
vektorok lineéris kombinacidjaként és adjuk meg az abbaregb egyltthatokat. Az egyen-
letrendszernek akkor és csak akkor van megoldash,benne van aa;, a,, ..., a, vektorok
altal generdlt linearis térben.

Téetel: Az Ax = b linearis egyenletrendszernek akkor és ¢sak
akkor van megoldasa, a(A) = p ([A b])

Definicio:  Hap(A) = p([A b]), akkor azt mondjuk, hogy|a
b vektorkompatibilisaz A matrix oszlopvektoraira nézve.

Definicio: Ha p(A) # p([A b]), akkor a linearis egyenle-
trendszeellentmondda b vektor nem kompatibilis aA matrix
oszlopvektoraira nézve.
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Téetel:  HaazAx = b linearis egyenletrendszerben az ismeret-
lenek szama esp (A) = p ([A b]) = n, akkor az egyenletrends-
zernek egyértelm megoldasa van.
Hap(A) = p([A b]) = r < n, akkor az egyenletrendszernek
végtelen sok megoldasa van. Az utébbi esetbery ismeretlen
szabadon valaszthato, a tobbi ismeretlen értéke élziekjg.

Megjegyzés: Ha végtelen sok megoldas van, nem biztos, héggeddyik ismeretlen szabadon
valaszthatd, csak a megoldas soran derul ki, hogy melyik.

Készitette: Vajda Istvah
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3.2.2. Feladatok
1. Cserélje fel az1, e2, e3 bazist az
a[1 2 0], b[21 -1], ¢[30 2]

bazisra! irja fel av[ 6 3 -1 ] vektort az U] bazis segitségével!

1 -2 1 -1
0O 1 -1 0
-3

2. Hatarozza meg az

A =
1 2 3

matrix rangjat!

3. irjafel a kovetked egyenletrendszereknek megféleiatrixegyenleteket és vektori egyen-
leteket! Oldja meg az egyenletrendszereket!

a)
2x+z=5
2x+4y =10
2x+y—3z=-5
b)
2x+z=>5
2x +4y =10
—2x - 16y +3z = -25
c)
2x+z =15
2x +4y =10

—2x—-16y +3z = -1
4. Adottak azA matrix és & vektor:

0 1 -3 -2
1 -2 3 b=( 3
4 0 -12 c

a) Hatarozza meg ak matrix rangjat!

b) Hatarozza meg b vektor harmadik koordinatéjat agy, hotyybenne legyen aA
matrix oszlopvektorterében!

c) Hatarozza megh vektor harmadik koordinatajat ugy, hogy Ax = b egyenletnek
ne legyen megoldasa! Mennyi ez esetbdpA  b])?

A =

5. Van-e afS = [ é _% ] matrixnak inverze? Miért? Ha van inverz, akkor hatarozzg!me
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3.3. Linearis transzformaciok

3.3.1. EIméleti dsszefoglald

Definicioé: Legyen(V4,T;+,-) és(V,, T;+,-) vektortér. A
¢p: Vi = V, transzformaciotinearis transzformacionakevez-
zUk, ha

Vx1, x2 € Vi @ (x1+x2) = @ (x1) + @ (x2)

Vxe Vi, VaeT ¢(ax)=agp (ax)

Tétel: Hagp: V = V a(V,T;+,-) n-dimenzids linearis té
egy 6nmagaba valo linearis leképezése, akkor megadhatA «

r
2%)%

nn
matrix segitségevel ugy, hoyk € V eseténp (x) = Ax.

Megjegyzés: A tovabbiakban csak a vektortér 6nmagaba gképkzéseivel foglalkozunk.

ben a transzformacigzingularis

Definicio: A linearis transzfomaciaegularis (nemszin:
gularis), ha kiilonbda vektorok képe kilonbdxz Ellenked eset-

Tetel:  Egy reguléris transzformacio linearisan fuiggetlen y
torokat linearisan figgetlen, linearisan 6sszefiiggktorokat li-

/ek-

nearisan dsszefugge visz.

Téetel:  Ha azA matrixszal megadott transzformacio regulé
akkor létezik az — egyértelmlien meghatarozott — invenzsizs

\I1S,
|

formacioja, melynek matrixa .
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Tetel: Az A matrixszal megadott transzformacié oszlopvek-

torai rendre a linearis tér bazisvektorainak kepei, tehéat

A=[p(e1) @(e) ... ¢(es)]

Példak:
e Origo korile szbggel vald elforgatas matrixa a sikban:

F = l cos® —sing ]

¢ | singp cosq

e Forgatas a tengely korul a térben:

cosp —sing 0
sinpg cosqp 0
0 0 1

F.=

e Ha aze egyeney, iranyvektora egységvektowg| = 1), akkor aze egyenesre vonatkozo

tikrozes matrixd’ = 2vov;, — E. Ez sikban

T v -0y 2010,
| 20 vy -07

térben
vt — v — 05 20105 20103
T = 20,01 V3 — V] — 15 20,03
20301 2030 ViU -5

e Az u vektor egyenesére vonatkozo rdkges vetités matrixa (térben)

1 2
=5 3 Uruq MZ UrUsz
u; + Uy + I/l3

2

Ui Uil g3
Uzl Uzl M3

Definicio: Legyenp: V = V a(V,T;+,-) linearis tér eg)
Onmagaba valo linearis leképezése.xAz V vektort a transzfol
maciosajatvektoranakevezzuk, ha (x) = Ax. (A vektor és &

szam a transzformacgnjatérteke

Készitette: Vajda Istvah
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Tétel: A transzformacio sajatértékeit det(A — AE) = 0
egyenlet megoldasaval, a sajatéertékekhez tartozo skiatekat
a(AE - A)x = 0 egyenletrendszer megoldasaval szamithatjuk
Ki.
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3.3.2. Feladatok

1. Legyen ap linearis transzformacio matrixa:

_1
7
9

7

A=

N~ NI

Hatarozza meg aaBCa csucspontjainag transzformaltjait, hai(0,0), B(1,3), C(2,-1).
2. Jellemezze aA = [ } } ]métrixszal megadott transzformaciot!

. 1 "
3. Hatarozza meg azokat az egyeneseket, amel)[eé N ] matrixszal megadott transz-

formacio soran 6nmagukba mennek éat!
4. Adja meg az alabbi sikbeli linearis transzformaciok imatr

a) origora vonatkozo tukrozes;
b) azy = x egyenesre vonatkozo tikrozeés;
c) 30°-os forgatés;

d) origéra vonatkozo tiikrozés és = x egyenesre vonatkozo tikrozés egymasutan
alkalmazasa;

e)e e, et e +e

5. Adja meg a kovetkértérbeli lineéris transzformacié matrixat: arengely mentén kéts-
zeresre nyUjtas, majdztengely koruk5°-kal valé forgatas!

6. Szamolja ki az 1. feladatban szefeplanszformacio sajatértékeit és sajatvektorait! irja
fel a transzforméacio matrixat két megféleh valasztott sajatvektor bazisaban! irja fel
tovabba a transzformalt haromszog csucspontjainak koétdli e bazisban!

7. irjuk fel az origén atmefiv = [1  2]* vektor egyenesére vonatkozo tiikrozés matrixat!
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