2009. december 8/9.

Linearis algebra (A, B, C)
13. el6adas
(vazlat)

K = C esetére atmenthetjiik a 12/2 oldali tétel bizonyitasanak Gtletét "megnégyszerezve”,
de 1./ felhasznalasa nélkiil:

Ax+y,x+y) = Ax,x) + Ax,y) + Aly,x) + Ay, y),
Alx—y,x—y) = Ax,x) - A(x,y) — Ay, x) + Ay, y),
A(x +iy,x + iy) = A(x,x) —iA(x,y) + iA(y, x) + Ay, y),
Alx — iy, x —iy) = A(x,x) + iA(x,y) — iA(y, x) + Ay, y)-
Ebbésl

Ax+y,x+y) = Alx x) + Alx,y) + Ay, x) + Aly, y),

—Alx—y,x—y) = —Alxx) + Alx,y) + Aly, x) — Ay, y),

iAX + iy, x +iy) = iA(x,x) + A(x,y) — Ay, x) + 1A(y,y),

—iA(x — iy, x —iy) = —iA(x,x) + A(x,y) — Ay, x) —iA(y,y)-

Tehat

Ax+y,x+y) - Alx—y,x—y) +iAx+iy,x +iy) — iA(x —iy,x —iy) = 4A(x,y),
végiil

Al y) = {{QUx +y) — Qx —y) +iQ0x +iy) — 1Qx — iy)}.

Sikertilt tehat belatni a kovetkezot:

TETEL: Legyen K = C, az A(x,y) : V x V — C pedig V-n értelmezett bilinearis alak
(tehat most nincs feltéve az 1./). Ekkor az A minden értéke kifejezhets az A-hoz tartozo
Q kvadratikus alak alkalmas értékei segitségével.

K = R esetén Q értékei eleve valdsak, igy lehet elGjel szerint vizsgilni a kiilonbo6z6
definitségeket a 9/4 oldali mintara. K = C esetén ugyanez értelmetlen lehet, hisz itt
Q-nak lehetnek nem valos értékei! A komplex esetben itt jut szerephez az eddig nem
hasznéalt 1./:

TETEL: K = C esetén tetszéleges A(x,y) : V x V — C bilineéris alakra érvényes:

A Hermite-féle <= az A-hoz tartozé Q kvadratikus alak minden értéke valoés.
[Bizonyitas: =—>: Ez ugyanugy trivialis, mint 9/1-en a 4.a/ zérdjelbe tett része.

<=: Fentebb az 1./ felhasznalasa nélkiil belattuk, hogy

Alx.y) = T1Q(x +y) — Qx — y) +iQ(x + iy) —iQ(x — i)} .

Ebbél azonnal adodik, hogy

Aly, ) = 7 {QUy +) — Qly = %) +iQly +ix) — iQly — ix)},

majd Q(\z) = A(Az, \z) = MA(z,2z) = |\|>Q(z) alkalmazasaval

Aly, %) = 7 {Q(x +y) — Q(x —y) +iQ(x — iy) —iQx +iy)} .

Felhasznélva, hogy most O értékei valdsak,

AT y) = {{Q0x +y) — Qx —y) — iQ0x +iy) +iQ(x — iy)} = Aly,x)]



Befejezésiil bilinearis alak matrixanak valtozasat vizsgéaljuk 4j bazisra vald attéréskor a
11/4 oldali tétel mintajara a valds esetben:

TETEL (UJ BAZISRA VALO ATTERES BILINEARIS ALAKNAL): Legyen V vek-
tortér R felett; dimV = n > 0; ey, ...,e, bazis V-ben; €}, ...,e bazis V-ben. Ekkor
Alr € Hom(V,V) : 7(e;) =€} (i =1,...,n). Legyen D = [7]®. Ekkor D invertalhato, és
tetszéleges tetszbleges A(x,y) : V x V — R bilineéris alak esetén

/

[A]¢ = DT [A]°D.

[Bizonyitas: ;[A]f = A(e}, e},) = A(r(e;),(ex)) = AT, ¢[D]jer, Yoy s[Dlres) =
Dot 2a t|D]js[DlnAler, e5) = 3511 20y 5D M es[Dre[A]S =

>t 2o D et [AlSs[D]e = 4[D T[A]° D]y |

Ez a tétel ad némi magyarazatot arra, hogy miért lehet fontos az olyan D, melyre D~! =
D", (azaz D'D = I,, elnevezés: D ortogondlis), ti. ekkor a 11/4 oldali ¢ linearis
transzformécio és egy A bilineéris alak métrixa ugyanigy transzformalodik.

[12/4 folytatasa:]

(AX = B megoldhatosaga):

A =[ay,...,a,] € R™*" B = [by,...,by] € R™** esetén keressiik az AX = B matrixe-
gyenlet X € R™** megoldasat X = [xy, ..., Xy alakban:

AX = B <— A[Xl, ...,Xk] = [bl, ,bk] <~ [Axl, ...,Axk] = [bl, ,bk] <~

A fenti alakok esetén az AX = B megoldhatosaganak sziikséges és elégséges feltétele
tehat az, hogy mind a k darab (azonos méatrixi) linearis egyenletrendszer megoldhaté
legyen, azaz, hogy by, ...,by € Span (ay, ..., a,) teljesiiljon.

5/1.

TETEL: A € R™*" esetén:

(1) FAY = o(A) = m;

(2) FAD = o(4) = n;

(3) FA ' = p(A)=m=n=3IJA® F AU & egyenlsck = I! A~

5/1.

Négyzetes matrix inverzének meghatarozasa elemi bazistranszformacioval.

5/1-2.

TETEL (Az adjungalas kapcsolata a matrixmiiveletekkel):

A, BeC™" = (A+ B)* = A* + B*;

AEC, AcCm™X" = (AA)* = MA*;

AeCm™n BeC™r = (AB)* = B*A*.

TETEL (rangtarté atalakitasok): aj,...,a, € R", A€ R, A # 0, k > 2 esetén

r(ag,ay,...,a;) = r(a,as, ..., ax), r(Aag,ag, ...,a;) = r(a, as, ..., ax),

r(a; + ag, ag, ...,a;) = r(a,as, ..., ax), r(a; + Aag, ag, ...,a;) = r(a, as, ..., ax).
5/3.

TETEL: A € R™*" o(A) =r > 1 esetén A ~ [{; g] e Rmxm,

5/3.

A vektorialis szorzat miveleti tulajdonsagai, kapcsolata a skalarral valé szorzéssal és az
Osszeadassal (tetszdleges a, b, ¢ geometriai vektorokra és A skalarra BIZONYITHATOK):



axb=0<= alb;

b x a = —a x b (alternélas vagy antikommutativitas), igy a }f b esetén b x a #a x b
(tehat a vektorialis szorzat nem kommutativ);

Aa x b) =(Aa) x b=a x (Ab) (skalar kiemelhetGsége);

ax(b+c)=axb+axc, (b+c)xa=Dbxa+cxa (disztributivitas).

g B
(Vektorialis szorzat kiszamitasa): [alijx = | a2 |, [blijx = | B2 | esetén
a3 B3
axb= (a0 —azf)i— (13— azf)j+ (182 — a2 )k.

6/1.
KIFEJTESI TETEL: (a x b) x ¢ = (ac)b — (bc)a.

FELCSERELESI TETEL: (a x b)c = a(b x c).
(Determinéans kiszamitasat megkdnnyits tételek A € R™*" esetére):
|0| = 0, de a 0 eredményhez az is elég, ha egyetlen sorban végig 0 van. Ha egyetlen sort

megszorzunk A-val, a definiciébdl (6/2) leolvashatd, hogy a matrix determininsa A-val
szorzodik, igy |[ANA| = \"|A|.

(AT =1A].

alt
|A+ B| # |A| + |B].

6/2.

a1 a2 A1n a1 a2 A1n a1 a2 A1n

bri +ckr b2 tck2 oo bkntCrn|=|brk1 br2 .. bpn |+ |Ck1 Ck2 ... Ckn

an1 an2 Ann an1 an2 e Qpn an1 an2 oo Qpn
6/2-3.

TETEL: Legyen n > 2.

inverzioszam péaratlan szammal valtozik.

b) Ha az A € R™*™ matrix valamely két sorat felcseréljiik, akkor az igy nyert B matrix
determinansa: |B| = —|A|, azaz két sor felcserélése esetén a determinans értéke (—1)-gyel
szorzodik.

TETEL: Ha n = 2 és az A € R™*™ matrixnak van két megegyez6 sora, akkor A deter-
minansa 0.

6/3.

TETEL: Han > 2, A € R esetén az A € R™*™ matrix egyik sordhoz egy masik soranak
a A-szorosat hozzaadjuk, akkor az igy keletkezett méatrix determinansa is |A|, tehat az
a rangtarto atalakitas, amikor egyik sorhoz egy masik sor szdmszorosat adjuk, egyben
determinanstarto is!

6/3.



a1 a1,n—1 Q1n

] ) ] ail a1,n—1
TETEL: : : : = Qnn
anal’l an_%)’n_l az;:l’n Up—1,1 - Gp_1p—1
6/4.
KOVETKEZMENY: Fels6 haromszog matrix (5/2) determinansa a f64tloban 16v6 elemek
aix; aiz ... a1,n—1 A1n

0 a2 a2 n—1 Aon,
szorzata: = 011422 * ... * Ap—1,n—10nn.

0 0 «ov Op—-1n—-1 GOn-1n

0 0o .. 0 Ann

(Determinéns értékének kiszamitasa elemi bazistranszformacioval): Ha A =[ay, ag, ..., a,]
€ R™*™ olyan, hogy o(A) < n, akkor |A| = 0. 9(A) = n esetén mindent be tudunk vinni
a bazisba, de nem biztos, hogy az eredeti sorrendben. Ha a bevitt elemek sorrendje a
bazisban, mondjuk a;, ,a;,, ...,a;,, akkor |A| = giga - ... - gn - (—1)1(Fs0in),

7/1-2.

KOVETKEZMENY: A € R™*" esetén |A| # 0 <= o(A) =n <= AL

KIFEJTESI TETEL: n > 2, A € R" " esetén

a) Tetszbleges 1 < i < n esetén

n
Al = Z aij Aij;
j=1

b) Tetszbleges 1 = j < n esetén

Al =) ai A
=1

7/3.
CRAMER-SZABALY: A = [ay,...,a,] € R™*", |A] # 0, b € R” esetén 3! x € R,
melyre Ax = b, tovabbé az x j-edik komponense (j = 1,...,n)

_ det([ar, ..., b, ...y a)])

x; = -
7 det([ag, ..., A, ..oy a))
TETEL (Vandermonde-determinans és kifejtése): n > 2; a1, ... ,a, € R esetén
1 a a} .. al_1
def . . .
Vi(ay, ... an) = P : L= H (a; — aj).
1 a, d an—! n2i>j>1

7/4.

TETEL: A € R™™ o(A) =r > 1 esetén A-nak van olyan r x r-es részmatrixa, melynek
determinansa # 0, viszont minden (r + 1) x (r + 1)-es részmatrix determinansa 0.

7/4.

TETEL: Legyen A € R™*". Az Ax = 0 homogén lineéris egyenletrendszernek akkor és
csak akkor van nemtrividlis megoldésa, ha |A| = 0.



7/4.

SZORZASTETEL: A, B € R™*" = |AB| = |A||B|.

7/4, 8/1.

TETEL: Legyen A € R"*". A diagonalizalhaté R felett <= létezik R"-ben az A
sajatvektoraibol &ll6 bazis (roviden: SB).

8/3.

A e R™™ X\ € R esetén \g (jobb oldali) sajatértéke A-nak <= |A — I,,\¢| = 0.
8/3.

TETEL: A, B € R™" és A ~g B esetén ka()\) = kp(\).

8/4.

XIZ0.  fxl=0e=x=0.  [xl|= Al [Ix]l

9/2.

)
Ix+yll < 1xI] + Iyl

9/2 (Cauchy-e. feltételezésével).

(x,y) = 0 = Re(x,y) = 0 <= |Ix + y|[> = [Ix]|? + [ly]I>

9/2.

CAUCHY-EGYENLOTLENSEG: Legyen V valés vagy komplex euklideszi tér. Ekkor
tetszoleges x,y € V-re |[(x,y)| = ||x]|| - ||y|]- Itt egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil,
ha x,y linearisan Osszefiiggd.

9/2.

TETEL: n > 0-ra tetszéleges n-dimenzios euklideszi térben létezik ortonormalt bazis.
9/3.

TETEL (a valés szimmetrikus matrixok spektraltétele): A € R™*" esetén

A szimmetrikus <= 3 SONB R"™-ben és A minden sajatértéke valos.

x € R"\ {0}-ra elnevezés
YA > 0: Qx)>0 QQ pozitiv definit
VAL < 0: Q(x) <0 @ negativ definit
YAk 2 0: Q(x) =0 Q pozitiv szemidefinit
VAL S 0: Q(x)=0 Q negativ szemidefinit
d\; >0 és I\, < 0: Q(u;) >0,Q(ug) <0 @ indefinit
9/4.
aip ... Qin
TETEL: Legyen az A = | . | = AT € R"*" karakterisztikus sorozata:
an1 ... Qpn
a1l G1a aip a2 a3
Ag=1; Ay =ai; Ag= i Az =|aa az axsl|; ...; A,=|A]
a1 22
agy azz ass
Az A-hoz tartozé @ pozitiv definit <= Vj € {0,1, ... ,n}-re A; > 0.
Az A-hoz tartozé ) negativ definit <= Vj € {0,1, ... ,[n/2]}-re Ag; > 0 és Vj €
{0,1, ..., [(n —1)/2]}-re Agjq <O0.

TETEL: Legyen A = AT € R™*™. Ha X és p az A kiilonb6z6 sajatértékei, tovabba
x € Wy, y € W, akkor (x,y) = 0.
10/1.



EGYERTELMU KITERJESZTESI TETEL: Legyen e, ..., e, bazis R"-ben; w1, ..., w,
tetszéleges vektorok R™-ben. Ekkor 3!¢ : R® — R™ vektortérhomomorfizmus, melyre
vle;) =w; (i=1,...,n).
10/1.
A 10/1 oldali definiciébol adodik, hogy x € R™ esetén [p(x)]e = [¢]®F [x]e.
TETEL: Legyen ¢ € Hom(R",R"), tovabba uy,uy,...,u; € R" sajatvektorai ¢-nek,
tovabba A1, Aa, ..., A\ € R a megfelel§ sajatértékek, melyek paronként kiilonbo6zdk.
Ekkor uy, us, ..., ui linearisan fiiggetlen sajatvektorrendszer.
11/1.
KOVETKEZMENY: Ha a ¢ € Hom(R", R") linearis transzformaciénak n darab paron-
ként kiilonb6zd sajatértéke van (ahol n = dim R"™), akkor létezik R™-ben SB, azaz a ¢
sajatvektoraibol all6 bazis.
TETEL: Legyen Vi és Vs véges dimenzios vektortér R felett. Ekkor

Vie2V,< dimV] =dimVs.
11/2.
DIMENZIOOSSZEFUGGES: Legyen Vi és Vs vektortér R felett, ¢ € Hom(Vy, V)
Ha V;j véges dimenzios, akkor dim Zm ¢ + dim Ker ¢ = dim V}.
11/3.
SZORZASTETEL: Legyen Vi, Vi és Vs vektortér R felett, dimenzidjuk rendre n,m, s
(pozitiv egészek); ey, ..., e, bazis Vi-ben; fi,.... f,, bazis Vi-ben; g1, ..., g, bazis V3-ban;
v € Hom(Vy, Vo), ¥ € Hom(Va,, Vs). Ekkor

[ 8 =[] [p]*".
11/3.
TETEL (UJ BAZISRA VALO ATTERES): Legyen V vektortér R felett; dim V = n > 0;
ei,...,e, bazis V-ben; €], ..., e}, bazis V-ben. Ekkor 317 € Hom(V,V) : 7(e;) = €] (i =
1,...,n). Legyen D = [r]°. Ekkor D invertalhato, és tetsz6leges ¢ € Hom(V, V') esetén

11/4.

TETEL: Legyen K = R, az A(x,y) : V x V — R pedig V-n értelmezett szimmetrikus
bilinearis alak (tehat most minden x,y € V esetén teljesiil: 1./ A(y,x) = A(x,y)).
Ekkor az A minden értéke kifejezheté az A-hoz tartozd Q kvadratikus alak alkalmas
értékei segitségével.

12/2.

TETEL: Legyen K = C, az A(x,y) : V x V — C pedig V-n értelmezett bilinearis alak
(tehat most nincs feltéve az 1./). Ekkor az A minden értéke kifejezhets az A-hoz tartozo
Q kvadratikus alak alkalmas értékei segitségével.

13/1.

TETEL: K = C esetén tetszéleges A(x,y) : V x V — C bilineéris alakra érvényes:

A Hermite-féle <= az A-hoz tartozdé Q kvadratikus alak minden értéke valos.

13/1.

TETEL (UJ BAZISRA VALO ATTERES BILINEARIS ALAKNAL): Legyen V vek-
tortér R felett; dimV = n > 0; ey, ...,e, bazis V-ben; €, ...,e/, bazis V-ben. Ekkor
dlr € Hom(V,V) : 7(e;) =€} (i =1,...,n). Legyen D = [r]®. Ekkor D invertalhato, és
tetszéleges tetszéleges A(x,y) : V x V — R bilineéris alak esetén

[A]¢ = DT[A]°D.
13/2.



