2009. december 1/2.

Linearis algebra (A, B, C)
12. el6adas
(vazlat)

Legyen K = R vagy K = C, tovabba V vektortér a K felett (az 1/3 oldali 10 tulajdon-
sag megfelelGjével). Korabban egy skalaris szorzatnak nevezett (x,y) : V xV — K
fiiggvényre teljesiiltek a kévetkezdk minden x,y,z € V és A € K esetén:

L/ (y,x) = (x,¥); 3
2./ (Ax,y) = AMx,y); 2./ (x,Ay) = Mx,¥);
3./ (%, Y+Z>=<X y) + (x,2); 3./ ({y +2z,x) =
4.a/ (x,x) mindig (valds és) nemnegativ;

4b/ (x,x) =0<=x=0.

A 9/1 oldalon csak 1./, 2./, 3./, 4.a/ és 4.b/ szerepelt kovetelményként, a tobbit ezek
felhasznalasaval igazoltuk. Tekintsiik most n tagu linearis kombinéaciok skalaris szorzatat
(9/4 mintajara majd eq, ..., e, bazisban lesz érdekes, de ONB helyett csak B):

n n n n
(Z xrje;, Z yrer) = Z Z xjy_k(ej, ey)
j=1 k=1

j=1 k=1

konnyedén adodik 2./, 2./, 3./ és 3’./ felhasznalasaval. Tehat linedris kombinéciok
skalaris szorzatanak fenti kiszamolasahoz 4.a/ és 4.b/ egyaltalan nem kellett, s az 1./ is
csak a 2./ és 3’./ igazolasdhoz kellett korabban. Most az Gsszesen 7 darab kévetelmény-
bél fogunk 4-et kiemelni: a skalaris szorzat olyan altaldnositésait vizsgaljuk, amelyekre
a fenti szamolas szintén elvégezhets 2./, 2°./, 3./ és 3’./ megfelelGjének feltételezésével.
Az alabbi definicidban a szdmozas a kordbbiakkal valé Gsszehasonlitast szolgélja, ne hia-
nyoljuk az 1./-et (majd lesz kés6bb meglep&en kétarcu szerepben).

DEFINICIO: Legyen K = R vagy K = C, tovibba V vektortér a K felett (az 1/3 oldali 10
tulajdonsag megfelelGjével). Az A(x,y) : V x V — K fiiggvényt V-n értelmezett (K-t6l
fiigg6en valos vagy komplex) bilineéris fiiggvénynek, bilinearis alaknak, vagy bilinearis
formanak hivjuk, ha teljesiilnek a kévetkez6k minden x,y,z € V és A € K esetén:

2./ AQx,y) = AA(x, ¥); 2./ A(x, Ay) = A A(X, ¥);

3./ Alx,y +2z) = A(x,y) + A(x, z); 3./ Aly + z,x) = Ay, x) + A(z,x).

|Az elnevezések hasznalata elég kaotikus, a masodik és harmadik elnevezéssel néha arra
utalnak, ha az értékek nem egyszeriien K-ban, hanem egy K feletti vektortérben vannak.|
Némi cserebere aran eme 4 kévetelmény akar igy is irhato:

2./ AOxy) = MA(x,y); 2./ Alx, Ay) = MA(x, ¥);

3. Ax+1z,y) =Axy) + Az,y); 3./ Ax,y +2z) = A(x,y) + A(x,z).
Ezeket szoktak roviden ugy fogalmazni, hogy az A(x,y) rogzitett y mellett az elsG val-
tozoban linearis leképezés, mig rogzitett x mellett a masodik valtozoéban (a konjugalés
miatt) "méasodfaja” linearis leképezés.

Ha az A(x,y) : V x V — K a V-n értelmezett bilinearis alak, akkor a V-beli ey, ..., e,
bézis linearis kombinécioit helyettesitve:

n

n
Z zje;, Z yker) = » > x;TkA(e;, ex),

Jj=1k=1



ami igazdn motivalhatja bilinearis alak e bazisbeli matrixdnak bevezetését:
DEFINICIO: Legyen az A(x,y) : V xV — K a V-n értelmezett bilinearis alak, tovabba
€1, ..., e, bazis V-ben. [A]® € K"*", éspedig minden sz6bajovs j, k esetén (a,i, =) ;[Alf =

Alej,ep).

Igy az elébbi kifejezés a kovetkezs formaban is irhaté:

n n n n
A(Z xje;, Z Ypekr) = Z Z TjYkGjk,
j=1 k=1

j=1k=1

specialisan
n

n n n
.A( E r;e;, E xkek) = E E TjTra K,
=1 k=1

j=1k=1

ugyanez K = R esetén

3

NE

n n
A(g rje;, g TRpey) = g LT
j=1 k=1

= J:]_

e
I
—

alakot 6lt. Ez ugyanigy néz ki, mint a 9/4 oldalon a szimmetrikus matrixhoz rendelt
kvadratikus alak, de hol van most a szimmetria? Ujabb elnevezésre ad alkalmat, ha az
1./ megfelelGje is érvényes egy bilinearis alakra:

DEFINICIO: Legyen az A(x,y) : V x V — K a V-n értelmezett bilinedris alak. Azt
mondjuk, hogy az A Hermite-féle bilinearis alak (K = R esetén a szimmetrikus

bilinearis alak kifejezés is hasznélatos), ha x,y € V esetén teljesiil: 1./ A(y,x) = A(x,y).

Vérszemet kapva, menten definidlhatunk a bilinearis alakunkhoz tartozé kvadratikus
alakot is, itt azonban nem art az 6vatossag, kiilondsen definitségi kérdéseknél!
DEFINICIO: Legyen K = R, az A(x,y) : V xV — R pedig V-n értelmezett szimmetri-
kus bilinearis alak (tehat most minden x,y € V esetén teljesiil: 1./ A(y,x) = A(x,y)).
Ekkor az A-hoz tartoz6 Q kvadratikus alak: QO : V - R; 0Q(x) = A(x,x).
DEFINICIO: Legyen K = C, az A(x,y) : V x V — C pedig V-n értelmezett bilinearis
alak. Ekkor az A-hoz tartoz6 kvadratikus alak: Q : V — C; Q(x) = A(x, x).

Meglep6 lehet, hogy az 1./ megfelelgje az utobbi definicibban nem szerepel! Valéban
nincs ra sziitkség, majd egész méas szerepe lesz a komplex esetnél. ElGszor a valos eset-
ben vizsgaljuk meg, hogy ott viszont mire j6 a szimmetria. Tekintsiik V' = R? esetén

a trividlis bazisban 8 8}, illetve [_? H matrixd bilineéris alakokat, el6bbi per-

sze szimmetrikus, utobbi nem! Viszont a 23:1 S 2 xjaRa; kifejezés mindkeét esetben
mindig nullat szolgaltat. Ha tehat a nem szimmetrikus esetre is kiterjesztenénk a defini-
ciot, kiilonbo6z6 bilinearis alakokhoz tartozhatna azonos kvadratikus alak. Szimmetrikus
bilinearis alakokra szoritkozva azonban igazolhato, hogy a kvadratikus alak értékeibdl
egyértelmtien kovetkeztethetiink az 6t szolgéltatd bilinearis alak értékeire.

TETEL: Legyen K = R, az A(x,y) : V x V — R pedig V-n értelmezett szimmetrikus
bilinearis alak (tehat most minden x,y € V esetén teljesiil: 1./ A(y,x) = A(x,y)).
Ekkor az A minden értéke kifejezhets az A-hoz tartozé Q kvadratikus alak alkalmas
értékei segitségével.

[Bizonyitas: Most A(x +y,x+¥) = A(x,%) + A(x,¥) + Ay, x) + A(y,y) = A(x, %) +
2A(x,y)+ A(y,y), tehat Q(x+y) = Q(x)+2A(x,y)+ Q(y). Ebbdl A(x,y) kifejezhets
Q értékeivel.|



A legfontosabb tételek, szovegkozi allitasok felsorolasa, utanuk (ha bizonyitas
is volt) a bizonyitas helye: el6adas/oldal.

OSSZEFOGLALAS (az R"-beli komponensenkénti dsszeadas (+) és valés szammal valo
szorzds (\-) tulajdonsagai):

I./)1. + : R" x R® — R", azaz Va,b € R"-hez hozza van rendelve egy a+b € R";
I./)2. Va,b € R® b+ a=a+ b (kommutativitas);

I./3. Va,b,c ¢ R” (a+b)+c=a+ (b+c) (asszociativitas);

I.L)4. 30 € R” : Yae R" 0+a=a(=a+0) (,nullvektor” létezése);

I./5. Vae R" 3(—a) e R" : (—a)+a=0(=a+ (—a)) (,ellentett” létezése);

IL./1. A : Rx R™ — R", azaz VA € R,a € R"”-hez hozza van rendelve egy Aa € R";
IL/)2. VA, p e Rja e R™  (Ap)a = A(pa) (,asszociativitas”);

I./3. VA, p e RyaeR™ (A + p)a= Aa—+ pa (els6 disztibutivitas);

II./4. YA € R,a,b e R™ A(a+ b) = Aa+ Ab (méasodik disztributivitas);

II./5. Vae R" la=a.

1/1-3.

TETEL: by,...,by BV(SR")-ben,acV = 3lay,..,ar €ER : a=ajb; + ... + axby.
2/1.

TETEL: Ha V < R” és by,....,b;, € V olyan, hogy Va € V 3lay,..., o € R : a =
a1by + ... + agby, akkor by, ..., by bazis V-ben.

2/1.

TETEL (ELEMI BAZISTRANSZFORMACIO): Legyen V < R™; by,...,by B V-ben;
acV;a=ab;+ ..+ aiby; i rogzitett, 1 < ¢ < k. Ekkor

b1,...,bi_l,a,biﬂ,...,bk B V-ben <~ Q; 7&0

2/1.

TETEL: Legyen k > 1; aj,ay,...,a; € R". Ekkor az a; 4+ ag + ... + a; egy tetszSleges
zarojelezése = ((...((a1 + a2) + a3) + ...) + ax_1) + ax.

2/2.

TETEL: Va,beR*"3!x e R":a+x = b.

2/2.

TETEL: k > 2, aj,...,a; € R™ esetén

ai,...,a, O <= Ja;, ami linedrisan fiigg az ay,...,a;,_1, a;41, ..., a, vektorrendszertdl.
2/3.

TETEL: ay,...,a;,b € R* a;,...,a; L és aj,...,a;, b O esetén b linearisan fiigg az
ai,..., ag-tol.

2/3.

TETEL: Tetszbleges § # A ,C” R™ esetén W(A) < R, tovabba A ,,S” W(A).

2/3.

TETEL: {W; <R", Wy, <R"} = W; N W, < R™

2/3.

TETEL: () # A
2/4.

TETEL: Ha V < R™; V # {0} és V-ben van véges generatorrendszer, akkor létezik bazis
V-ben, s6t barmely véges generatorrendszerbdl kivalaszthato bazis.

2/4.

KICSERELESI TETEL: Legyen V < R™; ay,...,a; V-beli L; by, ...,b,, G V-ben. Ekkor
a) 3FJje{l,..,m} : bja,..,a;L B) k=m (azaz |L| £ |G]).

3/1.

C” R” esetén Span (A) = W (A).

N=



TETEL: Ha V < R"; By, By bazisok V-ben, k pozitiv egész, |Bi| = k, akkor By is véges
és ‘BQ’ = k.

3/1.

TETEL: V < R™ esetén V-ben létezik véges generatorrendszer, tovabba V-ben barmely
linearisan fiiggetlen rendszer kiegészithet6 V bazisava.

3/1.

(Linearis egyenletrendszer):

3 megoldas <= b oszlopaban a (vesszss) e-k soraiban csupa 0 all vagy ez a rész nincs
(azaz minden e = 0 vagy r = m). Ha ez a feltétel teljesiil, akkor pl. x;, =dy,...,x; = d,,

tobbi = 0 egy megoldas.  a;,,...,a; béazis Span (ay,...,a,)-ben, r(a,...,a,) = r. A
megoldasszam: 0 vagy 1, ha r = n; 0 vagy oo, ha r < n.

3/3.

TETEL: A € R™*" esetén I,,A = A és Al, = A.

4/1.

TETEL (A transzponélas kapcsolata az eddigi miiveletekkel):
A BER™" = (A+B)T = AT + BT;
AER, AcR™" = (AA)T = \AT;
AeR™" BeR"™F = (AB)T =BTA".
4/2.
TETEL: A € R™*™ | B € R™**2 O ¢ R*3%5 egetén
= (AB)C < {n1 =ng és kg = kg} < HA(BC)

-

\
(AB)C = A(BC).

4/2.
TETEL: A € R™*™ B € R™*k2 O ¢ R"3*F3 egetén
E|A(B—|—C) o {n1 =ng =ns3 és ko :k'g} <~ JdAB + AC

g

\
A(B+C) = AB + AC.

4/2.
TETEL: A € R, A € R™*", B € R"*F = \(AB) = (AM)B = A(AB).
4/2.

/
(Linearis egyenletrendszer altalanos megoldésa): Tehat tetszdleges x = Lj"’ } € R"-re

/
Ax:b<:>A2de<:>[[T7D] |:Xffr 1 :d<:>X;:d—DXZ—r7

amivel megkaptuk az altaldnos megoldast: x!_ . komponensei a szabad (vagy fliggetlen)
valtozok, x/. komponensei a kotott (vagy fiiggs) valtozok.

4/4.

TETEL: Legyenek C = [cy, ..., ¢,] és D = [dy, ..., d] ebben a sorrendben &sszeszorozhatd
R feletti matrixok. Ekkor o, (CD) < o, (C).

4/4.

TETEL: Tetszéleges R feletti A matrixra o, (A) = o4 (A) [ezenttil = o(A), az A rangja;
a o helyett hasznalatos p vagy akar r is].

4/4.

[Folyt. kov.]



