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Lineáris algebra (A, B, C)
11. el®adás
(vázlat)

Ígértük, hogy elégséges feltételt adunk SB létezésére a különböz® sajátérték¶ sajátvek-
torok függetlenségének igazolása révén. Ezt mátrixok sajátvektorainak vizsgálatakor is
megtehettük volna, id® hiányában halasztottuk, most viszont a lineáris transzformációkon
gyakoroljuk inkább (mátrixokra hasonló a megfogalmazás és a bizonyítás is).

TÉTEL: Legyen ϕ ∈ Hom(Rn,Rn), továbbá u1,u2, ...,uk ∈ Rn sajátvektorai ϕ-nek,
továbbá λ1, λ2, ..., λk ∈ R a megfelel® sajátértékek, melyek páronként különböz®k.
Ekkor u1,u2, ...,uk lineárisan független sajátvektorrendszer.
[Bizonyítás (k szerinti teljes indukcióval): A k = 1 eset nyilvánvaló, hisz egy sajátvektor
nem lehet nullvektor. Ha már tudjuk, hogy k − 1-re igaz az állítás (így u1,u2, ...,uk−1

L), tegyük fel, hogy u1,u2, ...,uk Ö. Ekkor uk lineárisan függ u1,u2, ...,uk−1-t®l: uk =∑k−1
j=1 αjuj . Ebb®l ϕ(uk) =

∑k−1
j=1 αjϕ(uj), tehát λkuk =

∑k−1
j=1 αjλjuj , másrészt uk =∑k−1

j=1 αjuj miatt λkuk =
∑k−1

j=1 αjλkuj . A λkuk kétféle el®állításából azt kapjuk, hogy

0 =
∑k−1

j=1 αj(λj − λk)uj . Mivel u1,u2, ...,uk−1 L, az adódik, hogy j = 1, ..., k − 1-re
αj(λj − λk) = 0, csakhogy itt λj − λk 6= 0, tehát j = 1, ..., k − 1-re αj = 0, azaz uk = 0,
ami ellentmond annak, hogy uk sajátvektor.]

KÖVETKEZMÉNY: Ha a ϕ ∈ Hom(Rn,Rn) lineáris transzformációnak n darab páron-
ként különböz® sajátértéke van (ahol n = dim Rn), akkor létezik Rn-ben SB, azaz a ϕ
sajátvektoraiból álló bázis.

Sajnos, a fenti eredményben az n darab (azaz dimenziónyi) különböz® sajátérték létezése
az SB létezésének csupán elégséges feltétele: Tetsz®leges x ∈ Rn-re ε(x) = x de�nícióval
ε ∈ Hom(Rn,Rn), melynek minden 0-tól különböz® Rn-beli vektor sajátvektora az 1
sajátértékkel, tehát van SB, viszont az 1 az egyetlen sajátérték.

A 9/1 oldalon szerepelt már olyan megfogalmazás, hogy �legyen V vektortér a K felett (az
1/3 oldali 10 tulajdonság megfelel®jével)� az euklideszi terek általános tárgyalása céljából.
Egyébként viszont a zárthelyik könnyítésére többnyire Rn szerepelt, ami félrevezet® képet
is eredményezhet a kés®bbi tanulmányok szempontjából: Rn-ben nem volt probléma a
bázis kereséssel, a bázisok elemszámának összehasonlításával, mivel volt benne véges
generátorrendszer. Az általánosabb tárgyalás sok nehézséggel jár, de legalább a kezd®
lépést tegyük meg irányában, legalább R felett: Ezentúl legyen V vektortér R felett (az
1/3 oldali 10 tulajdonság megfelel®jével).

DEFINÍCIÓ: Az R feletti V vektortér dimenziója:

dimV =

 0 , ha V = {0} ;
egy tetsz®leges B elemszáma, ha V 6= {0} és van véges G V -ben ;

∞ egyébként.
Megjegyezzük, hogy a de�níció harmadik része számosságfogalom ismeretében �nomít-
ható |B|-ra, azaz báziselemhalmaz számosságára.

Ha tekintjük az R → R függvények szokásos R feletti vektorterét [V = {f | f : R →
R}, f, g ∈ V esetén tetsz®leges x ∈ R-re (f + g)(x) = f(x) + g(x), λ ∈ R, f ∈ V esetén
tetsz®leges x ∈ R-re (λf)(x) = λ(f(x))], ebben a polinomfüggvények alterét (az 1/4 oldali
de�níció kiterjesztésével), err®l könnyen belátható, hogy nincs véges generátorrendszere
(összeadás és skalárral való szorzás során a fokszám nem n®het), így dimenziója ∞.



Fárasztó és id®igényes volna most a korábbi de�níciókat és tételeket kiterjeszteni a kicsit
általánosabb esetre, de legalább a lineáris leképezéseknél tegyük meg ezt, hiszen itt még
hátra van pl. az izomor�zmus vizsgálata egyes vektorterek között, ami így határozottan
izgalmasabb lehet.

DEFINÍCIÓ: Legyen V1 és V2 vektortér R felett, ϕ : V1 → V2.
ϕ vektortérhomomor�zmus [vagy homogén lineáris leképezés, vagy
lineáris leképezés, vagy m¶velettartó leképezés +, λ·-ra], ha
1./ u,v ∈ V1 ⇒ ϕ(u + v) = ϕ(u) + ϕ(v);
2./ λ ∈ R, u ∈ V1 ⇒ ϕ(λu) = λϕ(u).
Ha egy lineáris leképezés, azaz vektortérhomomor�zmus netán bijektív, akkor vektortér-
izomor�zmusnak hívjuk.
Az egyértelm¶ kiterjesztési tétel bizonyítása az általánosabb esetben hasonlóan történhet,
de legalább mondjuk ki:

EGYÉRTELM� KITERJESZTÉSI TÉTEL: Legyen V1 és V2 vektortér az R felett;
dim V1 = n > 0; e1, ..., en bázis V1-ben; w1, ...,wn tetsz®leges vektorok V2-ben. Ekkor
∃ !ϕ : V1 → V2 vektortérhomomor�zmus, melyre ϕ(ei) = wi (i = 1, ..., n).

DEFINÍCIÓ: Ha e1, ..., en bázis V1-ben; f1, ..., fm bázis V2-ben; ϕ : V1 → V2 vektortérho-
momor�zmus, akkor a ϕ mátrixa az e; f bázispárban

[ϕ]e;f def= [[ϕ(e1)]f , ..., [ϕ(en)]f ] ∈ Rm×n.
A de�nícióból adódik, hogy tetsz®leges x ∈ V1 esetén [ϕ(x)]f = [ϕ]e;f [x]e.
Különösen fontosak lesznek azok a lineáris leképezések, amelyeknél V1 = V2 = V , ezek
a V vektortér LINEÁRIS TRANSZFORMÁCIÓi. Ilyenkor megállapodunk abban, hogy
a mátrix de�níciójában mindkét helyre ugyanazt a bázist vesszük: Ha e1, ..., en bázis

V -ben, ϕ : V → V lineáris transzformáció, akkor [ϕ]e def= [ϕ]e;e.

DEFINÍCIÓ: Legyen V1 és V2 vektortér R felett; Hom(V1, V2) jelölje a V1-b®l V2-be
képez® vektortérhomomor�zmusok halmazát.
ϕ,ψ ∈ Hom(V1, V2) esetén legyen ϕ + ψ : V1 → V2 úgy, hogy u ∈ V1-re (ϕ + ψ)(u) =
ϕ(u)+ψ(u). λ ∈ R és ϕ ∈ Hom(V1, V2) esetén legyen λϕ : V1 → V2 úgy, hogy u ∈ V1-re
(λϕ)(u) = λ(ϕ(u)).
Könnyen látható, hogy az imént de�niált összeg és számszoros is Hom(V1, V2)-ben van,
továbbá azt is, hogy Hom(V1, V2) vektortér az R felett a fenti m¶veletekre.

DEFINÍCIÓ: Legyen V1 és V2 vektortér R felett; ϕ ∈ Hom(V1, V2).
ϕ képtere: Imϕ

def= {v′ |v′ ∈ V2 ∃u ∈ V1 ϕ(u) = v′};
ϕ magtere: Ker ϕ def= {x |x ∈ V1 ϕ(x) = 0′}.
Könnyen igazolható, hogy Imϕ 5 V2 és Ker ϕ 5 V1. Nyilvánvaló, hogy Imϕ = V2 ⇔ ϕ
szürjektív. Mivel ϕ(x) = ϕ(y) ⇔ ϕ(x− y) = 0′ ⇔ x− y ∈ Ker ϕ, ezért az is igaz, hogy
ϕ injektív ⇔ Ker ϕ = {0}.

TÉTEL: Legyen V1 és V2 véges dimenziós vektortér R felett. Ekkor
V1
∼= V2 ⇔ dimV1 = dimV2.

[Bizonyítás: Legyen dimV1 = n. Az n = 0 eset triviális mindkét irányban. Tegyük fel,
hogy n > 0.
⇒ : ∃ϕ ∈ Hom(V1, V2), mely bijektív. Legyen e1, ..., en bázis V1-ben. Állítás:
ϕ(e1), ..., ϕ(en) bázis V2-ben. [[biz: G: Legyen v′ ∈ V2. ϕ szürjektivitása miatt ∃u ∈
V1 : v′ = ϕ(u). Ezt a bázissal felírva: u = u1e1 + ... + unen, így a két m¶velettartást
felhasználva v′ = ϕ(u1e1 + ... + unen) = u1ϕ(e1) + ... + unϕ(en). L: Tegyük fel, hogy



α1ϕ(e1) + ...+ αnϕ(en) = 0′, azaz ϕ(α1e1 + ...+ αnen) = 0′ = ϕ(0). A ϕ injektivitása
miatt α1e1 + ...+ αnen = 0, így már minden αi = 0.]]
⇐ : Legyen e1, ..., en bázis V1-ben, f1, ..., fn bázis V2-ben. Az egyértelm¶ kiterjesztési
tétel alapján ∃ !ϕ ∈ Hom(V1, V2), melyre ϕ(ei) = fi (i = 1, ..., n). Állítás: ϕ bijektív.
[[biz: szürjektivitás: Legyen v′ ∈ V2. Ezt felírhatjuk V2 bázisával: v′ = β1f1+ ...+βnfn =
β1ϕ(e1)+ ...+βnϕ(en) = ϕ(β1e1 + ...+βnen). injektivitás: Tudjuk már, hogy ϕ injektív
⇔ Ker ϕ = {0}. Tegyük fel, hogy x ∈ Ker ϕ, így ϕ(x) = 0′. x felírása a bázissal
x = x1e1 + ... + xnen. Tehát 0′ = ϕ(x1e1 + ... + xnen) = x1ϕ(e1) + ... + xnϕ(en) =
x1f1 + ...+ xnfn, így már minden xi = 0.]] Így a ϕ már vektortérizomor�zmus.]

DIMENZIÓÖSSZEFÜGGÉS: Legyen V1 és V2 vektortér R felett, ϕ ∈ Hom(V1, V2).
Ha V1 véges dimenziós, akkor dim Imϕ+ dimKer ϕ = dimV1.
(Itt ϕ rangja: r(ϕ) = dim Imϕ ; ϕ defektusa: d(ϕ) = dimKer ϕ.)
[Bizonyítás: Legyen dimV1 = n. Az n = 0 eset most is triviális. Tegyük fel, hogy
n > 0. Legyen k = dimKer ϕ. 0 < k < n esetén veszünk egy a1, ...,ak bázist Ker ϕ-ben,
ez L a V1-ben, így kiegészíthet® bázissá: a1, ...,ak,b1, ...,bn−k bázis V1-ben. Állítás:
ϕ(b1), ..., ϕ(bn−k) bázis Imϕ-ben. [biz: G: Imϕ elemei ϕ(u) alakúak, ahol u ∈ V1.
u-t a bázissal felírva és beírva: ϕ(u) = ϕ(α1a1 + ...+ αkak + β1b1 + ...+ βn−kbn−k) =
α1ϕ(a1)+ ...+αkϕ(ak)+β1ϕ(b1)+ ...+βn−kϕ(bn−k) = β1ϕ(b1)+ ...+βn−kϕ(bn−k). L:
Tegyük fel, hogy γ1ϕ(b1)+ ...+γn−kϕ(bn−k) = 0′. Ekkor ϕ(γ1b1 + ...+γn−kbn−k) = 0′,
tehát γ1b1 + ...+γn−kbn−k ∈ Ker ϕ, így γ1b1 + ...+γn−kbn−k = δ1a1 + ...+ δkak alakú,
emiatt már minden γi = 0.] A k = 0 esetben a-k nélkül ugyanígy dolgozhatunk a V1

tetsz®leges b1, ...,bn bázisával. A k = n esetben Ker ϕ = V1, így Imϕ = {0′}.]

SZORZÁSTÉTEL: Legyen V1, V2 és V3 vektortér R felett, dimenziójuk rendre n,m, s
(pozitív egészek); e1, ..., en bázis V1-ben; f1, ..., fm bázis V2-ben; g1, ...,gs bázis V3-ban;
ϕ ∈ Hom(V1, V2), ψ ∈ Hom(V2, V3). Ekkor

[ψϕ]e;g = [ψ]f ;g[ϕ]e;f .

[Bizonyítás: Emlékezzünk vissza a de�nícióra: [ϕ]e;f def= [[ϕ(e1)]f , ..., [ϕ(en)]f ] ∈ Rm×n.
Így minden szóbajöv® i-re

ϕ(ei) =
m∑

j=1

j [ϕ]e;f
i fj .

A másik két esetre felírva ennek megfelel®jét, azt kapjuk, hogy

ψ(fj) =
s∑

t=1

t[ψ]f ;gj gt, (ψϕ)(ei) =
s∑

t=1

t[ψϕ]e;g
i gt,

(ψϕ)(ei) = ψ(ϕ(ei)) = ψ

 m∑
j=1

j [ϕ]e;f
i fj

 =
m∑

j=1

j [ϕ]e;f
i ψ(fj) =

m∑
j=1

j [ϕ]e;f
i

s∑
t=1

t[ψ]f ;gj gt =

s∑
t=1

 m∑
j=1

j [ϕ]e;f
i t[ψ]f ;gj

gt =
s∑

t=1

 m∑
j=1

t[ψ]f ;gj j [ϕ]e;f
i

gt.

A bázissal való felírás egyértelm¶ségét felhasználva, a gt együtthatóit vizsgálva:
t[ψϕ]e;g

i =
∑m

j=1 t[ψ]f ;gj j [ϕ]e;f
i , ez pedig épp a szorzatmátrix t-edik sorának i-edik eleme.]



Lineáris transzformációk esetén most azt nézzük meg, hogyan változik a mátrix, ha a
bázist változtatjuk.

TÉTEL (ÚJ BÁZISRA VALÓ ÁTTÉRÉS): Legyen V vektortér R felett; dimV = n > 0;
e1, ..., en bázis V -ben; e′1, ..., e

′
n bázis V -ben. Ekkor ∃ !τ ∈ Hom(V, V ) : τ(ei) = e′i (i =

1, ..., n). Legyen D = [τ ]e. Ekkor D invertálható, és tetsz®leges ϕ ∈ Hom(V, V ) esetén

[ϕ]e
′
= D−1[ϕ]eD.

[Bizonyítás: Mivel e1, ..., en is, és e′1, ..., e
′
n is bázis V -ben, az egyértelm¶ kiterjesztési

tételt két szereposztásban is használhatjuk, így ∃ ! τ, γ ∈ Hom(V, V ) : τ(ei) = e′i, γ(e
′
i)

= ei (i = 1, ..., n). Így γ(τ(ei)) = γ(e′i) = ei minden i-re, tehát γτ = ε, ahol ε a V
identitása: ε(v) = v ∀v ∈ V -re. A szorzástételt használva (minden bázis helyébe e-t
írva): [γ]e[τ ]e = [γτ ]e = [ε]e = In, tehát D = [τ ]e invertálható. ϕ ∈ Hom(V, V ) esetén
minden szóbajöv® i-re

ϕ(ei) =
n∑

j=1

j [ϕ]ei ej , ϕ(e′i) =
n∑

j=1

j [ϕ]e
′

i e′j , ϕ(τ(ei)) =
n∑

j=1

j [ϕ]e
′

i τ(ej),

γ(ϕ(τ(ei))) = γ

 n∑
j=1

j [ϕ]e
′

i τ(ej)

 =
n∑

j=1

j [ϕ]e
′

i γ(τ(ej)) =
n∑

j=1

j [ϕ]e
′

i ej .

Tehát
[ϕ]e

′
= [γϕτ ]e = [γ]e[ϕ]e[τ ]e = D−1[ϕ]eD.]

Ez a tétel magyarázza meg, miért olyan használható fogalom a mátrixok hasonlósága.
Korlátja viszont az R, ami adott a V -vel együtt; viszont ugyanilyen tétel igazolható
C feletti vektorterekre is. Bebizonyítható, hogy minden A ∈ Cn×n hasonló a C felett

egy blokk-diagonális mátrixhoz, melyben a diagonálisbeli blokkok


γ 1 0 ... 0
0 γ 1 ... 0
...

...
...

...
0 0 0 ... 1
0 0 0 ... γ


alakúak (a méret és γ ∈ C változhat, hisz a γ-k épp a sajátértékek eme speciális fels®
háromszög mátrixban), amelyekkel még mindig t¶rhet®en lehet számolni. A fenti blokk
neve Jordan blokk, az ilyenekb®l összerakott, A-hoz C felett hasonló blokk-diagonális
mátrix az A Jordan-féle normálalakja. A �t¶rhet®en lehet számolni� kifejezés arra utal,
hogy egy blokkdiagonális mátrix N -edik hatványát a diagonálisbeli blokkok N -edik hat-
ványra emelésével számolhatjuk ki, ahol most alkalmazható a binomiális tétel, mert fel-
cserélhet® mátrixok összegét kell hatványozni: ha az iménti Jordan-blokk k×k-as, akkor
γ 1 0 ... 0
0 γ 1 ... 0
...

...
...

...
0 0 0 ... 1
0 0 0 ... γ

 =


γ 0 0 ... 0
0 γ 0 ... 0
...

...
...

...
0 0 0 ... 0
0 0 0 ... γ

 +


0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
...

...
...

...
0 0 0 ... 1
0 0 0 ... 0

, ahol az els® tag γIk,

így felcserélhet® a második taggal.


