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Linearis algebra (A, B, C)
11. eladas
(vazlat)

Igértiik, hogy elégséges feltételt adunk SB létezésére a kiilonbozs sajatértékd sajatvek-
torok fiiggetlenségének igazolasa révén. Ezt matrixok sajatvektorainak vizsgalatakor is
megtehettiik volna, id6 hidnyaban halasztottuk, most viszont a linearis transzformacidkon
gyakoroljuk inkadbb (matrixokra hasonlé a megfogalmazas és a bizonyitas is).

TETEL: Legyen ¢ € Hom(R",R"), tovabba u;,uy,...,u; € R" sajatvektorai ¢-nek,
tovabba A1, A2, ..., A\ € R a megfelel§ sajatértékek, melyek paronként kiilonbo6zdk.
Ekkor ui,us, ..., u; linedrisan fiiggetlen sajatvektorrendszer.

[Bizonyitas (k szerinti teljes indukcioval): A k = 1 eset nyilvanvalo, hisz egy sajatvektor
nem lehet nullvektor. Ha mar tudjuk, hogy k — 1-re igaz az allitas (igy uy, ug, ..., ux_1
L), tegyiik fel, hogy u;,us, ..., u; O. Ekkor uy linearisan fiigg uy, ug, ..., up_1-t6l: uy =
Zf;f aju;. Ebbdl o(uy) = 25;11 a;p(uy), tehat A\guy = 25;11 a;Aju;, masrészt uy =
SoT1 oy miatt Agup = Y57 gy, A Ay, kétfele elallitasabol azt kapjuk, hogy
0= Zf;ll a;(Aj — Ap)u;. Mivel ug,ug,...,uy—1 L, az adddik, hogy j = 1,....k — 1-re
a;(A; — Ag) =0, csakhogy itt \; — A\ # 0, tehat j =1,....,k — 1-re o; = 0, azaz u; = 0,
ami ellentmond annak, hogy uy sajatvektor.|

KOVETKEZMENY: Ha a ¢ € Hom(R", R") lineéris transzformécionak n darab paron-
ként kiilonb6z46 sajatértéke van (ahol n = dim R™), akkor létezik R"-ben SB, azaz a ¢
sajatvektoraibol allo bazis.

Sajnos, a fenti eredményben az n darab (azaz dimenzionyi) kiillénb6z6 sajatérték létezése
az SB létezésének csupan elégséges feltétele: Tetszoleges x € R™-re e(x) = x definicival
e € Hom(R™, R™), melynek minden 0-t6l kiilénb6z6 R™-beli vektor sajatvektora az 1
sajatértékkel, tehat van SB, viszont az 1 az egyetlen sajatérték.

A 9/1 oldalon szerepelt mar olyan megfogalmazés, hogy "legyen V' vektortér a K felett (az
1/3 oldali 10 tulajdonsag megfelelGjével)” az euklideszi terek altalanos targyalasa céljabol.
Egyébként viszont a zarthelyik konnyitésére tébbnyire R™ szerepelt, ami félrevezets képet
is eredményezhet a kés6bbi tanulmanyok szempontjabol: R™-ben nem volt probléma a
bazis kereséssel, a bazisok elemszamanak Osszehasonlitasaval, mivel volt benne véges
generatorrendszer. Az altalanosabb targyalas sok nehézséggel jar, de legalabb a kezds
lépést tegylik meg iranyaban, legalabb R felett: Ezentul legyen V' vektortér R felett (az
1/3 oldali 10 tulajdonsag megfelelGjével).

DEFINICIO: Az R feletti V vektortér dimenzibja:

0, ha V = {0};
dimV = ¢ egy tetszéleges B elemszama, ha V # {0} és van véges G V-ben;
00 egyébként.

Megjegyezziik, hogy a definici6 harmadik része szamossagfogalom ismeretében finomit-
hat6 |B|-ra, azaz baziselemhalmaz szamossagara.

Ha tekintjiik az R — R fiiggvények szokasos R feletti vektorterét [V = {f|f : R —
R}, f,g € V esetén tetszéleges z € R-re (f + g)(x) = f(x) + g(x), A € R, f € V esetén
tetszoleges x € R-re (Af)(z) = A\(f(z))], ebben a polinomfiiggvények alterét (az 1/4 oldali
definici6 kiterjesztésével), errél konnyen belathatd, hogy nincs véges generatorrendszere
(Osszeadas és skalarral valod szorzas soran a fokszam nem néhet), igy dimenzidja co.



Féaraszto és idGigényes volna most a korabbi definiciokat és tételeket kiterjeszteni a kicsit
altalanosabb esetre, de legalabb a linearis leképezéseknél tegyiik meg ezt, hiszen itt még
hatra van pl. az izomorfizmus vizsgalata egyes vektorterek kozott, ami igy hatarozottan
izgalmasabb lehet.

DEFINICIO: Legyen Vi és Va vektortér R felett, ¢ : V; — Va.

¢ vektortérhomomorfizmus [vagy homogén linedris leképezés, vagy

linearis leképezés, vagy mdvelettarto leképezés +, \--ra|, ha
1./uveV=plu+v)=pu)+ev);

2./ XeR, ueVy = ¢p(Au) = Ap(u).

Ha egy lineéris leképezés, azaz vektortérhomomorfizmus netan bijektiv, akkor vektortér-
izomorfizmusnak hivjuk.

Az egyértelmi kiterjesztési tétel bizonyitésa az &ltalanosabb esetben hasonléan térténhet,
de legalabb mondjuk ki:

EGYERTELMU KITERJESZTESI TETEL: Legyen V; és V5 vektortér az R felett;
dim V; =n > 0; eq,...,e, bazis Vi-ben; wq,...,w,, tetszbleges vektorok V5-ben. Ekkor
1 : Vi — Vi vektortérhomomorfizmus, melyre ¢(e;) = w; (i = 1,...,n).

DEFINICIO: Ha ey, ..., e, bazis Vi-ben; fi, ..., f,, bazis Vo-ben; ¢ : V; — V; vektortérho-
momorfizmus, akkor a ¢ maétrixa az e;f béazisparban

P15 = [[p(en)]r, -, [p(en)]e] € R™X.

A definiciobol adédik, hogy tetszéleges x € Vi esetén [o(x)]s = []%f[x]e.

Kiilénosen fontosak lesznek azok a linearis leképezések, amelyeknél V3 = Vo = V., ezek
a V vektortér LINEARIS TRANSZFORMACIOi. Ilyenkor megéllapodunk abban, hogy
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V-ben, ¢ : V — V lineéris transzforméacio, akkor [¢]® et [p]ee.

DEFINICIO: Legyen Vi és Vs vektortér R felett; Hom(Vi, V) jelélje a Vi-b6l Vi-be
képez6 vektortérhomomorfizmusok halmazat.

o, € Hom(Vy, V) esetén legyen ¢ + ¢ : Vi — V5 agy, hogy u € Vi-re (¢ + ¢)(u) =
p(u)+1Y(u). A € Rés p € Hom(Vy, Va) esetén legyen A\p : Vi — V; gy, hogy u € Vj-re
(Ap)(u) = A(p(u)).

Ko6nnyen lathato, hogy az imént definialt 6sszeg és szamszoros is Hom(Vi, V)-ben van,
tovabbé azt is, hogy Hom(Vi, Va) vektortér az R felett a fenti miveletekre.

DEFINICIO: Legyen V; és Vi vektortér R felett; o € Hom(Vy, Va).

¢ képtere: ZIm et {V|[v eVaJueVj p(u) =v'};

© magtere: Kerp < {x|x e Vi o(x)=0"7}.

Konnyen igazolhato, hogy Zm ¢ < V5 és Ker ¢ < V. Nyilvanvalo, hogy Im ¢ =V, < ¢
sziirjektiv. Mivel o(x) = ¢p(y) © p(x —y) =0 & x —y € Ker ¢, ezért az is igaz, hogy
¢ injektiv < Ker p = {0}.

TETEL: Legyen Vi és Vs véges dimenzios vektortér R felett. Ekkor
Vi =2 Vo< dimV; = dim Vs.

[Bizonyitas: Legyen dimV; = n. Az n = 0 eset trividlis mindkét irdnyban. Tegyiik fel,
hogy n > 0.

=: J¢ € Hom(V1,V3), mely bijektiv. Legyen e, ..., e, bézis V;i-ben. Allitds:
v(e1),...,p(e,) bazis Va-ben. [[biz: G: Legyen v/ € V. ¢ sziirjektivitasa miatt Ju €
Vi @ v = p(u). Ezt a bazissal felirva: u = uje; + ... + u,e,, igy a két miivelettartéast
felhasznalva v/ = p(uje; + ... + upe,) = urp(er) + ... + upp(ey,). L: Tegyiik fel, hogy



arp(er) + ... + anp(e,) = 0'; azaz p(a1e1 + ... + aye,) = 0 = ¢(0). A ¢ injektivitasa
miatt ae; + ... + aye, = 0, igy mar minden «; = 0.]]

«<: Legyen eq,...,e, bazis Vi-ben, fi, ... f, bézis Vi-ben. Az egyértelmi Kkiterjesztési
tétel alapjan 3! € Hom(Vy, V), melyre p(e;) = £; (i = 1,...,n). Allitds: ¢ bijektiv.
[biz: sziirjektivitds: Legyen v/ € V,. Ezt felichatjuk V5 bazisaval: v/ = gif; +...+ (.1, =
Brp(er) + ...+ Bnp(en) = o(fre1+ ... + Onen). injektivitas: Tudjuk méar, hogy ¢ injektiv
& Kerg = {0}. Tegyiik fel, hogy x € Kery, igy ¢(x) = 0. x felirdsa a bazissal
X = r1€1 + ... + T,e,. Tehat 0 = p(r1e1 + ... + zpe,) = vr0(€1) + ... + () =
x1fy + ... + z,f,, igy mar minden z; = 0.]] Igy a ¢ mar vektortérizomorfizmus.|

DIMENZIOOSSZEFUGGES: Legyen V; és Vs vektortér R felett, o € Hom(Vy, Va).

Ha V; véges dimenzios, akkor dim Zm ¢ + dim Ker ¢ = dim V;.

(Itt ¢ rangja: r(¢) = dimZm ¢ ; ¢ defektusa: d(p) = dim Ker ¢.)

|Bizonyitas: Legyen dimV; = n. Az n = 0 eset most is trividlis. Tegyiik fel, hogy
n > 0. Legyen k£ = dim Ker ¢. 0 < k < n esetén vesziink egy ai, ..., a; bazist Ker p-ben,
ez L a Vi-ben, igy kiegészithet6 béazissa: ay,...,ap, b1, ...,b,_ bazis Vi-ben. Allitds:
©(b1), ..., p(by_k) bazis Zm p-ben. [biz: G: Zm ¢ elemei p(u) alakaak, ahol u € V;.
u-t a bazissal felirva és beirva: p(u) = p(a1a; + ... + agag + S1b1 + ... + Bn_ibn_k) =
arp(ar) +...+arp(ag) +fre(br) +... 4+ Bnrp(bn_i) = Bro(b1) + ...+ Bn_rp(bn_r). L:
Tegyiik fel, hogy v1p(b1)+... + Yn—rp(bp_r) = 0’. Ekkor p(v1bi+...+vn—xbn_x) =0,
tehat y1b1 4+ ... +Yn_kbn_i € Ker o, igy v1b1 + ... + Vn_bn_r = 6121 + ... + dra, alakda,
emiatt mar minden 7; = 0.] A k = 0 esetben a-k nélkiil ugyanigy dolgozhatunk a V}
tetszoleges by, ..., b, béazisaval. A k = n esetben Ker ¢ = Vi, igy Im ¢ = {0'}.]

SZORZASTETEL: Legyen Vi, Vs és V3 vektortér R felett, dimenziéjuk rendre n,m, s
(pozitiv egészek); eq, ..., e, bazis Vi-ben; fi, ..., f,, bazis Vo-ben; g, ..., g bazis V3-ban;
v € Hom(Vy, V), ¥ € Hom(Va, Vs). Ekkor

[Wo] % = [y]"8[p]*".

1o [p(en)]s, .oy [p(en)]e] € R™*™.

ple) =) lelf ;.

Jj=1

|Bizonyitas: Emlékezziink vissza a definiciora: [p
Igy minden sz6bajovs i-re

A mésik két esetre felirva ennek megfelelGjét, azt kapjuk, hogy

S

¥(f5) :Zt[@b]?ggt, (V) (e:) Z [l Bge,

t=1
(w@)(ez) :1/} Zg ef Z] ef :Z] eth[w]?ggt —
j=1 j=1 j=1 t=1
DI WE ) e =Y | Do WE R ] &
t=1 \ j=1 t=1 \ j=1

A bazissal valo felirds egyértelmiiségét felhasznalva, a g; egyiitthatoit vizsgalva:

tel® =30 t[z/)]g;gj (0], ez pedig épp a szorzatmatrix t-edik sordnak i-edik eleme.|



Linearis transzforméaciok esetén most azt nézziik meg, hogyan valtozik a maétrix, ha a
bézist valtoztatjuk.

TETEL (UJ BAZISRA VALO ATTERES): Legyen V vektortér R felett; dim V = n > 0;
ei,...,e, bazis V-ben; €], ...,e], bazis V-ben. Ekkor 3!7 € Hom(V,V) : 7(e;) = €] (i =
1,...,n). Legyen D = [r]°. Ekkor D invertalhato, és tetszoleges ¢ € Hom(V, V') esetén

[p]®" = D7 [g]°D.

[Bizonyitas: Mivel eq,...,e, is, és €], ...,e, is bazis V-ben, az egyértelmii kiterjesztési
tételt két szereposztasban is hasznalhatjuk, igy 3! 7, v € Hom(V, V) : 7(e;) = €, ~(e})
=e; (i =1,..,n). Igy v(7(e;)) = y(e}) = e; minden i-re, tehat 7 = ¢, ahol € a V
identitasa: £(v) = v Vv € V-re. A szorzéstételt hasznalva (minden béazis helyébe e-t
irva): [v]®[7]® = [y7]® = [¢]® = I, tehat D = [7]® invertalhato. ¢ € Hom(V,V) esetén

minden sz6bajove i-re

Tehat

’

[p]® = [veT]® = [V)°[¢]°[7]® = D~ '[¢]°D ]

Ez a tétel magyardzza meg, miért olyan hasznalhat6é fogalom a matrixok hasonlésaga.
Korlatja viszont az R, ami adott a V-vel egyiitt; viszont ugyanilyen tétel igazolhatd
C feletti vektorterekre is. Bebizonyithat6é, hogy minden A € C™*™ hasonlé a C felett

v~ 1 0 ... O
0O v 1 .. 0
egy blokk-diagonélis métrixhoz, melyben a diagonéalisbeli blokkok | @ : :
0 0 0 ... 1
0 0 0 ... v

alaktiak (a méret és v € C valtozhat, hisz a 7-k épp a sajatértékek eme specialis fels6
haromszog matrixban), amelyekkel még mindig tiirhetGen lehet szamolni. A fenti blokk
neve Jordan blokk, az ilyenekbdl Gsszerakott, A-hoz C felett hasonlé blokk-diagonalis
métrix az A Jordan-féle normalalakja. A “tiirhetGen lehet szamolni” kifejezés arra utal,
hogy egy blokkdiagonéalis matrix N-edik hatvanyat a diagonalisbeli blokkok N-edik hat-
vanyra emelésével szamolhatjuk ki, ahol most alkalmazhat6 a binomidlis tétel, mert fel-
cserélhetd matrixok Gsszegét kell hatvanyozni: ha az iménti Jordan-blokk £k x k-as, akkor

v 1 0 .. 0 v 0 0 .. 0 010 .. 0
0 v 1 .. 0 0 v 0 .. 0 00 1 .. 0
=1 N : |, ahol az els6 tag I,
0O 0 o0 .. 1 O 0 0 ... 0 0O 0 0 1
0 0 0 .. v 0 0 0 .. v 0O 0 0 0

igy felcserélhetd a masodik taggal.



