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Lineáris algebra (A, B, C)
10. el®adás
(vázlat)

Amikor egy valós szimmetrikus mátrixhoz SONB-t keresünk, ezt végezhetjük sajátal-
terenként (majd összerakva ®ket), mivel a különböz® sajátalterek ortogonálisak:
TÉTEL: Legyen A = A> ∈ Rn×n. Ha λ és µ az A különböz® sajátértékei, továbbá
x ∈Wλ, y ∈Wµ, akkor 〈x,y〉 = 0.
[Bizonyítás: λ〈x,y〉 = 〈λx,y〉 = 〈Ax,y〉 = (Ax)>y = x>A>y = x>Ay = 〈x, Ay〉 =
〈x, µy〉 = µ〈x,y〉 miatt (λ− µ)〈x,y〉 = 0, λ− µ 6= 0 adja az állítást.]

Lineáris leképezések

Legyen most A ∈ Rm×n és vizsgáljuk meg a következ® leképezés kapcsolatát a vektortér-
m¶veletekkel: ϕ : Rn → Rm, x ∈ Rn esetén ϕ(x) = Ax.
x,y ∈ Rn ⇒ ϕ(x + y) = A(x + y) = Ax +Ay = ϕ(x) + ϕ(y);
λ ∈ R,x ∈ Rn ⇒ ϕ(λx) = A(λx) = λAx = λϕ(x).
A példában összeg képe a képek összege volt, számszoros képe pedig a kép számszorosa.
DEFINÍCIÓ: Legyen ϕ : Rn → Rm. ϕ vektortérhomomor�zmus [vagy homogén

lineáris leképezés, vagy lineáris leképezés, vagy m¶velettartó leképezés +, λ·-ra], ha
1./ u,v ∈ Rn ⇒ ϕ(u + v) = ϕ(u) + ϕ(v);
2./ λ ∈ R, u ∈ Rn ⇒ ϕ(λu) = λϕ(u).
Ha egy lineáris leképezés, azaz vektortérhomomor�zmus netán bijektív, akkor vektortér-
izomor�zmusnak hívjuk.
Egy lineáris leképezés bázison tetsz®legesen el®írható, ez viszont már meg is határozza:
EGYÉRTELM� KITERJESZTÉSI TÉTEL: Legyen e1, ..., en bázis Rn-ben; w1, ...,wn

tetsz®leges vektorok Rm-ben. Ekkor ∃ !ϕ : Rn → Rm vektortérhomomor�zmus, melyre
ϕ(ei) = wi (i = 1, ..., n).
[Biz: !: Tegyük fel, hogy ϕ jó, s használjuk 1./ és 2./-t. Legyen x ∈ Rn,x = x1e1 +
x2e2 + ...+xnen. Ekkor ϕ(x) = ϕ(x1e1 +(x2e2 + ...+xnen)) = ϕ(x1e1)+ϕ(x2e2 + ...+
xnen) = ... = ϕ(x1e1) + ϕ(x2e2) + ...+ ϕ(xnen) = x1ϕ(e1) + x2ϕ(e2) + ...+ xnϕ(en) =
x1w1 + x2w2 + ... + xnwn. ∃ : Legyen x ∈ Rn,x = x1e1 + x2e2 + ... + xnen. Ekkor

ϕ(x) def= x1w1 + x2w2 + ...+ xnwn megfelel® lesz.]
A bevezet® példához hasonlóan mátrixokat is használhatunk a vektortérhomomor�zmu-
sok megadására [a baloperátoros írásmódhoz a következ® de�níció illik]:
DEFINÍCIÓ: Ha e1, ..., en bázis Rn-ben; f1, ..., fm bázis Rm-ben; ϕ : Rn → Rm vek-
tortérhomomor�zmus, akkor a ϕ mátrixa az e; f bázispárban

[ϕ]e;f def= [[ϕ(e1)]f , ..., [ϕ(en)]f ] ∈ Rm×n.
A de�nícióból adódik, hogy tetsz®leges x ∈ Rn esetén [ϕ(x)]f = [ϕ]e;f [x]e.
DEFINÍCIÓ: Hom(Rn,Rm) jelölje a Rn-b®l Rm-be képez® vektortérhomomor�zmusok
halmazát.
ϕ,ψ ∈ Hom(Rn,Rm) esetén legyen ϕ+ψ : Rn → Rm úgy, hogy u ∈ Rn-re (ϕ+ψ)(u) =
ϕ(u) + ψ(u). λ ∈ R és ϕ ∈ Hom(Rn,Rm) esetén legyen λϕ : Rn → Rm úgy, hogy
u ∈ Rn-re (λϕ)(u) = λ(ϕ(u)).
Könnyen látható, hogy az imént de�niált összeg és számszoros is Hom(Rn,Rm)-ben van,
továbbá az is, hogy Hom(Rn,Rm) vektortér az R felett a fenti m¶veletekre.
Vektortérhomomor�zmusok szorzatát is könnyen de�niálhatjuk kompozícióként, csak a
baloperátoros írásmód miatt a sorrendre �gyelni kell, ezt az indexek jobban mutatják,
mint a �kitev®k�:



DEFINÍCIÓ: Legyen V1 = Rn, V2 = Rm és V3 = Rs; ϕ ∈ Hom(V1, V2), ψ ∈ Hom(V2, V3).
Legyen ψϕ : V1 → V3 úgy, hogy u ∈ V1-re (ψϕ)(u) = ψ(ϕ(u)).
Könnyen látható, hogy a de�niált ψϕ ∈ Hom(V1, V3).

Tapasztaltuk már, hogy az azonos dimenziójú vektorterekkel ugyanúgy tudtunk dolgozni,
a magyarázat: van köztük vektortérizomor�zmus (ilyenkor a két vektortér közé ∼= jelet
teszünk). Bizonyítani fogjuk, hogy Rn ∼= Rm ⇔ dimRn = dimRm. El®bb még olyan
fogalmakat de�niálunk, melyek �mérni� tudják, hogy pl. egy ϕ ∈ Hom(Rn,Rm) mennyire
nem izomor�zmus.
DEFINÍCIÓ: Legyen ϕ ∈ Hom(Rn,Rm).
ϕ képtere: Imϕ

def= {v′ |v′ ∈ Rm ∃u ∈ Rn ϕ(u) = v′};
ϕ magtere: Ker ϕ def= {x |x ∈ Rn ϕ(x) = 0′}.
Jegyezzük meg, hogy ϕ(0) = ϕ(00) = 0ϕ(0) = 0′. Könnyen igazolható, hogy Imϕ 5 Rm

és Ker ϕ 5 Rn. Nyilvánvaló, hogy Imϕ = Rm ⇔ ϕ szürjektív. Mivel ϕ(x) = ϕ(y) ⇔
ϕ(x−y) = 0′ ⇔ x−y ∈ Ker ϕ, ezért az is igaz, hogy ϕ injektív⇔ Ker ϕ = {0}. Kés®bb
igazolni fogjuk, hogy érvényes a következ® dimenzióösszefüggés:
dim Imϕ+ dimKer ϕ = dimRn.
[Itt ϕ rangja: r(ϕ) = dim Imϕ; ϕ defektusa: d(ϕ) = dimKer ϕ.] Foglalkoztunk már ϕ :
Rn → Rm lineáris leképezésekkel. Különösen fontosak lesznek azok a lineáris leképezések,
amelyeknél Rn = Rm, ezek az Rn vektortér LINEÁRIS TRANSZFORMÁCIÓi. Ilyenkor
megállapodunk abban, hogy a mátrix de�níciójában mindkét helyre ugyanazt a bázist

vesszük: Ha e1, ..., en bázis Rn-ben, ϕ : Rn → Rn lineáris transzformáció, akkor [ϕ]e def=
[ϕ]e;e.
Nemsokára majd bebizonyítjuk, hogy egy R feletti vektortér lineáris transzformációjá-
nak különböz® bázisokban vett mátrixai hasonlók R felett. Most vizsgáljuk meg, men-
nyire nagy szerencse egy n dimenziós vektortér ϕ lineáris transzformációjához olyan
bázist találni, amelyben a mátrixa diagonális: az e′1, ..., e

′
n bázisnak azt kell tudnia, hogy

ϕ(e′i) = λie′i, azaz minden báziselem saját számszorosába képez®djön. Persze, ϕ(0) = 0,
de a 0 nem lehet báziselem! Ha síkon (n = 2) a kezd®pont körüli +90◦-os forgatást néz-
zük, err®l belátható, hogy lineáris transzformáció, de egyetlen nullvektortól különböz®
vektort sem visz a saját számszorosába, nemhogy egy bázist. El®ször tehát azt kellene
tisztázni, mikor van egyáltalán jó vektor (kis szerencse), aztán ilyenekb®l bázis (nagy
szerencse).
DEFINÍCIÓ: Legyen ϕ ∈ Hom(Rn,Rn).
Az u ∈ Rn sajátvektora ϕ-nek, ha
1./ u 6= 0,
2./ ∃ λ0 ∈ R : ϕ(u) = λ0u.
Ilyenkor a λ0 az u sajátvektorhoz tartozó sajátértéke a ϕ-nek.
Legyen e1, ..., en bázis Rn-ben; ϕ ∈ Hom(Rn,Rn); A = [ϕ]e. λ0 ∈ R esetén
λ0 sajátértéke ϕ-nek ⇔ ∃u ∈ Rn, u 6= 0 : ϕ(u) = λ0u ⇔
∃u ∈ Rn, u 6= 0 : [ϕ(u)]e = λ0[u]e ⇔ ∃u ∈ Rn, u 6= 0 : [ϕ]e[u]e = λ0[u]e ⇔
∃x ∈ Rn, x 6= 0 : Ax = λ0x ⇔ λ0 jobb oldali sajátértéke A-nak ⇔ |A− Inλ0| = 0.
Próbálkozhatunk ϕ karakterisztikus polinomjának de�níciójával is: kϕ(λ) def= k[ϕ]e(λ),
de felmerül a kérdés, hogy értelmes-e (nem függ-e a bázis választásától)? Szerencsére
nincs gond, hisz ϕ különböz® bázisokban vett mátrixai R felett hasonlók, azt pedig már
bizonyítottuk, hogy hasonló mátrixok karakterisztikus polinomja megegyezik.
Következ®nek elégséges feltételt adunk SB létezésére a különböz® sajátérték¶ sajátvek-
torok függetlenségének igazolása révén.


