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Linearis algebra (A, B, C)
10. el6adas
(vazlat)

Amikor egy valés szimmetrikus matrixhoz SONB-t keresiink, ezt végezhetjiik sajatal-
terenként (majd Osszerakva Gket), mivel a kiillonb6z6 sajatalterek ortogonéalisak:
TETEL: Legyen A = AT € R™ ™. Ha \ és u az A kiilonboz6 sajatértékei, tovabba
x € Wy, y € W, akkor (x,y) = 0.

[Bizonyitds: Mx,y) = (x,y) = (Ax,y) = (4x)'y = x"ATy = xT Ay = (x, Ay) =
(x, py) = p(x,y) miatt (A — p)(x,y) =0, A — u # 0 adja az allitast.|

Linearis leképezések

Legyen most A € R™*" és vizsgaljuk meg a kovetkezs leképezés kapcsolatat a vektortér-
miiveletekkel: ¢ : R” — R™, x € R" esetén p(x) = Ax.

x,y ER" = p(x+y) =Alx+y) =Ax+ Ay = o(x) + ¢(y);

AeR,x € R" = p(Ax) = A(Ax) = AAx = Ap(x).

A példaban Gsszeg képe a képek Gsszege volt, szamszoros képe pedig a kép szamszorosa.
DEFINICIO: Legyen ¢ : R® — R™. ¢ vektortérhomomorfizmus [vagy homogén
linedris leképezés, vagy linearis leképezés, vagy mivelettartd leképezés +, A--ra|, ha
L/ u,veR" = p(u+v) =p)+ p(v);

2./ AeR, ueR"= p(Au) = Ap(u).

Ha egy lineéris leképezés, azaz vektortérhomomorfizmus netan bijektiv, akkor vektortér-
izomorfizmusnak hivjuk.

Egy linearis leképezés bazison tetszolegesen elSirhato, ez viszont mar meg is hatarozza:
EGYERTELMU KITERJESZTESI TETEL: Legyen e1, ..., e, bazis R"-ben; wi, ..., w,
tetszbleges vektorok R™-ben. Ekkor 3!¢ : R” — R™ vektortérhomomorfizmus, melyre
vle;) =w; (i=1,...,n).

|Biz: !: Tegyiik fel, hogy ¢ jo, s hasznaljuk 1./ és 2./-t. Legyen x € R",x = x1e1 +
xo€ + ... + The,. Ekkor o(x) = p(x1e1 + (zoes + ...+ xp€y)) = @(z1€1) + (2200 + ... +
Tpe,) = ... = p(r1€1) + P(T2€2) + ... + P(Tnen) = z10(€1) + T20(€2) + ... + TRip(€y) =
T1W1 + ToWs + ... + x,W,. J: Legyen x € R",x = z1e; + x93 + ... + x,e,. Ekkor
o(x) def T1W1 + oWy + ... + x, W,, megfelels lesz.|

A bevezetd példahoz hasonléan matrixokat is hasznélhatunk a vektortérhomomorfizmu-
sok megadaséra |a baloperatoros irasméddhoz a kovetkezd definici6 illik|:

DEFINICIO: Ha ey, ...,e, bazis R"-ben; fi,....f,, bazis R™-ben; ¢ : R® — R™ vek-
tortérhomomorfizmus, akkor a ¢ méatrixa az e; f bazisparban

(1 = (el -, [p(en)le] € R™.

A definiciobol adédik, hogy tetszéleges x € R™ esetén [p(x)]e = [¢]®F [X]e.

DEFINICIO: Hom(R",R™) jelélje a R™"-b&l R™-be képezd vektortérhomomorfizmusok
halmazat.

o, € Hom(R™, R™) esetén legyen ¢ +1 : R™ — R™ 1ugy, hogy u € R™-re (¢ +¢)(u) =
pa) + ¥(u). A € R és ¢ € Hom(R™,R™) esetén legyen A\p : R™ — R™ ugy, hogy
u € R-re (Ap)(u) = A(p(w)).

Ko6nnyen lathato, hogy az imént definialt Gsszeg és szamszoros is Hom(R™,R™)-ben van,
tovabbé az is, hogy Hom(R"™ R™) vektortér az R felett a fenti miveletekre.
Vektortérhomomorfizmusok szorzatat is konnyen definidlhatjuk kompoziciéként, csak a
baloperatoros irdsméd miatt a sorrendre figyelni kell, ezt az indexek jobban mutatjak,
mint a "kitevSk™



DEFINICIO: Legyen V; = R™, Vo = R™ és Vi = R®; ¢ € Hom(Vi, Vo), ¥ € Hom(Va, V3).

Legyen ¢ : Vi — V3 gy, hogy u € Vi-re (1) (u) = ¢(p(u)).
Konnyen lathato, hogy a definialt ¢ € Hom(Vy, Vs).

Tapasztaltuk mar, hogy az azonos dimenzi6ja vektorterekkel ugyantgy tudtunk dolgozni,
a magyarazat: van koztiik vektortérizomorfizmus (ilyenkor a két vektortér kozé = jelet
tesziink). Bizonyitani fogjuk, hogy R” = R™ < dimR"” = dim R"™. El6bb még olyan
fogalmakat definidlunk, melyek "mérni” tudjak, hogy pl. egy ¢ € Hom(R"™, R™) mennyire
nem izomorfizmus.

DEFINICIO: Legyen ¢ € Hom(R™,R™).

¢ képtere: Imo o {v|v e R" Ju e R" p(u) =v'};

© magtere: Ker et {x|x € R" p(x) =0"}.

Jegyezziik meg, hogy ¢(0) = p(00) = 0p(0) = 0’. Konnyen igazolhatd, hogy Zm ¢ < R™
és Ker o < R™. Nyilvanvalo, hogy Zm ¢ = R™ & ¢ sziirjektiv. Mivel p(x) = ¢(y) <
p(x—y) =0 & x—y € Ker g, ezért az is igaz, hogy ¢ injektiv < Ker ¢ = {0}. Kés6bb
igazolni fogjuk, hogy érvényes a kovetkez§ dimenzid6sszefiiggés:

dimZm ¢ + dim Ker ¢ = dim R".

[Itt ¢ rangja: r(¢) = dim Zm p; ¢ defektusa: d(p) = dim Ker ¢.] Foglalkoztunk méar ¢ :
R"™ — R™ lineéris leképezésekkel. Kiilonosen fontosak lesznek azok a linearis leképezések,
amelyeknél R” = R™, ezek az R” vektortér LINEARIS TRANSZFORMACIOi. Ilyenkor
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vessziikk: Ha eq, ..., e, bazis R"-ben, ¢ : R™ — R™ linearis transzformécio, akkor [¢p]® =

[p]®5e.

A

« e,

bazist talalni, amelyben a méatrixa diagonalis: az €], ..., e}, bazisnak azt kell tudnia, hogy
p(el) = A€}, azaz minden baziselem sajit szamszorosaba képezddjon. Persze, ¢(0) = 0,
de a 0 nem lehet baziselem! Ha sikon (n = 2) a kezdSpont koriili +90°-os forgatast néz-
ziik, err6l belathaté, hogy linearis transzformécio, de egyetlen nullvektortol kiilonbo6zé
vektort sem visz a sajat szdmszorosaba, nemhogy egy bazist. El6szor tehat azt kellene
tisztazni, mikor van egyaltalan jo vektor (kis szerencse), aztan ilyenekbdl bazis (nagy
szerencse).

DEFINICIO: Legyen ¢ € Hom(R",R").

Az u € R” sajatvektora ¢-nek, ha

1./ u#0,

2./ 3 X €R : p(u) = Au.

Ilyenkor a Ay az u sajatvektorhoz tartozo sajatértéke a p-nek.

Legyen ey, ..., e, bazis R"-ben; ¢ € Hom(R"™,R™); A = [p]®. \¢ € R esetén

Ao sajatértéke p-nek < Ju € R, u#0 : p(u) = u <

JueR", u#0: [p(u)]le =Nule & Jue R, u#0 : [p|®[ule = Ao[u]e &

dx € R", x #0 : Ax = A\gx < A jobb oldali sajatértéke A-nak < |A — [, \o| = 0.

Prébalkozhatunk ¢ karakterisztikus polinomjénak definicidjaval is: k,(N) Lef Kigpe (A),

de felmeriil a kérdés, hogy értelmes-e (nem fiigg-e a bazis valasztasatol)? Szerencsére
nincs gond, hisz ¢ kiilénb6z6 bazisokban vett méatrixai R felett hasonlék, azt pedig mar
bizonyitottuk, hogy hasonlé matrixok karakterisztikus polinomja megegyezik.
Kovetkezonek elégséges feltételt adunk SB létezésére a kiilonb6z6 sajatértékid sajatvek-
torok fliggetlenségének igazoldsa révén.



