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Linearis algebra (A, B, C)
9. elGadas
(vazlat)

Most az 1i, j, k rendszerbeli koordinataikkal felirt geometriai vektorok skalaris szorzatara
ismert kifejezést (5/4) szeretnénk &ltaldnositani elGszor R"™ esetére: x,y € R™ esetén
x|y =y " x természetes altalanositas, legfeljebb a rovid jelolés kinos: xy nem alkalmas,
mert ezek igy 0ssze nem szorozhatd matrixok; a transzponalas jelét cipelni nem volna
nagy faradsag, de akkor hogy altalanositsunk? Az altalanositésra is alkalmas (x,y)
jelolést valasztjuk [megjegyezziik, hogy gyakori az (x,y) jelolés is]. Ekkor a /(x,x) a
hosszlisag természetes altalanositdsa. C™ esetén azonban mar bajban lennénk, ha a szoka-
sos miveleti tulajdonsagokat is meg szeretnénk tartani, és a hossztisagot is altalanositani
akarjuk. Ezen gy segithetiink, hogy a kommutativitast részben feldldozzuk, s a mtiveleti
tulajdonsagoknal is megbékéliink olyasfélékkel, amelyek az adjungalasra vonatkozo 5/2
oldali tétel masodik allitasara hasonlitanak. Igy x,y € C" esetén egy természetes al-
talanositas: (x,y) = y*x. Ezt probaljuk most még tovabb altalanositani, amikor V
vektortér egy szdmtest felett, de megelégsziink azzal a két esettel, hogy K = R illetve
K = C. Mindent az utobbinak megfelel6en frunk, a valds esetben persze felesleges a
konjugalas.

DEFINICIO: Legyen K = R vagy K = C, tovabba V vektortér a K felett (az 1/3 oldali 10
tulajdonsag megfelelgjével). Azt mondjuk, hogy a V' (valds vagy komplex) euklideszi tér,
ha adott benne egy skalaris szorzatnak nevezett (x,y) : V x V — K fiiggvény, melyre a
kovetkezdk teljesiilnek minden x,y,z € V és A € K esetén:

L/ (y,x) = (X,¥);

2./ (Ax,y) = Mx,y);

3./ (xy +2) = (xy) +(x,2);

4.a/ (x,x) mindig (valés és) nemnegativ;

4b/ (x,x) =0 <= x=0.

A definicibban a 3./ kovetelmény az egyik disztributivitas volt, 1./ felhasznalasaval
adodik bel6le a masik disztributivitas is:

3.y +2,%) = Ky +2) = (K y) + (6.2) = (X, y) + (5,2) = (y,%) + (2,).

A 2./ kovetelmény megfelel§jével vigyazni kell:

2./ (x,2y) = (Ay,x) = My, x) = A (y, %) = A(x,y).

Az 1./ kovetelménybdl adodik, hogy (x,x) = (x,x), tehat (x,x) € R, ezért volt 4.a/-
ban csak zarojelben a nemnegativitas kovetelménye el6tt [vigyazat: a C-t nem lehet agy
rendezni, mint az R-et].

A bevezetében emlitett példakat most még kiegészitjiik: a kovetkezs példa azt mutatja,
hogy ugyanazt a vektorteret tobbféleképpen lehet euklideszivé tenni. Legyen B € C"*"
egy n rangi matrix, s legyen A = B*B. Ekkor V = C"-re az (x,y) = y*Ax teljesiti az
Osszes fenti kovetelményt. Ugyanez igaz persze akkor is, ha itt C helyébe mindeniitt R-et
frunk. Tanulsidg: amikor egy V' valds vagy komplex euklideszi térrél beszéliink, akkor egy
V' vektortérrsl van sz6 R vagy C felett egy rogzitett skalaris szorzattal, mely teljesiti
az 1./, 2./, 3./, 4.a/ és 4.b/ kovetelményeket. Egy vadabb kinézeti példa: V = C"*"™ és
(A, B) = Tr(B*A).

DEFINICIO: Legyen V val6s vagy komplex euklideszi tér. x € V esetén az x (euklideszi)

normaja: ||x|| of V(x,%).




Vizsgaljuk most a norma tulajdonsagait, tényleg olyan-e, mint a geometriai vektoroknal

az abszolut érték? Legyen tehat x,y € V, A € K.

A 4.a/,b/-bél adodik, hogy ||x|| = 0, tovabba ||x|| =0 <= x=0. A 2./ és a 2°./ adja,

hogy [[Ax[| = |A] - [x]].

Hasznalhatosag szempontjabol 1ényeges kérdés, hogy a haromszogegyenlStlenség vajon
?

teljesiil-e: |[x +y[| = [|x[| + |[y]l-
Ezt most ¢vatosan csak atfogalmazzuk:

Ix+yl| < (x| + Iyl <= [x+ vl < [x]” + 2] - [yl + |ly|]* <
x+y,x+y) = xx)+2x| |yl + (v, y) =
(x,x) +(x,y) + (v, x) +{y,y) = (x,x) +2|[x|[ - ||y|| + {y,y) =

(x,y) + (v, x) 2] - [lyl| <= (x,3) + (x5) = 2/[x]| - |lyl| <=
2-Re(x,y) = 2|[x[| - |lyl| <= Re(x,y) = [[x]| - [ly]l-

Bizonyitani még nem sikeriilt, viszont a bal oldalak mellékesen kiadjak, hogy

(x,y) = 0 = Refx,y) = 0 < [[x + y|[2 = [[xI[2 + [ly ||,

ami a Pitagorasz-tétel altalanositasa, ha a merélegességet a skalaris szorzat nulla voltaval
definialjuk.

A haromszogegyenlStlenség tigy nyer majd bizonyitast, hogy néla erésebb tételt igazo-
lunk:

CAUCHY-EGYENLOTLENSEG: Legyen V valos vagy komplex euklideszi tér. Ekkor
tetszbleges x,y € V-re |(x,y)| < ||x]] - ||y]|- Itt egyenlSség akkor és csak akkor teljesiil,
ha x,y linearisan Gsszefiiggs.

Bizonyitas: L: x,y O esetén valamelyik a masiknak szimszorosa, pl. x = \y. Ekkor
[(x, )| = [y, )| = My, y)| = (AL yl1? = x| [yl

IT.: x,y L esetén biztos, hogy x # 0, y # 0, és tetsz6leges A € K esetén A\x +y # 0.
Tehat 4.a/ és 4.b/ szerint

0 < (Ax+y, Axty) = (Az, Ax)+(Ax, ) +(y. Ax) +(y, y) = [[Ax|*+2 Re{ (x, ) }+[[y]]”

= [AP[lx]* +2 - Re{A(x,y)} + llyl*.

Mivel a szorzat valos részét nem tudjuk kényelmesen szamolni, a paraméter valasztasaval
biztositjuk, hogy valés legyen a szorzat, de még maradjon szabad valasztasunk is. Legyen
tehat A = a(x,y) alakd, ahol o € R. Ekkor

0 < &®|{x,y)]?[[x|* + 2 Re{a(x,y)(x,y)} + |ly|I* =
®|(x, y) P ||x|I* + 20l {x, y)[* + [ly[]*.
Az egyenl6tlenséget megszorozva ||x||? > 0-val, azt kapjuk, hogy
0 < (¢, WP [x|* + 2alx|*} + [[x]*]ly] 1,

azaz
6,30 < 10, 3) PA(llxl P+ 1))+ [lx] Py 1% Végil a7 a = — L adja a kivant egyen-
16tlenséget. Ezutan méar definidlhatunk tavolsagot euklideszi térben: d(x,y) = [|x — y||.



Valos euklideszi térben 0-t6l kiilonb6z6 vektorok [0, 7r]-beli hajlasszogét a geometriai vek-

toros definici6 kiforditasaval nyerhetjiik: cosvy(x,y) = % Ennek értelmességét a

Cauchy-egyenl6tlenség biztositja. Komplex euklideszi térre csak a merdlegességet (or-
togonalitast) definidljuk a mar emlitett médon: x L y, ha (x,y) = 0. Igy mar tudjuk
valamennyire altalanositani a geometriai vektoroknal hasznos i, j, k rendszert:

DEFINICIO: Legyen V n-dimenzi6s (valés vagy komplex) euklideszi tér, eq,...,e, B
V-ben. Az ey,...,e, ortogonalis bazis (OB) V-ben, ha (bazis és) elemei paronként or-
togonéalisak. Az eq,...,e, ortonormalt bazis (ONB) V-ben, ha elemei paronként orto-
gonalisak és normajuk 1.

TETEL: n > 0-ra tetszéleges n-dimenzios euklideszi térben létezik ortonormalt bazis.

Bizonyitas: ElGszor jegyezziik meg, hogy elég egy OB megadéasa: Ha fy, ..., f, OB V-ben,
akkor
fl fn

1] £l

ONB V-ben. Egy ey, ..., e, OB keresése a Schmidt-féle ortogonalizacios eljarassal tortén-
het. Legyen by, ..., b, bazis V-ben, ezt fogjuk ,ortogonalizalni”: Legyen e; = b;. [Ha by
merGleges bi-re, akkor persze folytathatjuk ugyanigy, de ha nem, akkor bo-t e; alkal-
mas szamszorosanak hozzdadésaval probaljuk modositani.] Tegyiik fel, hogy mar adott
ey, ...,e; ugy, hogy paronként ortogonalisak és Span (ei,...,e;) = Span (by,...,b;) (és
i < n). Ekkor keressiik e;1-et a kovetkezs alakban:

€ir1=Dbip1 +F e + ...+ \e;.

Az egyiitthatokat [melyeknek igazabol egy i + 1 felsé index is kellene| ugy probaljuk
meghatarozni, hogy ei,...,e;11 paronként ortogondlisak legyenek, tovabba teljesiiljon
Span (eq,...,e;+1) = Span (b, ..., b;y1) is. Utobbi (€ és 2) egyszeri szamolassal adodik,
a merdlegességet illetGen pedig csak azt kell biztositanunk, hogy az 1j e;4; ortogonélis
legyen a korabbi ey, ..., e;-re. Legyen tehat 1 < j < i. Ekkor

<ei+1,ej) = <bi_|_1 + )\181 —+ ..+ )\iei,ej) = <bi+1,ej> =+ </\1e1,ej> —+ ..+ <)\iei,ej> =

(biy1,€;) + Ai{er,e;) + ... + Ai(ei, ej) = (biy1,e5) + Aj(e;, e)).

Span (ei,...,e;) = Span (by,...,b;) miatt Span (ey,...,e;) dimenzidja i, igy e; # O.
Ertelmes tehat a
(bit1,€;)

(ej,e;)

valasztés, és biztositja a kivant mercGlegességeket.

A= —

A tovabbiakhoz rogzitsiikk R"-et, és rajta az (x,y) = x'y = y'x skalaris szorzatot!
Bizonyitas nélkiil mondjuk ki a kovetkezd nevezetes tételt:

TETEL (a valés szimmetrikus matrixok spektraltétele): A € R"*™ esetén
A szimmetrikus <= 94 SONB R™-ben és A minden sajatértéke valos.

DEFINICIO: A € R™*" ¢s AT = A esetén az A-hoz tartozé Q kvadratikus alak (vagy
kvadratikus forma): Q : R" - R; Q(x) = x'Ax.



T
Ez x = | : | esetén ugy is irhato, hogy

Tn

Xy E AT = E AjT L.

j=1 k=1 7,k=1

Pl. n = 2 esetén ez igy néz ki (magyarazvan az elnevezést): a112? + 2a122122 + a9o13.

A spektraltétel biztositja, hogy létezik SONB, azaz olyan uy, ... ,u, ONB R"-ben,
melyre Aup = \pug és \p € R(k =1,...,n). Az x-et ebben az ONB-ben érdemes
felirni:

n n n
X = E Uy -Ta Ax = g apAug, = g AL UE; Q(x) = xAx =

n

X AX Za]uj, Z)\kakuk ZZa]Akak uy, uk Zak)\kak = Z/\kak

j=1k=1

Ebbdl az tn. négyzetisszegre vald redukeiobol (hivjak fétengelytételnek is) megallapit-
hatjuk, hogy hogyan fiigg a kvadratikus alak értékének elGjele a sajatértékek elGjelviszo-
nyaitél. Mivel Q(0) = 0, ezért x € R™ \ {0} az érdekes. Az eredményeket az aldbbi
tablazatba foglalhatjuk a szokisos elnevezésekkel egyiitt:

x € R"\ {0}-ra elnevezés
YA > 0: Q(x)>0 Q pozitiv definit
VA, < 0: Q(x) <0 () negativ definit
YA 2 0: Q(x)=0 Q pozitiv szemidefinit
VA < 0: Qx)<0 @ negativ szemidefinit
JA; > 0és 3\, < O: Q(u;) >0,Q(ug) <0 QQ indefinit

Annak eldontése, hogy @ milyen definit, elvileg lehetséges a sajatértékek kiszamitéasa
nélkiil is az A négyzetes részméatrixai determinansai segitségével. A pozitiv (ill. negativ)
definit esetben ezt kénnyt megfogalmazni a bal felsé sarokaldetermininsok segitségével
egy tételben (bizonyitas nélkiil):

aip ... Qin
TETEL: Legyen az A = | : : | = AT € R"*" karakterisztikus sorozata:
an1 ... Qpn
a1 Qi air  aiz ai3
Ag=1; A;=ai;; Ag= i Az =|aa ax axsl|; ...; A,=|A]
a21 Qaz2
asr az2 as3
Az A-hoz tartozé @ pozitiv definit <= Vj € {0,1, ... ,n}-re A; > 0.
Az A-hoz tartozé @ negativ definit <= Vj € {0,1, ... ,[n/2]}-re Ay; > 0 és Vj €
{0, 1, ..., [(TL - 1)/2]}—1‘6 A2j+1 < 0.

Az els6 esetben azt mondjak, hogy a karakterisztikus sorozat jeltarto, a masodikban
pedig azt, hogy a karakterisztikus sorozat jelvalto (a Ag-t ne felejtsiik ki!).



