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Linearis algebra (A, B, C)
8. elGadas
(vazlat)

[Egy masik Otlet a szorzéastétel bizonyitasara: Az |AB|-ban a métrixszorzas definicitja
alapjan mindeniitt n taga Osszegek vannak, csak az a baj, hogy Osszeg determinédnsat nem
szamolhatjuk tagonként. Egy sorban 1évs 6sszegekkel azonban mar tudunk banni (a tobbi
marad valtozatlan), elég soronként mas és mas futéindexet hasznalni, s a szummaékat
egymés utan kivihetjiik:

|AB| =
n n
Dokt Ok bkt e Dk g Gk by n n | @1k bR e Q1R Dy
n n k1=1 kn=1
Dok =1 Ank, Ok, 1 e Do g Gnk, Dk L "= @k, bk,1 e Aok, Okyn
n n bkll bkln n n k1 [B]
= E E A1k, * - Ok, = E E A1k, * - Gpk,
ki1=1 kn,=1 bk‘ 1 bk " ki1=1 kn,=1 k [B]

Az 6sszeg olyan tagjai, amelyekben a ki, ..., k, koz6tt van két egyezs, biztos nullat ad-
nak (van két azonos sor!). A megmarad6 tagok méar az 1,2,...,n permuticidira vald
Osszegezéssel irhatok (becsempészve a hidnyzo hatvanyt):

k1 [B]
= Z ( 1>I(k1,...,kn)a1k1 ) --'@nkn(—l)](kl"” kn)
NS .. [B]
k1 [B]
A (—1)I(k1,...,kn) cserék — mint 7/2-n — révén épp |B, igy el6tte mar |A| all.
ko [ B]

A valés elemii négyzetes matrixok determinansérol szolo seregnyi tételiink még kevés az
alkalmazasokhoz, legalabb emliteniink kell, hogy mi torténik, ha a négyzetes matrixunk
elemeit nem R-bdl, hanem maés struktiardbol vessziik. Ha pl. C-bdl vessziik az elemeket,
akkor hasonl6 definiciéval dolgozhatunk, s ugyanolyan tételeket nyerhetiink. Ugyanez
mondhaté, ha szamtestbdl vessziik az elemeket (szamtest: a C olyan részhalmaza, mely-
ben benne van a 0 és az 1, tovabbéa zart a C-ben tanult Osszeadasra, kivonésra, szorzasra
és nullatol kiillonb6z6 szammal valo osztasra). Ha az elemeket egy R gytiriibsl vessziik,
megoldhatjuk azzal, hogy amikor —1 szorz6 kellene, akkor az utana 1évé szorzat ellentett-

jét vessziik; de az egységmatrix azért nagyon hidnyozna. A kommutativitas hidnya még
a b

0 b= ab — ba, ami lehet 0-tol kiilon-

kellemetlenebb lenne: Z Z =ab—ab=0, de

b6z6 egy nem kommutativ gytirtiben, igy mar sajnos |AT| (;lét |A|. Ha az elemeket egy
R egységelemes, kommutativ és nullosztémentes gytiiridbdl vessziik, akkor méar
érvényesek lesznek a korabbi eredményeink koziil mindazok, ahol nem hasznaltunk sem
osztast, sem osztasra épils fogalmat a bizonyitasban. [A két egyezs sor esetére vonatkozo
tétel (6/3) bizonyitdsa mar elakad, egy joval hosszabb bizonyitas mégis miikodik.]



Gyakori fogas bizonyitasokban egy valos szamhoz valamit hozzdadni, és ugyanazt le is
vonni. Ennek multiplikativ megfelelSje: a,d € R, d # 0 esetén a = add~' = d~'ad, hisz
a valos szamok szorzasa kommutativ. Matrixoknal mar mas a helyzet: A, D € R"*",
det(D) # 0 esetén 3D~! ¢és A = ADD™!, de A és D™ 'AD kiilonbozhet egymaéstol,
persze nem mindig: A = D'AD <= DA = AD. Ha tehat az adott A-hoz létezik olyan
invertalhaté D, amellyel az A nem cserélhets fel, akkor A # D~1AD.

DEFINICIO: A, B € R™ " esetén azt mondjuk, hogy az A hasonlé R felett a B-hez
(jelolés: A ~g B), ha létezik olyan invertalhaté D € R™*™, melyre B = D~'AD.

Mivel a méatrixszorzas nem kommutativ, ezért sok esetben valtozni fog a matrix, amit
esetleg kihasznalhatunk cstnya szamolas roviditésére.

Tegyiik fel, hogy adott egy csunya (a f6atlon kiviil sok nullatdl kiilonb6z6 elemet tar-
talmaz6) A € R™*™ méatrixunk, melyet egy nagy k hatvanyra kell emelniink. Ekkor az
A-hoz R felett hasonlé métrixok kozott keresgéliink szebb alakit, pl. diagonalis métrixot
(ha szerencsénk van!!!). Ekkor az A az R felett hasonlé egy diagonalis métrixhoz.

DEFINICIO: Az A diagonalizalhato R felett, ha R felett hasonlo egy diagonalis matrix-
hoz.

Ha tehat szerencsénk volt, akkor van olyan invertalhatoé D, hogy

A 0 ... 0
A
B=DAD — N . Ekkor D"'ADD~'AD = D~'A%D mint4jara
0O 0 ... A
B¥ = (D7'AD)* = D~1A*D, azaz A* = D(D"'AD)*D~! = DB*D~! =
M0 .. 07\F o L0
0 X ... O 0 N . 0
D . . Dt=D| . [ .| DL
0 0 .. N 0 0 .. Xk
A haszon tehat latszik, de mit is jelenthet, hogy szerencsénk volt? Az R™ eq, ..., e,
trivialis bazisat tekintve, a fenti diagonalis B-re teljesiil, hogy Be; = A\ieq, ..., Be, =
An€n, azaz Bej = \je; (7 =1, ... ,n). Ezt ugy emlegetjiik majd, hogy e; ,sajatvektora”

B-nek )\; ,sajatértékkel”. A definicio elvileg t&bb forméban is megadhatd, legjobb, ha
egyiitt szerepel a kétféle ,sajatvektor’— sajatérték” definicioja.

DEFINICIO: Legyen n pozitiv egész, A € R**™.

Az x € R" jobb oldali sajatvektora A-nak, ha

1./ x#0,

2./ 3 X R : Ax = Npx.

Ilyenkor a \g az x j.o. sajatvektorhoz tartozo j.o. sajatértéke az A-nak.

DEFINICIO: Legyen n pozitiv egész, A € R**".

Az y € R'X" bal oldali sajatvektora A-nak, ha

1./ y#0=]0,..,0],

2./ Jpup €ER : yA = poy.

Ilyenkor a pg az y b.o. sajatvektorhoz tartozé b.o. sajatértéke az A-nak.

Gyorsan redukiljuk a kétféle keresést egyre: yA = gy © ATy " = oy " alapjan az A
bal oldali sajatvektorainak és sajatértékeinek keresése visszavezethets az AT jobb oldali
sajatvektorainak és sajatértékeinek keresésére.



Ezentil jobb oldali sajatvektorokat és sajatértékeket, roviden sajatvektorokat és sajatér-
tékeket keresiink.

Visszatérve a fenti szép diagonélis B-re, a Be; = \je; (j =1, ... ,n) észrevételt atfogal-
mazzuk a (,cstnya”) A-ra (B =D 'AD, A= DBD™1):

D_lADej = /\jej (] =1,... ,77,), azaz A(De]) = )\j(DGj) (j =1, ... ,n).

D = dy,...,d,] esetén D = DI, = Dley, ... ,e,] = [Dey, ... ,De,] miatt d; =
De; (j = 1,...,n). Tehat Ad; = \;d; (j = 1,...,n); tovabba D! létezése miatt
o(D) =n,igydy, ...,d, L R"ben, végiildy, ... ,d, bazis R"-ben, s eme bazis minden
vektora sajatvektora az A-nak. Ezzel igazoltuk a kdvetkezd tétel = irdnyat, a mésik pedig
forditott sorrendben olvashaté ki a fentiekbdl:

TETEL: Legyen A € R"*™,

A diagonalizalhato R felett <> létezik R™-ben az A sajatvektoraibol all6 bazis (roviden:
SB).

Adott sajatérték esetén tekintsiik az Gsszes ilyen sajatértékkel rendelkezd sajatvektort.
Ha ezekhez most hozzavessziik a nullvektort, akkor R" egy alterét kapjuk, az adott

sajatértékhez tartozo tn. sajatalteret:

DEFINICIO: Legyen A € R™*™, \¢ € R pedig egy (jobb oldali) sajatértéke az A-nak. A
Ao-hoz tartozo sajataltér: Wy, def {x|x €R"”, Ax = \ox}.

3 0
1 2
alakban. Ax = Ax <= {321 = Az1, 21 + 222 = Aag} <= {0 = (A = 3)z11, =1 =
(A=2)z2}. Loeset: 1 #0: A =3,x1 = zo. Il. eset: 1 = 0: (A—2)xy = 0. Itt mar x5 # 0,
kiilonben x = 0 volna; igy most A = 2. Osszefoglalva: az A sajatértékei: \; = 3, Ay = 2.

A megfelel§ sajatalterek: W3 = {{i} |z € ]R}, Wy = {[2} |z € R}. Létezik SB,

1 0
1 1

Legyen pl. n =2, A = [ } . Az A sajatvektorait keressiikk x = [il] €R? x#0
2

1

pl. [1} , {ﬂ SB. Ebbdl készitve a D oszlopait: D = . D invertalhato, D! =

3

{_1 0],Végi’11 D='AD = 0 9

11
esetszétvalasztast kivanhat.
A kovetkezs ekvivalencia-sorozat azt mutatja majd, hogy elGszor a lehetséges \g értékeket
célszeri megkeresni (ez lesz a problémas), azutdn mar csak homogén lineéris egyenlet-
rendszer (nemtrivialis) megoldasat kivanja azon sajatvektorok megkeresése, amelyekhez
a Ao sajatérték tartozik.
Ao € R esetén
Ao (jobb oldali) sajatértéke A-nak <= Ix € R", x #0 : Ax = \ox <
dxeR", x#0 : Ax — \x =0 <=
IxeR", x#0: (A—I,N\)x=0<«<= |A—1I,)\|=0.

. Nagy méret esetén ez a favigd modszer rengeteg

Itt
a1 — Ao a2 a1,n—1 a1n
az1 a2 — Ao ... a2,n—1 A2n
[A=Lol=| z : L=
an—-1,1 Gn—1,2 cee Qp—1n—1— /\O an—1,n
an1 an2 Anp,n—1 Qpn — >\0

(—1)”)\8—1—(—1)“_1(a11+a22+a33+...+a7m))\g_1+,,CSUF”+|A|, ahol a11+a22+...’+ann =
Tr(A), az A métrix nyoma (trace, Spur), a f6atloban 1évs elemek Gsszege, a CSUF jelz6



pedig arra utal, hogy n =2 3 ésn —2 = j = 1 esetén a )\% egylitthatojat nehéz felirni,
mert nemcsak a f6atlobol szarmazhat.

Az mér kideriilt, hogy el6szor a sajatértékeket kell megkeresniink. Egy R feletti n x n-es
A maétrix jobb oldali sajatértékeit ugy talalhatjuk meg, hogy az |A — I, A\g| = 0 valds
gyokeit keressiik meg. Mivel |[AT — I, \g| = |A— I, \o|, azért az A bal oldali és jobb oldali
sajatértékei megegyeznek. Az is leolvashatd, hogy pl. fels6 haromszog méatrix sajatértékei
a féatloban 1éve elemek.

ai; — A ai2 a1 n—1 A1n
a1 age — A ... az n—1 azn,
def
A— T, % _
p—-1,1 QAp—12 - GOp—ipn—1—A QAp_1n
an1 an2 an.n—1 Ann — A

(—1)"A™ 4+ (=1)" (a11 + a2 + asz + ... + ann) A"~ +,CSUF” + | A].

Ezzel a A-nak egy n-edfoku polinomja addédott.
DEFINICIO: Legyen n pozitiv egész, A € R™"*".
Az A métrix karakterisztikus polinomja: k4 (\) of |A— L\l

Itt valos egyiitthatos, A hatarozatlant f polinomon egy ag + a1 + agA? + ... + ap\*
alaku kifejezést értiink, ahol az a; egyiitthatok valos szamok, s az ilyen polinomok kozott
a szokasos miveleteket és tulajdonsigaikat ismertnek tételezziik fel. A hatarozatlan szé
helyett valtozot mondani nem helyes, mert akkor keveredik a polinom és a polinom-
fiiggvény fogalma. Most azonban ez elviselhetd hiba, f helyett is f(A)-t irunk, ez sem
helyes, de még mindig jobb, mintha valaki az f-et szdmnak képzeli. Ha a legnagyobb
kitev6ji A-hatvany egyiitthatoja, az ai # 0, akkor azt mondjuk, hogy a polinom foka
k: deg f(A) = k. A X a linearis algebraban szokasos jeldlés, akit idegesit, nyugodtan
hasznalhat helyette pl. x-et.

A polinomokrol az érdeklédsk tajékozodhatnak KISS EMIL: BEVEZETES AZ ALGEB-
RABA c. kényve (TYPOTEX, 2007) 2. és 3. fejezetéb6l.

Most illik azonban jelezni, hogy a fenti definiciénal és a kdvetkezd tétel bizonyitasa soran
olyasmiket is felhasznalunk, amiket korabban nem bizonyitottunk, csupan utaltunk rajuk
a determinansok elméletének legvégén (8/1).

TETEL: A, B € R™*" ¢s A ~p B esetén ka()\) = kp()).

[Biz: kp(\) = |B — I,\| = |D~YAD — I,\| = [D-*(A — I,\)D| = |D||A — I,\||D| =
A= LAID™YID| = [A — LA = ka(M).]

0 0—x -1
1 1 0—A
melynek nincs valés gyoke! Latszolag tehat megsemmisiiltek a 8/2 oldali reményeink a
hatvanyozas egyszertisitésére. Ez az a pont, ahol mar nem szabad megelégedniink a valos
szamokkal, s bizony az Osszes eddigi vizsgalatot at kellene gondolnunk pl. a C esetére,
vagy akar tetsz6leges szamtestre. (A C-ben a fenti polinomnak van gydke: i és —i.) Az
algebra alaptétele szerint minden legalabb elséfoka komplex egyiitthatos polinomnak van
gyoke a komplex szidmok korében, ebbdl gyoktényezss alak is nyerhetd, de 4-nél nagyobb
fokszam esetén altalaban csak kozelits eljarassal hatarozhatok meg a gyokok.

Legyen most A = { _(1)} , ennek karakterisztikus polinomja ’ =\ +1,



