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Linearis algebra (A, B, C)
7. el6adas
(vazlat)

Most méar lehetGségilink van arra, hogy egy determinéns értékét elemi béazistranszformécié
segitségével szamoljuk ki.

Ha A = [a;,ay,...,a,] € R"*" olyan, hogy o(A) < n, akkor az oszlopvektorrendszer O,
tehat Ja;, ami linedrisan fiigg a tobbitdl, pl. a; = ana; + ... + o181 + ajp1a541 +
... + aya,. Ekkor a j-edik oszlophoz hozzdadhatjuk £k = 1,....5 — 1,5 + 1,...,n-re a k-
adik oszlop —aj-szorosat, igy a determinans nem valtozik, viszont a j-edik oszlopba
csupa 0 keriil, tehat o(A) < n esetén |A| = 0. p(A) = n esetén mindent be tudunk
vinni a bazisba, de nem biztos, hogy az eredeti sorrendben. Maéasrészt most célszeri
kifrnunk a bevitt vektorok koordinatait is, mert igy nem rontjuk el az n x n-es alakot, és
egy altalanos elemi bazistranszforméacios lépésnél 6sszehasonlithatjuk a régi (lépés el6tti)
matrix és az Uj (lépés utani) matrix determindnsat, mégpedig ugy, hogy kézbeiktatunk
egy segédmatrixot. Az indexelési nehézségek miatt sem az a, sem az e vektorokat nem
irjuk ki, csupan a koordinatakbol ad6d6é méatrixot. Legyen a régi matrix

[ Bir . By o Pin

Bi1 . Bij ... Bin |, és tegyiik fel, hogy éppen az a;-t vissziik be az e; helyére,

_Bnl 5nj ﬁnn
feltéve természetesen, hogy 3;; # 0. Ezt a nullatol kiilonb6z6 3;5-t szokéds a lépés generalod
elemének hivni, s ha épppen a k-adik 1épésrél van sz6, gi-val is jel6lni.

Képezziink egy segédmétrixot gy, hogy a régi matrix i-edik sorat megszorozzuk a Bij_l

szammal:
Bi1 o By Bin

BB w1 BBy |,

| ﬁnl ﬁnj 6nn _
tehéat a régi matrix determindnsa a segédmaétrix determinansanak f3;;-szerese.

Ezutan a segédmétrix i-edik sordnak j-edik helyén Aall6 1 segitségével kinullazhatjuk a
j-edik oszlop tobbi elemét, mégpedig determinanstartd atalakitasokkal: minden &k # i-
re adjuk hozz4 a k-adik sorhoz az i-edik sor —fj;-szeresét. Ekkor épp az 0j matrixot

kapjuk: ) ;
B — By Bi/Bij - 0 o Bin — By - Bin/Bij

ﬁilkﬁij 1 ﬂin./ﬁij

| Bnt = Bnj - Bin/Bij - 0 oo Bun — Bnj - Bin/Bij
Mivel az Gj méatrixot a segédmétrixbol mar determinénstartd atalakitasokkal nyertiik,
ezek determinansa megegyezik, tehat a régi matrix determinansa az 1j matrix deter-
minansanak is [;;-szerese, azaz gp-szorosa. p(A) = n esetén n lépést végziink, az A



determinansa gigs - ... - gp-Szerese az n-edik 1épés utani Gj matrix ]U | determinansa-
nak. Ha az a-kat az eredeti sorrendben sikeriilt bevinni a bazisba, akkor ez az utols6 1]
matrix I,,. Egyébként, ha a bevitt elemek sorrendje a bazisban, mondjuk a;, ,a;,,...,a;,
(itt az i1, 42, ...,1, az 1,2, ...,n egy permutacidja), akkor cseréket kell végezniink, amig az

eredeti sorrendbe nem keriilnek. Tekintsiik a (—1)7(i) || szorzatot. Ha most fel-
cseréliink két baziselemet, akkor az inverzidszam pératlan szammal valtozik, s a szorzat
els§ tényezGje (—1)-szeresére valtozik, de a masodik tényezd is igy valtozik a sorcsere
miatt, végeredményben a szorzat nem valtozik; mikor pedig mar eljutottunk az eredeti
sorrendhez, akkor (—1)7(m |1, | = (=1)°1 = 1 adédik. Tehat |U]| = (—1)7(in)|

Al = g1go oo g - (—1)Trmin),

KOVETKEZMENY: A € R*"*™ esetén
|A] #0 <= o(A) =n <= JA "

Az utols6 sordban majdnem végig 0 matrix determindnsara vonatkozé tételt konnyi
altalanositani arra az esetre, amikor az utolsé sor helyett az i-edik sorrél van szo, és
benne az egyetlen nullatél kiilonbozs elem a j-edik helyen all. n = 2 esetén az i-edik
sort n — ¢ cserével alulra vihetjiik, majd a j-edik oszlopot n — j cserével az utols6 helyre
vihetjiik. (Az alabbi blokkok koziil a * olyanokat jelol, amelyek 1 oszlopbol allnak és
tartalmuk k6z0mbdos az eredmény szempontjabol.)

E * F E F
0O ... 0 Qij 0 .. 0= (-1)”'77' G * H =
E F x
mei(_{yn—i i, |EF wi|E F
(D" ED"T G H o s | = (D) | o | = (DT S ]
0 0 A4 j

Az E,F,G, H blokkok (mar aminek jut hely) téglalap alaktak, de a végén egymaéshoz
cstsznak, és egy (n — 1) x (n — 1)-es matrixot alkotnak.

Tekintsiik tetszdleges matrixra is a megfelel6 Gsszecstiszott rész determinansat az i-edik
sor és a j-edik oszlop elhagyasaval keletkezé matrix determindnsaként: Az

E * F
A= |a; .. Qij—1 Qi Qjj+1 - Qip | € R™*™
G * H
matrix ¢-edik sora j-edik eleméhez tartozé aldeterminansa
def | E F
aldetij(A) = G HI
az i-edik sora j-edik eleméhez tartozo elGjelezett aldetermininsa pedig
A;j = (—1)"aldet;;(A) = (1) a HI

Ha a matrix elemeinek helyére beirjuk a helynek megfelels (—1)i*7-t, az in. sakktabla-
szabalyt kapjuk, a f6atloban mindeniitt +1-gyel. Fentiek segitségével tetsz6leges n x n-es
(n = 2) valds elemt matrix determindnsat visszavezethetjiik n darab (n — 1) x (n — 1)-
es matrix determinansanak kiszamitasara. Valasztunk egy i-t az {1,2,...,n}-bdl, s ezt
rogzitjik.



ail - A1y o Q1np

;1 Qi j Qin, | =
an1 CLnj oo Qpn
ail alj A1n
an1 (an Ann
al ayj A1n
n . . . n n
0 Qij 0 = Z |BJ| = Zaij(—l)lﬂaldetij(Bj) =
j=1 . . . 7j=1 7j=1
an1 cee Qpy oo Qpp
n n
Zaij(—l)zﬂaldetij (A) = Z aiinj,
j=1 j=1

mivel a B; méatrixok és az A matrix csak az i-edik sorban kiilonboznek, azt pedig a
fenti aldeterminansok képzése soran elhagyjuk. A végeredmény |A| kifejtése az i-edik sor
szerint, hasonléan bizonyithaté a j-edik oszlop szerinti kifejtés:

KIFEJTESI TETEL: n > 2, A € R™*" esetén

a) Tetszdleges 1 < i < n esetén
n
Al = aiAy;
j=1

b) Tetszbleges 1 < j < n esetén
n
Al =" ai;Aij.
i=1
def

Bizonyités nélkiil mondjuk ki a kévetkezs nevezetes tételt (det(A) = |AJ).
CRAMER-SZABALY: A = [aj,...,a,] € R"™" |A] # 0, b € R" esetén 3! x € R",
melyre Ax = b, tovabbé az x j-edik komponense (j = 1,...,n)
det([a,...,b,...,ay])
x; = :
7 det([ay, ..., a;,...,a,])

Konstrukciokban jol lehet hasznélni olyan négyzetes méatrixokat, melyekrsl kénnyt kide-
riteni, hogy determinansuk kiilénbo6zik-e nullatol.

TETEL (Vandermonde-determinans és kifejtése): n > 2; a1, ... ,a, € R esetén
1 a af .. a7t
def | | . . .
Vn(ala aan) = : : : : = H (ai_a’j)‘
1 a, a® .. a*! n2i>j21



[Bizonyitas: n szerinti teljes inducié: n = 2-re az &llitads nyilvanvalo. n = 3 esetén
Vi(a, ... ,a,) definicié szerinti alakjaban adjuk hozza rendre az n-edik, (n — 1)-edik,
..., mésodik oszlophoz az el6z6 oszlop —aq-szeresét:

1 0 0 0 )
Vilans . ) = 1 (az — a1)l  (aqg —:al)ag e (a2 — azl)a2 _
1 (an—a1)l (an—ar)a, ... (a,—ay)a? 21
(ag —a1)l  (az —ar)ag ... (ag— al)af;_z
(an —a1)l (an —a1)an ... (an—ar)ap™2|
(ag —ay) ... (an —a1)Vu—1(ag, ... ,a,) =
(az—ar)-...-(an—a1) ] (ai—a;)= ][] (ai—a))]
n2i>j=2 n2i>j=1

Tudjuk méar, hogy A € R"*" esetén |A| # 0 < 9(A) =n <= JA™L.

A € R™*"™ esetén is tudunk kapcsolatot a rang és a négyzetes részmatrixok determinénsa

kozott. (j X k-as részmatrix: j sor és k oszlop kivéalasztasaval a metszéspontokba keriils

elemek alkotta j x k-as matrix.)

TETEL: A € R™™™ &s o(A) = r = 1 esetén A-nak van olyan r x r-es részmatrixa,

melynek determinansa # 0, viszont minden (r + 1) X (r + 1)-es részmétrix determinansa

0.

|Biz: Mivel a rang r, van r darab oszlop, mely L. Csak ezeket tartva meg, a keletkezett

n X r-es matrix oszloprangja r, igy sorrangja is r, van tehat benne r darab sor, mely L.
Csak ezeket tartva meg, a keletkezett r x r-es matrix rangja r, igy determinansa # 0.

Tekintsiink most egy (r+1) x (r+ 1)-es részmatrixot. Ez r+ 1 oszlopbdl szarmazik, mely

O (hisz a rang r), igy részmatrixunk r + 1 oszlopa is O, és részmatrixunk determinénsa

0.]

Az els6ként idézett tételt érdemes még atfogalmazni lineéris egyenletrendszerekre, és-

pedig a homogén esetre (amikor b = 0), mivel nagy sziikségiink lesz kés6bb nemtrivialis
(x # 0) megoldasra, ha van ilyen.

TETEL: Legyen A € R™*". Az Ax = 0 homogén lineéris egyenletrendszernek akkor és

csak akkor van nemtrivialis megoldésa, ha |A| = 0.

|Biz: Nemtrivialis megoldas létezése azzal ekvivalens, hogy az A oszlopvektorrendszere

linearisan Gsszefiiggd. |

A kovetkezd varatlan tételre bizonyitési lehet&ségeket, vazolunk roviden.

SZORZASTETEL: A, B € R"*" = |AB| = |A||B].

|Az utolsé sordban majdnem végig 0 négyzetes matrix determindnsira vonatkozé tételt

a kovetkezoképpen is lehetne altalanositani (a * most olyan téglalap alaka blokkot jeldl,

melynek tartalma k6zombdos az eredmény szempontjabol): Legyen C' € R™ " és D €

R**. Ekkor ‘g S L= 101D] & 'f g‘ — |C||D|. Tey |A||B| = ‘ _f‘}n >
—1I,, elemeit hasznalva determinanstarté atalakitasokkal kiirthatjuk B-t, azaz nullméatrix

keriil a helyére azon az aron, hogy a felette 1év6 nullmatrix megvéltozik, éspedig épp AB
A AB| nl—=In 0 |

S e T ] = s

. Most a

keriil az 6 helyére. Viszont sorcserék révén




