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Linearis algebra (A, B, C)
6. elGadas
(vazlat)

Ha i, j, k paronként egymaéasra merdleges egységvektorok és jobbrendszert alkotnak, akkor
ixj=k, jxi=-k, jxk=1i, kxj=—i, kxi=j, ixk=—j,ixi=0,jxj=0,kxk=0
mind konnyen ellenérizhets, és

a1 B
@ije= ||, blijk= |5,
a3 B3

azaz,

a:a1i+a2j+oz3k és b:ﬁ1i+ﬁ2j+ﬁgk
esetén a (tObb tagra is igazolhatd) disztributivitas és a skalar kiemelhetGségének fel-
hasznélasaval

ax b= (a1i+ azj+ azk) x (B1i+ B2 + B3k) =

Oélﬁl(i X i) + Oélﬁg(i ><_]) + Odlﬁgﬁ X k) +

a1 x 1) + azf2(j xJ) + a283(j x k) +

Oégﬁl(k X i) + Oégﬁg(k X j) + Oégﬁg(k X k) =

(233 — a3fB2)i — (183 — a3f1)j + (1 B2 — a2 f1)k
adodik. Ezt felhasznalhatjuk pl. a
KIFEJTESI TETEL: (a x b) x ¢ = (ac)b — (bc)a
és a
FELCSERELESI TETEL: (a x b)c = a(b x c)
bizonyitasara. ElSbbibdl ki lehet mutatni, hogy a vektorialis szorzat nem asszociativ!
Utobbiban elsfordult vegyesen a vektoriélis és a skalaris szorzat, szokas is definialni (de
a jelolés veszélyes):
DEFINICIO: Az a, b, c geometriai vektorok vegyes szorzata: ,abc’= (a x b)c.
[[Belathato, hogy a nem egysiki a, b, c geometriai vektorok vegyes szorzata megegyezik
az altaluk kifeszitett parallelepipedon elGjeles térfogatéval (jobbrendszernél +, kiilénben
— elGjellel).]| Erdemes még kiemelni az ,elfajuld” esetet: (axb)c = 0 <= a, b, c egysikd.
ai1 aiz2 a3

Ezek szerint: (ax b)c #0 <= a,b,c L. Az A= | a2 a2 a3 | valds elemd métrix
aszy as2 ass
aii ai2 a3
oszlopai segitségével definialt [a]ijx = | a21 |, [blijx = | @22 |, [clijkx = | a3 | esetén
a31 a32 as3

az a, b, c geometriai vektorok (a x b)c vegyes szorzatat kiszamolva, az eredmény:
(11022033 + 412023031 + 413021032 — 413022031 — A11G23032 — G12021033.

Ezt szeretnénk most altalanositani n x n-es valds elemti méatrix esetére lehetéleg tigy, hogy
nemnulla volta azzal legyen ekvivalens, hogy a rang n. A szorzatokat ugy rendeztiik, hogy
mindegyikben az {1,2,3} sorindexek szerepeljenek, réviden: 123. Ekkor a kovetkezd
oszlopindexek talalhatok mellettiik: 123, 231, 312, 321, 132, 213. Itt éppen az 123
megfejtése céljabol probaljuk Sket szomszédos cserékkel az 123 alakra hozni: az alkalmas
szomszédos cserék szama lehet pl. rendre 0,2,2,3,1,1. Ez ugyan nem egyértelmi, de
csak az az észrevétel a fontos, hogy az els6 haromnal paros, a masodik hadromnal paratlan
szam adodott.



s sz

Adott n pozitiv egész esetén most tekintsiik az 1,2, ...,n szamok Osszes permutéciojat,
valasszunk ki koziilik egy i1, 12, ..., 1, permutaciot (ez az 1,2, ...,n valamilyen sorrend-
ben). Azt mondjuk, hogy ebben a permutéiciéban az (i,,i,) elempér inverziéban van
(vagy inverziot alkot), ha p < v, de i, > i,. Jeloljik I(i1,12,...,1,)-nel az i1,ia, ..., 0y
permutacioban az inverziot alkot6é elempéarok szamét. Ezt irva (—1) kitevSjébe, sike-
riil az elGjelezés altalanositasa. Ezek szerint A € R"*", ;[A], = a;i esetén célszerd
képezniink minden i1, %9, ..., i, permuticidra az ai;, G2, - ... - G4, Szorzatot, megszorozni
(—1)1Cri2,0n)_nel, majd a kapott kifejezéseket Gsszeadni. Az 1,2, ...,n szamok Osszes
i1,%2, ..., 1, permutacidjara vonatkozé Gsszegezést ugy fogjuk jeldlni, hogy egy szumma
jel ala oda,lrjuk az iy, ..., 1, permuticiot, alaja zardjelben pedig az 1, ..., n-et.

al QA1n
DEFINICIO: Az A = € R™™™ matrix determinansa egy alabb defi-

an1 ... QApn
nidlt szam, melyet réviden |A|-val jeloliink, részletesebben kiirhatjuk a matrix elemeit a

szokott modon, de fliggSleges vonalak kozé:

ail e Q1n
(‘A‘ :) : : = (—1) (11,72 ")a1i1a2i2 Ceee tQpgy, -
. ail a2 ., (o .
n = 2 esetén = a11a22 — a12a21. N = 3 esetén érdemes a mar ismert kife-
Q21 A22
ai; a2 Aais
jezést at is alakitani: as1 Q29 G923 | = A11G0920a33 + Q12023031 + A13021032 — Q13022031 —

a31 agz2 ass
11023032 —012021033 = 411 (a22a33 - a23a32) - CL12(CL21CL33 - CL23G31) +a13(a21a32 - CL22G31)-
Feltting lehet a szerkezeti hasonlosig az a x b 6/1 oldali kifejezéséhez, ennek memo-
rizalasdhoz segithet a kdvetkezs formalis kiegészités:

(i + az2j + ask) x (811 + B2j + Bsk) =

i 5k
(2f3 — azfa)i — (a183 — azB1)j + (a1f2 —aefr)k = a1 as az
Br B2 B

Az is latszik, hogy nagy n esetén a definicioval val6 szamolas borzasztéan miiveletigényes.
Ezért sziikségesek a szamolast megkdnnyits tételek A € R™ ™ esetére. [0 = 0, de a 0
eredményhez az is elég, ha egyetlen sorban végig 0 van. Ha egyetlen sort megszorzunk \-
val, a matrix determinansa \-val szorzodik, igy |[AA| = A"|A|. Bizonyitas nélkiil megem-
litjiik még, hogy |AT| = |A|.

Lattuk mar, hogy [A\A| = )\”|A| igy speciélisan |2A| = 2"|A| mutatja, hogy az Gsszeadas-

sal is vigyazni kell: |A + B 7é |A| + |B|, példaul A = B = I esetén 4 = |215| # 2|15] =
2. Ha egyetlen sort szoroztunk A-val, akkor a matrix determininsa A-val szorzodott.
Ennek alapjan azzal érdemes probalkozni, amikor csak egyetlen sorban vannak 6sszegek.
Tegyiik fel, hogy az A métrix k-adik sordban kéttagu Osszegek vannak: ap; = bp; +
ckj (j = 1,...,n). Ekkor a definicibban a (—1)-hatvany utani szorzat k-adik tényezdje
(aks, ) helyébe by;, + ciq,, kerill, igy az egész szummaét két szumma Osszegére bonthatjuk:



all a12 A1n ail a12 A1n

g1 k2 - Agn | = | b1 + Ck1 br2 + Ck2 - bEn + Chn | =
an1  Gn2 ... Gnn an1 an2 Ann
al a19 A1n a1 a2 oo Q1np
=|bp1 br2 .. bk |t |Ck1 Ck2 . Ckn
Gn1  Gp2 ... Qnn Gn1  Gp2 ... Gpn

Sziikségilink lesz az inverziészam véaltozasdnak ismeretére, amikor a permutacidéban az
elemeket cserélgetjiik. Konnyd latni, hogy szomszédos elemek cseréje esetén az inver-
zidszam 1-gyel véltozik (1-gyel ng, vagy csokken), a tédvolabbi elemek cseréjét visszave-
zethetjiik szomszédos elemek paratlan szami cseréjére, ebbdl kiderithetjiik sorcserénél a
determinans valtozasat, de ezt csak bizonyitas nélkiil kézoljiik:

TETEL: Legyen n > 2.

a) Ha az 1,2, ...,n szdmok i1, 19, ..., i, permuticiéjaban két elemet felcseréliink, akkor az
inverziészam péaratlan szammal valtozik.

b) Ha az A € R™*™ matrix valamely két sorat felcseréljiik, akkor az igy nyert B matrix
determinansa: |B| = —|A|, azaz két sor felcserélése esetén a determinans értéke (—1)-gyel
szorzodik.

Részletezziik viszont a fenti tételnek két igen fontos kovetkezményét.

TETEL: Ha n = 2 és az A € R™*™ matrixnak van két megegyez6 sora, akkor A deter-
minansa 0.

|Biz: a két azonos sor felcserélésétdl egyrészt nem valtozik a matrix, igy a determinédnsa

sem, mésrészt a cserétdl determinansa (—1)-gyel szorzodik. Tehat |A| = —|A|, azaz
|A| + |A] = 0, igy |A] = 0. (Itt szamokrdl van szo, de jegyezziik meg, hogy a legutols6
kovetkeztetés méas strukturdkban altalAban nem érvényes, pl. 1+ 1 = 0 mod?2, de
1% 0mod2.)]

TETEL: Ha n > 2, A € R esetén az A € R™*" matrix egyik sorahoz egy masik sorénak
a A-szorosat hozzaadjuk, akkor az igy keletkezett méatrix determinansa is |A|, tehat az
a rangtarto atalakitas, amikor egyik sorhoz egy masik sor szamszorosat adjuk, egyben
determinanstarto is!

|Biz: Jeloljiik x[A]-val az A méatrix k-adik sorat. Az egyszertiség kedvéért csak azt rész-
letezziik, amikor az els6 sorhoz adjuk hozz4 a masodik sor A-szorosat. Ekkor

1[A] + X2[A] 114] Ao[A] 14] 2[A]
2[A] 2[A] 2[A] 2[A] o[ A]
| S il ) Il S Rl FEPY Rl VTRV RN

n[A] n[A] n[A] n[4] n[A]
Az altalanos esetben hasonldéan megy a bizonyitas.|

Ha az A € R™*" egy sordban végig 0 van, akkor mar tudjuk, hogy 0 a matrix deter-
minansa. Most vizsgaljuk meg egy egyszerd esetben azt, amikor egy sor majdnem végig



0, pl. A utolsé sordban az utolsé elem kivételével minden 0. Eme specidlis szerkezetti
matrix determinansara irjuk fel a definiciét részletesen:

aii a1,n—1 A1n
Qn—1,1 o Ap—1n—1 0An—1n
0 0 Ann
2 : I(41,09,. .y in—1,1
(_1) (1,82, s8n—1, n)alilam’g e Op—1,i, 4 i, -

Tekintsiik az Osszeg azon tagjait, amelyekben az i, < n. Ezeknél a szorzat utolso
tényezGje: ani, = 0, s az Osszeg vizsgalt tagja is 0. Eszerint az Osszegnek sok tagja
[pontosan (n — 1) - (n —1)! = n! — (n — 1)! darab] 0, ezeket el is hagyhatjuk. Maradnak
azok a tagok, ahol i,, = n [ilyen van (n — 1)! darab], specialis métrixunk determinansa
tehat

= Y (=Dt g, A1, G,

Az Osszegezés most gy értendd, hogy az 1,2, ...,n azon permutacidira 6sszegeziink, ahol
az utolso6 helyen n all. Ekkor az elGtte 16v6 ¢4, ..., 7,1 befutja az 1,2, ...,n — 1 6sszes per-
mutaciojat, ennek megfelelsen modositjuk a szumma alatti részt. Orommel latjuk, hogy
I(iy,...,ip—1,n) = I(i1,...,0n—1), mert az n leghéatul allt, s az elGtte 1év6knél nagyobb,

igy egyikkel sem alkothatott inverziot. Ezutan a,, kiemelésével

I(i1,izsenesin—
Ann E (—1)(izein gy agg, - v n1,

adodik, ahol az 6sszegben felismerhetjiik az A bal felsg sarkaban 16v6 (n—1) x (n — 1)-es
rész determinansat, s nyertiik a kdvetkezot:

TETEL:
aii a1,n—-1 Q1n a1l a )
n—
= Ann
an—1,1 v Op—1n—-1 QAan-1n
’ ’ an—1,1 - Gp—1n-1
0 0 Ann

KOVETKEZMENY: Fels6 haromszog matrix (5/2) determinansa a f64tloban 16v6 elemek
szorzata.

aix; aiz ... a1 n—1 A1n
0 a2 .. azn-1 a2n
= a11a22 * ... * Ap—1,n—10nn-
0 0 cv Opn—_1n—-1 0On-1n
0 0o .. 0 Ann

Igy persze diagonalis matrixok determinénsa is a f6atloban 1évS elemek szorzata, példaul
|I,] = 1. Szerepelt mar (bizonyitas nélkiil), hogy |AT| = |A|, igy a sorokra megfogalma-
zott allitasok oszlopokra is érvényesek, tehat pl. alsé haromszog matrix determinansa is
a féatloban 1évs elemek szorzata.



