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Lineáris algebra (A, B, C)
6. el®adás
(vázlat)

Ha i, j,k páronként egymásra mer®leges egységvektorok és jobbrendszert alkotnak, akkor
i×j = k, j×i = −k, j×k = i, k×j = −i, k×i = j, i×k = −j, i×i = 0, j×j = 0, k×k = 0
mind könnyen ellen®rizhet®, és

[a]i,j,k =

α1

α2

α3

, [b]i,j,k =

β1

β2

β3

,
azaz

a = α1i + α2j + α3k és b = β1i + β2j + β3k
esetén a (több tagra is igazolható) disztributivitás és a skalár kiemelhet®ségének fel-
használásával

a× b = (α1i + α2j + α3k)× (β1i + β2j + β3k) =
α1β1(i× i) + α1β2(i× j) + α1β3(i× k) +
α2β1(j× i) + α2β2(j× j) + α2β3(j× k) +
α3β1(k× i) + α3β2(k× j) + α3β3(k× k) =

(α2β3 − α3β2)i− (α1β3 − α3β1)j + (α1β2 − α2β1)k
adódik. Ezt felhasználhatjuk pl. a
KIFEJTÉSI TÉTEL: (a× b)× c = (ac)b− (bc)a
és a
FELCSERÉLÉSI TÉTEL: (a× b)c = a(b× c)
bizonyítására. El®bbib®l ki lehet mutatni, hogy a vektoriális szorzat nem asszociatív!
Utóbbiban el®fordult vegyesen a vektoriális és a skaláris szorzat, szokás is de�niálni (de
a jelölés veszélyes):
DEFINÍCIÓ: Az a,b, c geometriai vektorok vegyes szorzata: �abc�= (a× b)c.
[[Belátható, hogy a nem egysíkú a,b, c geometriai vektorok vegyes szorzata megegyezik
az általuk kifeszített parallelepipedon el®jeles térfogatával (jobbrendszernél +, különben
− el®jellel).]] Érdemes még kiemelni az �elfajuló� esetet: (a×b)c = 0 ⇐⇒ a,b, c egysíkú.

Ezek szerint: (a× b)c 6= 0 ⇐⇒ a,b, c L. Az A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 valós elem¶ mátrix

oszlopai segítségével de�niált [a]i,j,k =

 a11

a21

a31

, [b]i,j,k =

 a12

a22

a32

, [c]i,j,k =

 a13

a23

a33

 esetén

az a,b, c geometriai vektorok (a× b)c vegyes szorzatát kiszámolva, az eredmény:
a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33.
Ezt szeretnénk most általánosítani n×n-es valós elem¶ mátrix esetére lehet®leg úgy, hogy
nemnulla volta azzal legyen ekvivalens, hogy a rang n. A szorzatokat úgy rendeztük, hogy
mindegyikben az {1, 2, 3} sorindexek szerepeljenek, röviden: 123. Ekkor a következ®
oszlopindexek találhatók mellettük: 123, 231, 312, 321, 132, 213. Itt éppen az 123
számok összes permutációját írtuk le, melynek az általánosítása kézenfekv®. Az el®jelezés
megfejtése céljából próbáljuk ®ket szomszédos cserékkel az 123 alakra hozni: az alkalmas
szomszédos cserék száma lehet pl. rendre 0, 2, 2, 3, 1, 1. Ez ugyan nem egyértelm¶, de
csak az az észrevétel a fontos, hogy az els® háromnál páros, a második háromnál páratlan
szám adódott.



Adott n pozitív egész esetén most tekintsük az 1, 2, ..., n számok összes permutációját,
válasszunk ki közülük egy i1, i2, ..., in permutációt (ez az 1, 2, ..., n valamilyen sorrend-
ben). Azt mondjuk, hogy ebben a permutációban az (iµ, iν) elempár inverzióban van
(vagy inverziót alkot), ha µ < ν, de iµ > iν . Jelöljük I(i1, i2, ..., in)-nel az i1, i2, ..., in
permutációban az inverziót alkotó elempárok számát. Ezt írva (−1) kitev®jébe, sike-
rül az el®jelezés általánosítása. Ezek szerint A ∈ Rn×n, j [A]k = ajk esetén célszer¶
képeznünk minden i1, i2, ..., in permutációra az a1i1a2i2 · ... · anin szorzatot, megszorozni
(−1)I(i1,i2,...,in)-nel, majd a kapott kifejezéseket összeadni. Az 1, 2, ..., n számok összes
i1, i2, ..., in permutációjára vonatkozó összegezést úgy fogjuk jelölni, hogy egy szumma
jel alá odaírjuk az i1, ..., in permutációt, alája zárójelben pedig az 1, ..., n-et.

DEFINÍCIÓ: Az A =

 a11 ... a1n
...

...
an1 ... ann

 ∈ Rn×n mátrix determinánsa egy alább de�-

niált szám, melyet röviden |A|-val jelölünk, részletesebben kiírhatjuk a mátrix elemeit a
szokott módon, de függ®leges vonalak közé:

(|A| =)

∣∣∣∣∣∣
a11 ... a1n
...

...
an1 ... ann

∣∣∣∣∣∣ =
∑

i1,...,in
(1,...,n)

(−1)I(i1,i2,...,in)a1i1a2i2 · ... · anin
.

n = 2 esetén

∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21. n = 3 esetén érdemes a már ismert kife-

jezést át is alakítani:

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 +a12a23a31 +a13a21a32−a13a22a31−

a11a23a32−a12a21a33 = a11(a22a33−a23a32)−a12(a21a33−a23a31)+a13(a21a32−a22a31).
Felt¶n® lehet a szerkezeti hasonlóság az a × b 6/1 oldali kifejezéséhez, ennek memo-
rizálásához segíthet a következ® formális kiegészítés:

(α1i + α2j + α3k)× (β1i + β2j + β3k) =

(α2β3 − α3β2)i− (α1β3 − α3β1)j + (α1β2 − α2β1)k =

∣∣∣∣∣∣
i j k

α1 α2 α3

β1 β2 β3

∣∣∣∣∣∣ .

Az is látszik, hogy nagy n esetén a de�nícióval való számolás borzasztóan m¶veletigényes.
Ezért szükségesek a számolást megkönnyít® tételek A ∈ Rn×n esetére. |0| = 0, de a 0
eredményhez az is elég, ha egyetlen sorban végig 0 van. Ha egyetlen sort megszorzunk λ-
val, a mátrix determinánsa λ-val szorzódik, így |λA| = λn|A|. Bizonyítás nélkül megem-
lítjük még, hogy |A>| = |A|.
Láttuk már, hogy |λA| = λn|A|, így speciálisan |2A| = 2n|A| mutatja, hogy az összeadás-

sal is vigyázni kell: |A + B|
ált

6= |A|+ |B|, például A = B = I2 esetén 4 = |2I2| 6= 2|I2| =
2. Ha egyetlen sort szoroztunk λ-val, akkor a mátrix determinánsa λ-val szorzódott.
Ennek alapján azzal érdemes próbálkozni, amikor csak egyetlen sorban vannak összegek.
Tegyük fel, hogy az A mátrix k-adik sorában kéttagú összegek vannak: akj = bkj +
ckj (j = 1, ..., n). Ekkor a de�nícióban a (−1)-hatvány utáni szorzat k-adik tényez®je
(akik

) helyébe bkik
+ ckik

kerül, így az egész szummát két szumma összegére bonthatjuk:



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1n
...

...
...

ak1 ak2 ... akn
...

...
...

an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1n
...

...
...

bk1 + ck1 bk2 + ck2 ... bkn + ckn
...

...
...

an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1n
...

...
...

bk1 bk2 ... bkn
...

...
...

an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1n
...

...
...

ck1 ck2 ... ckn
...

...
...

an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Szükségünk lesz az inverziószám változásának ismeretére, amikor a permutációban az
elemeket cserélgetjük. Könny¶ látni, hogy szomszédos elemek cseréje esetén az inver-
ziószám 1-gyel változik (1-gyel n®, vagy csökken), a távolabbi elemek cseréjét visszave-
zethetjük szomszédos elemek páratlan számú cseréjére, ebb®l kideríthetjük sorcserénél a
determináns változását, de ezt csak bizonyítás nélkül közöljük:

TÉTEL: Legyen n = 2.
a) Ha az 1, 2, ..., n számok i1, i2, ..., in permutációjában két elemet felcserélünk, akkor az
inverziószám páratlan számmal változik.
b) Ha az A ∈ Rn×n mátrix valamely két sorát felcseréljük, akkor az így nyert B mátrix
determinánsa: |B| = −|A|, azaz két sor felcserélése esetén a determináns értéke (−1)-gyel
szorzódik.
Részletezzük viszont a fenti tételnek két igen fontos következményét.
TÉTEL: Ha n = 2 és az A ∈ Rn×n mátrixnak van két megegyez® sora, akkor A deter-
minánsa 0.
[Biz: a két azonos sor felcserélését®l egyrészt nem változik a mátrix, így a determinánsa
sem, másrészt a cserét®l determinánsa (−1)-gyel szorzódik. Tehát |A| = −|A|, azaz
|A| + |A| = 0, így |A| = 0. (Itt számokról van szó, de jegyezzük meg, hogy a legutolsó
következtetés más struktúrákban általában nem érvényes, pl. 1 + 1 ≡ 0 mod 2, de
1 6≡ 0 mod 2.)]
TÉTEL: Ha n = 2, λ ∈ R esetén az A ∈ Rn×n mátrix egyik sorához egy másik sorának
a λ-szorosát hozzáadjuk, akkor az így keletkezett mátrix determinánsa is |A|, tehát az
a rangtartó átalakítás, amikor egyik sorhoz egy másik sor számszorosát adjuk, egyben
determinánstartó is!
[Biz: Jelöljük k[A]-val az A mátrix k-adik sorát. Az egyszer¶ség kedvéért csak azt rész-
letezzük, amikor az els® sorhoz adjuk hozzá a második sor λ-szorosát. Ekkor∣∣∣∣∣∣∣∣

1[A] + λ 2[A]
2[A]
...

n[A]

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1[A]
2[A]
...

n[A]

∣∣∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ 2[A]
2[A]
...

n[A]

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1[A]
2[A]
...

n[A]

∣∣∣∣∣∣∣∣ + λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
2[A]
2[A]
...

n[A]

∣∣∣∣∣∣∣∣ = |A|+ λ0 = |A|.

Az általános esetben hasonlóan megy a bizonyítás.]
Ha az A ∈ Rn×n egy sorában végig 0 van, akkor már tudjuk, hogy 0 a mátrix deter-
minánsa. Most vizsgáljuk meg egy egyszer¶ esetben azt, amikor egy sor majdnem végig



0, pl. A utolsó sorában az utolsó elem kivételével minden 0. Eme speciális szerkezet¶
mátrix determinánsára írjuk fel a de�níciót részletesen:∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 ... a1,n−1 a1n

...
...

...
an−1,1 ... an−1,n−1 an−1,n

0 ... 0 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∑
i1,...,in−1,in
(1,...,n−1,n)

(−1)I(i1,i2,...,in−1,in)a1i1a2i2 · ... · an−1,in−1anin
.

Tekintsük az összeg azon tagjait, amelyekben az in < n. Ezeknél a szorzat utolsó
tényez®je: anin

= 0, s az összeg vizsgált tagja is 0. Eszerint az összegnek sok tagja
[pontosan (n− 1) · (n− 1)! = n!− (n− 1)! darab] 0, ezeket el is hagyhatjuk. Maradnak
azok a tagok, ahol in = n [ilyen van (n − 1)! darab], speciális mátrixunk determinánsa
tehát

=
∑

i1,...,in−1,n

(1,...,n−1,n)

(−1)I(i1,i2,...,in−1,n)a1i1a2i2 · ... · an−1,in−1ann.

Az összegezés most úgy értend®, hogy az 1, 2, ..., n azon permutációira összegezünk, ahol
az utolsó helyen n áll. Ekkor az el®tte lév® i1, ..., in−1 befutja az 1, 2, ..., n− 1 összes per-
mutációját, ennek megfelel®en módosítjuk a szumma alatti részt. Örömmel látjuk, hogy
I(i1, ..., in−1, n) = I(i1, ..., in−1), mert az n leghátul állt, s az el®tte lév®knél nagyobb,
így egyikkel sem alkothatott inverziót. Ezután ann kiemelésével

ann

∑
i1,...,in−1
(1,...,n−1)

(−1)I(i1,i2,...,in−1)a1i1a2i2 · ... · an−1,in−1

adódik, ahol az összegben felismerhetjük az A bal fels® sarkában lév® (n− 1)× (n− 1)-es
rész determinánsát, s nyertük a következ®t:
TÉTEL: ∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 ... a1,n−1 a1n

...
...

...
an−1,1 ... an−1,n−1 an−1,n

0 ... 0 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ann

∣∣∣∣∣∣∣
a11 ... a1,n−1

...
...

an−1,1 ... an−1,n−1

∣∣∣∣∣∣∣ .

KÖVETKEZMÉNY: Fels® háromszög mátrix (5/2) determinánsa a f®átlóban lév® elemek
szorzata. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1,n−1 a1n

0 a22 ... a2,n−1 a2n

...
...

...
...

0 0 ... an−1,n−1 an−1,n

0 0 ... 0 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 · ... · an−1,n−1ann.

Így persze diagonális mátrixok determinánsa is a f®átlóban lév® elemek szorzata, például
|In| = 1. Szerepelt már (bizonyítás nélkül), hogy |A>| = |A|, így a sorokra megfogalma-
zott állítások oszlopokra is érvényesek, tehát pl. alsó háromszög mátrix determinánsa is
a f®átlóban lév® elemek szorzata.


