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Linearis algebra (A, B, C)
4. el6adas
(vazlat)

s sz

feltételei alapjan persze nem szamithatunk kommutativ miiveletre: lehet, hogy AB
értelmezve van (A oszlopainak szama megegyezik B sorainak szaméval), de BA nincs
értelmezve. De ez még nem a {6 baj: A € R™*" B € R"*™ esetén létezik AB is, BA
is, csakhogy az els6 m x m-es, a masodik n x n-es, tehdt m # n esetén biztosan nem
lehetnek egyenldk. Az igazi gond az, hogy altalaban még m = n esetén sem lesznek
azonosak, pedig az alak méar rendben volna. Az m = n = 2 esetre nézziik a kovetkezd

példat: Legyen A = [(1) 8} , B = [8 (1)} Ekkor A, B € R?%2_ tehat értelmezve van
0 1 0

AB s, BA is, mindkett6 2 x 2es, de AB= | |, BA= |/ 8 tehdt AB # BA.

A fenti példaban B = AB # BA = 0, egyuttal tehat azt is latjuk, hogy két nullmatrixtol
kiilonb6zé matrix szorzata adhat nullmétrixot, de nem biztos, hogy més sorrendben is
ezt ad. Ezek utan talan meglepé lehet, hogy a fenti sor—oszlop szorzas asszociativ és
az, Osszeadéssal disztributiv kapcsolatban all, majd nemsokira pontosan meg is fogal-
mazzuk ezeket. [[Aki mar talalkozott mas linearis algebrai felépitéssel, esetleg a sor—sor,
oszlop—oszlop, oszlop-sor szorzast is meg tudja fogalmazni, de csalodni fog: ezek egyike
sem kommutativ, st még csak nem is asszociativ.|] Kés6bb matrixokat fogunk hasznalni
bizonyos transzformaciok leirasara. Aki ezt meglepének taldlja, megnézheti a manapség
mindenhol hasznalt Postscript nyelv reference manuéljat:

http://www.adobe.com /products/postscript/pdfs/PLRM.pdf

A 187-188. oldalon kideriil, hogy matrixokkal adja meg azokat a koordindtatranszforméa-
ciokat, amiket hasznal (példaul, amikor a lapon egy abrat forgatni, tiikrozni, egy bettit
donteni kell).

Beigértiikk mar a maétrixszorzas asszociativitasat és a disztributivitdsokat, de a pontos
kimondas el6tt célszert egyszertibb dolgokon gyakorolni a méatrixszorzast.

1 0 ... 0
- 01 .. 0 _
DEFINICIO: I, = | . . .| € R™ ™ az n x n-es egységmatrix, ;[I,]; =
0O 0 .. 1

)1, hai=y; Ny . . L R
dij = { 0. haij (A 0;; egyik szokdsos elnevezése: Kronecker-szimbolum.)

Az egységmatrix elnevezést az indokolja, hogy az I,, a szorzdsnal minden olyan métrixot
valtozatlanul hagy, amellyel az adott sorrendben Gssze lehet szorozni:

TETEL: A € R™*" esetén I,,A = A és AI, = A.

[Az elso allitas igazolasanal elGszor vegyiik észre, hogy I, A értelmezve van, és m X n-es,
mint az A; ezutan nézziik minden sz6bajovs i, j esetére az i-edik sor j-edik elemét:

i Ay =Y illmle oAl =) Siear; = biiai; = aij = ;[ A];.
/=1 /=1

A masik allitas hasonléan igazolhato.]
A szorzas kommutativitdsdnak hidnyaban igen fontos szerepe lesz a transzponaldsnak:



DEFINICIO: A € R™*" esetén az A méatrix transzponaltja: AT € R™ ™, melyre
minden SZ()b&jﬁVé z',j—re Z[AT]J = ][A]Z

TETEL (A transzponéalas kapcsolata az eddigi miiveletekkel):

A BER™" = (A+B)" = A" + BT,

AER, AcR™" = (AA)T = \AT;

Ac ]Ran, Be Rnxk = (AB)T — BTAT_

|Csak az utols6 allitas bizonyitésa szorul részletezésre: a létezés és az alakok egyezése
rogton latszik (épp forditva volna zilirds), tovabba minden sz6bajove i, j-re

n

il(AB)]; = jIABli =) ;[Alee[Bl; =
(=1

n n
(AT 3[BT le =) i[BTeglAT]; = i[BTAT];,
(=1 =1
hisz szdmok szorzasanak sorrendjét szabad cserélniink.]
A maétrixszorzas asszociativitasdnak vizsgalatanal azt is tisztdznunk kell, hogy melyik

oldal mikor létezik!
TETEL: A € R™*™_ B € R™*k2 O ¢ RF3*Xs esetén

I
(AB)C = A(BO).

A

J: ni = na(=n)ésky = kg( k) esetén (AB)C, A(BC’) R™>s tovabbé minden
szObajoves i, j-re

k k n k
i[(AB)C]j = Zi[AB]p p[C]j = Z <Zi[A]q q[ ) ZZZ q4q B]p P ]J

g=1p=1

= Zi[A]q (Z q[Blp p[C]j) = Zi[A]q | BCl; = i[A(BC)];,

q=1
tehat (AB)C = A(BC).]
TETEL: A € R™*™ B € R™*k2 O ¢ R"3*F3 egetén
E|A(B—|—C) <~ {711 = ngo = ng €s ko = kg} <~ JdAB + AC

-~

\
A(B+C) = AB + AC.

[A bizonyitas az el6bbi minta alapjan nem okozhat gondot.|
HF: A masik disztributivitas kimondésa.

TETEL: A € R, A € R™*" B € R™** = \(AB) = (AM)B = A(\B).
|A bizonyitéas trivialis.|

Most tekintsiink egy A € R™*™ maétrixot, s osszuk fel néhany részre vizszintesen is,
fiiggdlegesen is, pl. vizszintesen két részre, fiiggélegesen harom részre, ha m =2, n = 3:

A A Ar A13}
Ag1 Azp Ao



Azt mondjuk, hogy igy az A méatrixot particionaltuk, vagy blokkokra bontottuk, ahol a
blokkok maguk is matrixok, mégpedig olyan méretiiek, hogy az egy sorban elhelyezkedd
blokkok ugyanannyi sorbél allnak, az egy oszlopban lévék pedig ugyanannyi oszlopot
tartalmaznak. Blokkokra bontott matrixok koézotti miiveletek sokszor attekinthetGbben
végezhetSk el. Ehhez pl. a méatrixtsszeadésnal nyilvan azonos médon kell particionalni
az Osszeadand6 matrixokat, sokkal fontosabb azonban a métrixszorzas attekinthetGsége:
itt az lehet a cél, hogy a blokkokra bontott métrixokat esetleg gy szorozhassuk Ossze,
mintha szdmmatrixok volndnak (a szorzas sordn azonban a tényezdk sorrendjét tilos
valtoztatni, hisz a matrixszorzas nem kommutativ). Ez a cél el is érhetd, mindossze azt
kell biztositanunk, hogy a megfelel6 blokkok Gsszeszorozhatok legyenek. Legyen most
A cR™" B e R"¥F és tekintsiik a kovetkezd particionalasukat:

A M A
< | B B
Air A Ass C B; B;z
A1 Asa Aas < | Bsy Ba

A fenti példaban a hasonl6 jellel jelzett méretek megegyezése (az Gsszeszorozhatdsagnél
szerepld n sorrendben is azonos felbontasa pozitiv egészek Gsszegére) elég ahhoz, hogy a
szorzast agy végezhessiik, mintha szammatrixokrol lenne szo, s a szorzatmatrixnak négy

. | A1 B 4+ A12Boy + A13Bs1 A11Bia + A12Bos 4 A13B3:
blokkja lesz:

A21B11 + A22Bo1 + A23Bz1 A21Bia + A22Bas + A3 Bao
gossagat altaldban nem bizonyitjuk, de szabad hasznalni a matrixszorzas attekinthetsbbé
tételére, s ha valakinek kétsége tamadna, egy konkrét esetet mindig konnyt ellendrizni.
Most az R™ trivialis bazisat hasznalva az ay, ..., a,, € R definiciéjaban (3/2), megkapjuk

. A fentiek jo-

a1 ... Gin
az A= | : matrix oszlopvektorokra val6 particionalasat:
Am1 oo Gmp
Z
A = [ay,...,a,] € R™*" melyre tetszGleges x = : € R™ esetén teljesiil, hogy
Tn

Ax = ajry + ... + a,x,, igy leolvashatdo Ax €Span (ay,...,a,) is. Az Ax = b LER esetén
az elemi bazistranszformécio segitségével mar el tudtuk dénteni a megoldhatosagot, meg
tudtuk hatarozni a megoldasszamot, s megoldhatosag esetén a tablazat segitségével meg
is tudtunk adni egy megoldast. Ha azonban végtelen sok megoldas van, ezek attekintése
még nem tortént meg. A korabbi jelolésekkel (3/3) — mivel az r = 0 eset trivialis —, azzal
a feltevéssel dolgozunk, hogy van megoldas és 0 < r < n. INDEXCSEREVEL (azaz
az A oszlopai sorrendjének s egyuttal az ismeretlenek sorrendjének megvaltoztatasaval)
elérhetjiik, hogy a bevitt vektorok ay, ..., a, legyenek [a végs§ formula utan persze vissza
kell cserélni].

a; a, | arq a, | b

- | - | -
ay | |

: I, | D | d

o -
e;“Jrl | |

: 0 y 0 )
e; | |




Legyen most A; = [aj,...,a,], A2 = [I,,D]. Ekkor kénnyen ellendrizhets a tablazat
alapjan, hogy Aid =b és A = A; As. Igy x € R” esetén
AX:b<:>A1A2X:A1d<:>A1(A2X—d):0<:>A2X—d:0

teljesiil, ahol ki kell emelniink, hogy az utols6 ekvivalencia = irdnya egyaltalan nem nyil-
vénvalo: nem elég hozza, hogy A; # 0, mert nullmatrixtél kiillénb6z6 matrixok szorzata
lehet nullméatrix! A = abbdl adodik, hogy az A; oszlopvektorai, ai,...,a, linearisan
fiiggetlen vektorrendszert alkotnak! A folytatasban a particionalas alkalmazasidhoz cél-
szeri az x megfelel§ particionalasa, ahol az indexekkel jelezziik a méretet. Ekkor azonban,

ha netdn r = n — r, akkor jogtalan specializilas lenne, ha a f6ls6 és az als6 rész eleve
/

azonos volna. Ezt a zavart vesszikkel keriiljiik el. Tehat tetszéleges x = Lj’" } € R"-re

/
AX:b<:>A2X:d<:>[Ir,D]|:X3§T }:d@x;:d—ngr,

amivel megkaptuk az altalanos megoldast: x!/_ komponensei a szabad (vagy fliggetlen)

valtozok, x!. komponensei a kétott (vagy fliggs) valtozok. Mivel az elemi bazistranszfor-
maci6 sokféleképpen végezhets, ezek helye nem egyértelmi, de darabszamuk egyértelmii.
|Most kellene még visszacserélni az indexeket az eredeti linearis egyenletrendszer altalanos
megoldasénak felirasahoz.|

Az oszlopvektorrendszer rangjanak segitségével definidlhatjuk tetszéleges matrix oszlop-
rangjat, majd sorrangjat:

DEFINICIO: A = [ay, ...,a,] € R™*" oszloprangja: o, (A4) = r(ay,...,a,) [emlékeztets:
= dim Span (ay, ..., a,)|; sorrangja pedig o4 (A) = 0, (A").

Rovidesen be fogjuk bizonyitani, hogy tetszsleges A matrix oszloprangja és sorrangja
megegyezik. Ennek egyik segédeszkioze (s egyuttal a particionélas természetes alkalma-
zdsa) szorzat oszloprangjanak vizsgalata:

TETEL: Legyenek C = [c1, ..., c,] és D = [dy, ..., d}] ebben a sorrendben &sszeszorozhaté
R feletti matrixok. Ekkor o, (CD) < o, (C).

[A bizonyitas egyetlen Gtlete, hogy el6szor csak a D particionalasat irjuk be: CD =
Cldy,...,di] = [Cdy,...,Cdg]. Mivel Cd; € Span (cq,...,c,) (i = 1,..., k), ezért teljesiil
az is, hogy Span (Cdy,...,Cdy) € Span (cq,...,¢,), az utébbiak dimenzidira vonatkozo
egyenl6tlenség pedig mar a bizonyitandé allités. |

TETEL: Tetszéleges R feletti A matrixra o, (A) = o (A) [ezenttl = o(A), az A rangja;
a o helyett hasznalatos p vagy akar r is|.

[Bizonyitas: Az allitds nyilvanvalo, ha A = 0. A € R™*" A # 0 esetén hasznalni
szeretnénk a korabbi (4/4) elemi bazistranszformacios szamolasokat. FEhhez meg kell
emliteni, hogy az ottani indexcserétdl (oszlopcserétsl) nem valtozik sem az oszloprang,
sem a sorrang; tovabba az r = n esetet is nézni kell, ekkor legyen Ay = I,,. Igy 0 < < n
esetén is teljesiil az A = A1 Ag, és 04(A) = 0,((A142)7) = 0, (A3 A]) L 0, (Ay) =7 =
0o (A). Miutan tetszéleges matrixra belattuk a o, (A) < o,(A) egyenlStlenséget, most
felithatjuk ugyanezt az A" matrixra is, ami az A-ra adja a hidnyzo ellenkezd iranyu
egyenlGtlenséget. |

Ezutan az Ax = b Aaltalanositasaként AX = B és YC = D alakti matrixegyenletekkel
foglalkozunk (adott A, B illetve C, D méatrixok esetén), melynek motivécioja lehet példaul
a kordbbi problémaés eset, amikor j6 lett volna az A;-gyel olyan alapon ,egyszertisiteni”,
hogy valami alkalmas métrixszal balrél szorzunk. YC = D <= C'Y T = D" miatt elég
az AX = B-vel foglalkoznunk természetes méretfeltétel mellett: A € R™*", B € R™*k,



