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Linearis algebra (A, B, C)
3. el6adéas
(vazlat)

A kovetkezdkben a k, m, n indexek pozitiv egészek; ha ettdl eltérnénk, azt kiilon jelezziik.
KICSERELESI TETEL: Legyen V < R"; ay,...,a; V-beli L; by, ...,b,, G V-ben. Ekkor
a) dje{l,.,m} : bja,..,a;L B) k<=m (azaz |L| = |G]).
|Bizonyitas: «): A k = 1 eset trividlis (a; # 0 miatt V # {0}). k& > 2 esetén pedig
tegyiik fel, hogy minden j rossz, azaz Vj € {1,....,m} b;,as,...,a; O. Itt az as, ...,a;, L
(hisz aj,ag,...,a; L), tehat b; linearisan fiigg as, ..., a5-t6l j = 1,...,m-re. De igy a;
is linearisan fiigg as, ..., ax-tol, hisz a generatorrendszerrel kifejezhets. Igy ellentmondas
adodott aj,as,...,a; L-lel. §): Az « rész nemcsak az L elsG elemére érvényes, egymaés
utan alkalmazva (a G mindig ugyanaz, az L pedig az el6z6 eredmény), adddik
(bj =)bj,,bj,,...,bj, L. Az L miatt ez k darab kiilonb6z6 elem a G-bdl, igy m > k.|
Kovetkezményként kapjuk a baziselemszamok Osszehasonlitasat:
TETEL: Ha V < R"; By, By bazisok V-ben, k pozitiv egész, |Bi| = k, akkor By is véges
és ‘B2| = k.
|Bizonyitas: Ha By végtelen volna, akkor volna benne k + 1 elemii részrendszer, masrészt
ez L, k+1=|L| £ |By| = k pedig ellentmondés. A kicserélési tétel 3 részét L: By, G:
B, szereposztassal alkalmazva |B1| = |Bs| adodik, majd felcserélt szerepekkel a forditott
egyenlétlenséget kapjuk.|
Most méar rendbe tehetjiik a 2. el6adas végén szereplé gondolatmenetet is: Az R"-ben
ismeriink n elemid generatorrendszert, igy V' = R™ esetére a kicserélési tétel 3 részét
alkalmazva kideriil, hogy egy R™-beli linearisan fiiggetlen rendszernek legfeljebb n eleme
lehet, igy R™ barmely alterében is igaz, hogy |L|< n. V = {0} esetén 0 véges generator-
rendszer V-ben. Ha V < R™ és V # {0}, akkor van olyan a € V, hogy a # 0. Igy az a
vektorrendszer L, van tehat L V-ben, s tudjuk, hogy minden L elemszama legfeljebb n,
létezik tehat maximalis elemszamu lineérisan fliggetlen rendszer V-ben, pl. ay,...,a; L.
Igy barmely b € V esetén ay, ..., a;, b O lesz, hisz a maximalis k-nal tobb elemi. Végiil a
2/3 oldali tétel szerint b linearisan fiigg az ay, ..., ax-tol. Ezek szerint ay, ..., a5 nemcsak
L, hanem G is. Ugyanezt az Otletet akkor is alkalmazhatjuk, amikor elére adott V-ben
egy L, hisz az ezt tartalmaz6 linearisan fliggetlen rendszerek kozott is 1étezik maximalis
elemszamu, s most errsl deriil ki, hogy G is, tehat B. Osszefoglalva:
TETEL: V < R™ esetén V-ben létezik véges generatorrendszer, tovabba V-ben barmely
linearisan fiiggetlen rendszer kiegészithets V bazisava.
DEFINICIO: V < R”™ esetén a V altér dimenzidja:

i - 0, ha V = {0};
dim V' = {egy tetszoleges B elemszama, ha V # {0}.
HaV S R" ésdim V = k > 0, akkor k < n, tovabba V-ben tetszsleges B, L, illetve G-re
IB| = k, |L| = k, |G| 2 k. Utobbiaknal egyenlGség természetesen lehet, pl. bazisokra,
de mindjart belatjuk, hogy csak bazisokra. Ha |G| = k, akkor, tudvan, hogy G-bdl
kivalaszthaté B, mely viszont csak k elemii lehet, G maga B. Az L-re is érvényes hasonl6
allitas: a |L| = k, akkor, tudvéan, hogy L kiegészithets B-sa, mely viszont csak k elemt
lehet, L maga B. [Aki a dimenziordl hajlamos megfeledkezni, az inkabb ugy olvassa pl.
az utolsé allitast, hogy dimenzionyi elemszami L B is.|
DEFINICIO: ay,...,a,, € R" esetén az ai, ..., a,, vektorrendszer rangja az altaluk
generalt altér dimenzidja: r(ai,...,a,,) = dim Span (ai,...,a,,) [az r helyén hasznélatos
a p illetve g is.|



A kovetkezSkben adott bazisban koordinataikkal megadott véges sok vektorbol allo vek-
torrendszerrél fogjuk eldénteni, hogy L-e, meghatarozzuk a rangjat, az altaluk generalt
altérben keresiink bazist, tovabba egy masik vektorrél eldontjiik, hogy benne van-e az
el6bbi vektorrendszer altal generalt altérben. Mindezeket linearis egyenletrendszerhez
kapcsolva tekintjiik at. Legyen adott a kovetkezs valos egyiitthatos, m egyenletbdl allo,
n ismeretlenes linearis egyenletrendszer:

1171 + a2 + 1323 + ... + a1pT, = by
211 + A22%9 + @233 + ... + A2, Tn = b
Am121 + Am2X2 + Ap3T3 + ... + ATy = bm

Itt tehat adottak az a;j;, b; valos szdmok és keressiik az x; megoldasokat a valds szamok
korében. Az egyenletek m szamanak megfelelen vilasztunk R™-ben egy bézist, pl. az
1/4 oldali un. trivialis (vagy standard) bazis megfelel.

Legyen tehat ey, ...,e,, bazis R™-ben. Az egyenletrendszer adatai segitségével most
megadjuk R™-ben a b, ay, ..., a, vektorokat a kdvetkezSképpen:

b1 alq ai19 A1n

by az1 a22 Q2n
[b]e - : 5 [al]e - : ; [aZ]e - : 3 ey [an]e -

bm Am1 am?2 Amn

Lathato, hogy x1,...,x, € R akkor és csak akkor megoldasa a fenti linearis egyenlet-
rendszernek, ha z1a; + ... + xz,a, = b teljesiil. Ezt a vektoregyenletet szokis a linearis
egyenletrendszer vektor-alakjanak hivni. Maga a megoldhatosag tehat azzal ekvivalens,
hogy b € Span (ay, ..., a,).

Az elemi bézistranszforméacio kiindulé tablazata a koordinataoszlopokbol (az e bazisban):

a; a . @, | b
S E— ’ S
eq ail ai12 ves QA1n ’ bl
|
€; | a1 ;2 Qin ’ b
|
€m |Am1 Am2 o Gmn | bm

Ezek utan elemi bazistranszformacios 1épések sorozatat alkalmazzuk a kovetkezd meg-
kotésekkel: mindig ae-t probalunk bevinni alkalmas e, helyére (az indexek (e illetve
ee) lehetnek kiilonbozdk is, lehetnek azonosak is) ugy, hogy minden lépésben ujra bézist
kapjunk, s ezen 1j bazisban kiszamoljuk minden vektor 4j koordinatéit. Tehat b-t nem
vissziik be, de mindig kiszamoljuk az j koordinatait. A mar bevitt as-k koordinatait
nem sziikséges kiirni, mert azok barmikor kénnyen felirhatok. Az els6 1épésnél az e;
helyére akkor vihetjiik be az a;-t, ha a;; # 0. Csak akkor nem indul el az eljarés,
ha minden a;; = 0. Ebben az esetben by = by = ... = b,, = 0 esetén minden valds
szam n-es megoldés, kiilonben meg nincs megoldas. Ha viszont elindul az eljaras, akkor
mar vigydznunk kell, nehogy bevitt a,-t 16jiink ki egy mésikkal, mert ez a felesleges
lépésen tal adatvesztéssel is jar, ha a bevittet mar nem irtuk ki kiillon. Roviden tehat
mindig a, — €4e (az indexek lehetnek azonosak is, lehetnek kiilonbozok is!). Az eljaras
el6bb-utobb véget ér, ledll: elfogyhatnak az e-k, vagy az a-k, de az is lehet, hogy a



széba jov6 helyeken csupa 0 all a tablazatban. A bevitt a-k legyenek a kovetkezsk:
a;,,...,a;,, a kint maradtak (ha van ilyen): a;_, ,...,a;, . Mivel a bevittek szétszértan
lehetnek a megmaradt e-k k6zott, sorcseréket hajtunk végre, hogy elére keriiljenek (az
attekinthetGség kedvéért). Az igy utanuk keriilg e-ket nem indexeljiik precizen, vesszével
utalunk csupan arra, hogy az index eltérhet a feltiintetettsl. A ledllas utani tablazatban
a legfontosabb: a ledllas utan a kint maradt a-k alatt a vesszGs e-k soraiban csupa 0 all:

., - a;, ; b

ag, di1 dl,n—r ’ dq
: : I

a;. | dn S A
.1 0 0 | e
: : : I
e, 0 0 | e

Ebbdl a kovetkezdk olvashatok le:

3 megoldas <= b oszlopaban a (vesszss) e-k soraiban csupa 0 all vagy ez a rész nincs
(azaz minden @ = 0 vagy r = m). Ha ez a feltétel teljesiil, akkor pl. x;, = dy,...,x; = d,,
tobbi = 0 egy megoldas.  a;,,...,a; béazis Span (ai,...,a,)-ben, r(ai,...,a,) =r. A
megoldasszam: 0 vagy 1, ha r = n; 0 vagy oo, ha r < n.

Az elemi bazistranszformaci6 kiindulé tablazatabol (3/2) most emeljiik ki az adatokat
tartalmazo részt, s a [ble-hez hasonloan tegyiik szogletes zardjelbe:

[ a11 aqz A1n | [ b1 T
a;1 a;2 Ain |, b;
L Am1 Am?2 Amn J L bm .

A maéasodik az R™ egy eleme, n = 1 esetén az els§ is ilyen, természetes tehat az al-
talanositas: az eddigi 1 oszlop helyett n oszlop, mindegyikben egy-egy valos szdm m-es.
Az igy kapott téglalap alaku elrendezéseket matrixoknak hivjuk, az elsé példaban m sor
és n oszlop van, ez egy m X n-es méatrix, a méasodikra pedig azt mondjuk, hogy m x 1-es
matrix. (A X jel az elvalasztas céljabol szerepel, mert nem mindegy, hogy 2 x 3 vagy
3 x 2 alakt matrixunk van.) Tehéat:

DEFINICIO: Legyenek adottak az m és n pozitiv egész szamok, tovibba minden

al A1n
ie{l,....,m}ésje{l,..,n} esetére az a;; valos szdmok. Az tablaza-
am1 Amn
tot egy R feletti matrixnak nevezziik, s A-val jeloljiik, részletesebben A = [a;;]mxn, vagy
a1 A1n
A= , az A matrix i-edik sora j-edik elemének jelolése: a;; vagy ;[A];.
am1 Umn

Az A és a B matrixok egyenlsk, ha alakjuk azonos (mondjuk m x n-es) és a megfelels
elemeik megegyeznek, azaz minden ,sz6bajovs” i,j parra (1 < i < m,1 = 57 £ n)
teljesiil, hogy ;[A]; = ;[B];. Az R feletti m x n-es matrixok halmazat R™*"-mel jeloljiik
(Rm — RmX1).



Az R™-beli komponensenkénti 6sszeadas és valos szammal valo szorzas (1/2) mintajara

természetes moédon kindlkoznak m x n-es matrixok esetén a megfelel elemek Gsszeadé-

saval, illetve az Osszes elemnek egy valos szammal szorzasaval a kovetkezd miiveletek:

+  RMX o R™*? — R™* 0 A B € R™*™ esetén A+ B € R™*"™ és minden sz6bajévé

i, j-re i[A + Bl; = i[A]; + i[B];.

AR x R™*? — R™*™ 0 X € R, A € R™*™ esetén AA € R"™*™ és minden sz0bajovs

Az R™*™-re is teljesiil az 1/3 oldali 10 tulajdonsig megfelelGje a fenti +, A- miiveletekre

nézve, igy R™*"-et is R feletti vektortérnek mondjuk, s itt is bevezethetjiik a korabbi 0,
0 ... 0

L, G, B stb. fogalmat. Pl. az I./4-et teljesit6 in. nullmatrix: 0 = | : c . Az
0 ... 0

R™ trividlis bazisa mintajara most is konnyen taldlhatunk bazist: mn darab kiilonbo6z6

olyan matrix megfelel, ahol egy helyen 1, az 6sszes tobbi helyen 0 all. Igy pl. R2*2-ben

1 0 0 1 0 0 0 0 bazis
0O 0O”(0 O”|1 oOf’]0 1 ’
MaAatrixszorzas

Most szorozni probalunk matrixokat, itt azonban nem a természetesség, hanem az alkal-
mazhatosag a {6 szempont. Az

a11T1 + a1222 + 1323 + ... + A1pTy = b
a21T1 + a20T2 + a23x3 + ... + agpr, = by
Am1T1 + a2 + m3®3 + .. + GpnTn = by
lineéris egyenletrendszerhez hozzarendelhetjiik a kévetkezd méatrixokat:
al A1n bl I
A= , b= s x=
Am1 - Qmn bm Tn

Most tgy szeretnénk matrixszorzast definidlni, hogy a fenti lineéris egyenletrendszer ek-
vivalens legyen az Ax = b matrixegyenlettel. Ha sikeriil, akkor ez lesz a linearis egyen-
letrendszer matrix-alakja. FEzek szerint nem éppen azonos alakii métrixokat kivanunk
szorozgatni: a tervezett bal oldalon egy m x n-es és egy n x l-es matrix van, a jobb
oldalon pedig egy m x 1l-es métrix, s az A matrix i-edik soranak elemeit rendre Ossze-
szorozzuk az x (egyetlen) oszlopanak elemeivel: az els6t az elsGvel, a masodikat a mé-
sodikkal, ..., az utolsot az utolsoval |egyik sem fogy el hamarabb, mindkett&bdl n darab
van!|, végil a kapott szorzatokat Osszeadjuk, ez lesz a b (egyetlen) oszlopanak i-edik
eleme. Ha ezt latjuk, akkor mar a tovabbi altalanositas természetes: 1 oszlop helyett &
oszlop szerepeltetésénél csak az ,(egyetlen)’t kell mindkétszer kicserélni ,,j-edik’-re:
DEFINICIO: A € R™*", B € R"** esetén AB € R™** 1igy, hogy minden szébajové
iyj-re (most 1 <i<m, 1= 55 k)

n

i[AB]; = i[Al11[B; + i[Al2o[Bly + . + i[Aln u[Bl; = Y i[Aleo[B);.

=1

Ez az Gn. sor—oszlop szorzas: a szorzatmatrix i-edik sora j-edik elemét tgy kapjuk, hogy

a bal oldali matrix i-edik sordnak és a jobb oldali méatrix j-edik oszlopanak megfeleld
elemeit Osszeszorozzuk, s a kapott szorzatokat Gsszeadjuk.



