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Linearis algebra (A, B, C)
2. eladas
(vazlat)

s,

TETEL: by,...,by BV(SR")-ben,acV = 3lay,..,ar €ER : a=ajb; + ... + ayby.
[Bizonyitas: A létezés a definiciobol adodik. !+ Tegyiik fel, hogy a = aby +... +aj by =
afby + ...+ o)/by. Ekkor (o) —af)bi+ ...+ (o), — o) )by = 0. A by, ...,b; L, igy minden
zardjelben nulla 4ll.|
Erdemes kimondani a megforditast is:
TETEL: Ha V < R” és by,...,b, € V olyan, hogy Va € V 3lay,...,a € R : a =
a1bi + ... + aiby, akkor by, ..., by bazis V-ben.
|Bizonyitas: L abbol adodik, hogy a = 0-ra az egyértelmiiség szerint a 0-t CSAK trivia-
lisan allitja el6 a by, ..., by.]
Most azt vizsgaljuk, hogyan lehet egy bazisbol egyetlen elem megvaltoztatasaval djra
bézishoz jutni.
TETEL (ELEMI BAZISTRANSZFORMACIO): Legyen V < R™; by,...,by B V-ben;
acV;a=ab;+ ..+ aiby; i rogzitett, 1 < ¢ < k. Ekkor
b1,...,bifl,a,bul,...,bk B V-ben — Q; #0
|Bizonyitas: =: Tegyiik fel, hogy o; = 0. Ekkor a = a1by + ... + a;_1b;—1 + 0b; +
O-/i+1bi+1 + ...+ Oékbk, tehat Oélbl —+ ...+ ai—lbi—l + (—1)a+ Oéi_|_1bi_|_1 + ...+ Oékbk = 0,
igy bi,...,b;_1,a,b;11,...,b; O, ami ellentmondés.
<: El6szor azt bizonyitjuk be, hogy az 1j rendszer is elGallit mindent lineéris kombina-
cioként, amit az eredeti elGallitott linearis kombinicioként. Legyen x = x1by +...+2;b; +
... + xibi. Keresiink olyan w1, ..., ¥;, ..., yr szadmokat, melyekre x = y1b1+...+y;,_1b; 1+
yia+ yit1bir1 + ... + ygby. Beirva az a elGallitasat, x = (y1 + ys1)b1 + ... + (i) by +
o + (Yr + yiau )by adodik, amibdl kitalalhatjuk a kivant szamokat (most ay; # 0):
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[[Akinek ez a szamolas gondot okozott az y-ok keresgélése miatt, az elkeriilheti ezt a
kovetkez6 modon: Az «; # 0 felhasznaldsaval kifejezhetjiik a b;-t az a = ayby + ... +
Oéibz' + ...+ Oékbk—béli
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L biz: Tegyuk fel, hOgy {,LLl, U2, oy U € R, Nlbl +... +Ni—1bi—1 —|—,uia—|—,ui+1bi+1 +...+
piby = 0}. Beirva az a elGallitasat, (p1 +pioq)br+...4+ (i) b+ ...+ (uk + piag )by, = 0
adodik. bq,...,b;,...,by L, tehat minden zarodjeles kifejezés 0:

M1+ o = 07 sy MOy = 07 N R T 07
az i-edikb6l «; # 0 miatt p; = 0 jon, ezt befrva a tébbibe, végiil 1 = s = ... = ux =0
adodik. |

DEFINICIO: V < R”; by,....b; B V-ben, a € V, a = a;by + ... + aiby esetén azt
mondjuk, hogy az a koordinatai a by, ..., by bazisban aq, ..., ax. Jelolése:
aq

a9
[alb =[a]b,,... = | . | € RE.

ap
Az elemi bazistranszformacios tétel a; # 0 feltevést részének szamolasi szabalyai a régi,
illetve az 0j bazisban vett koordinatakkal igy foglalhatok Ossze:
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Most (potlolag, ahogy igértiik) igazoljuk, hogy Gsszeg tetszélegesen zardjelezhets.
TETEL: Legyen k > 1; aj,as,...,a; € R". Ekkor az a; 4+ as + ... + a;, egy tetszéleges
zarojelezése = ((...((a; + a2) +az) +...) + ag—1) + ax.

[Bizonyitas: A bizonyitast a tagszam szerinti teljes indukcioval végezhetjiik, de a legal-
talanosabb indukcioés feltevésre lesz sziikségiink. ElGszor tisztézzuk a kis k esetét: k =1
esetén aj;, k = 2 esetén a; + as az Osszes lehetGség, &k = 3 esetén két lehetdség van,
melyek az 1./3. szerint egyez6k: (a; + as) +as = a; + (az + az). Legyen most k > 3, és
tegyiik fel, hogy érvényes az allitds minden olyan Gsszegre, amely k-nal kevesebb tagbol
all. A k tagu Osszeg egy tetszlleges zardjelezésében keressiik meg az utolsd OGsszea-
dast, ekkor ilyen kifejezésiink lesz alkalmas s-re: (a; + ... + as valamely zarojelezése) +
(as+1 + ... + ap valamely zarojelezése). Itt 1 < s S k—1¢és1 < k—s < k— 1, tehat
mindkét zardjeles részben k-nal kevesebb tagi Osszegek valamilyen zardjelezése szerepel.
Az indukcios feltevés szerint a fenti kifejezés a hangsuly kedvéért modositott zardjelekkel
={((..((a1+az)+as)+...)+as_1)+as} +[{(-.((ast1+as2) Fasis) +...) +ap—1} +ax].
s = k — 1 esetén mar kész is vagyunk, s < k — 1 esetén pedig I./3-at alkalmazva
= [{((...((ar+az)+az)+...)+as_1) +as} +{(...((asy1 +asy2) +asy3) +...) +ar_1 ] +ap
adodik, ahol a szogletes zardjelben 1év6 k — 1 tagra djra alkalmazhatjuk az indukciés fel-
tevést, s végre a kivant alakhoz jutunk.]

Az 1. gyakorlaton mar eléfordult, hogy b+ ¢ —d (= b+ ¢ + (—1)d), ennek jogossagat
mutatja a ,kivonas’-t biztositd tétel.

TETEL: Va,beR*"3!x e R":a+x = b.

[Bizonyitas: !: Tegyiik fel, hogy x € R™ olyan, hogy a+ x = b. Ekkor x = 0+ x =
((-a)+a)+x=(-a)+(a+x)=(-a)+b.
J:a+((—a)+b)=(a+(-a))+b=0+b=D>b|]

A bizonyitas alapjan b — a-val jelolhetjiik az a + x = b vektoregyenlet egyértelmii
megoldasat: b—a=(—a)+b=b+ (—a)=b+ (—1)a.



Az R™ vektortér altereit keresve, a {0} és R™ trivialis példak, s jegyezziik meg, hogy 0
benne lesz minden altérben, hiszen egy altér nem {ires részhalmaz, tehat van eleme, és
ennek 0-szorosa is benne lesz a 3. koévetelmény szerint. Sok egyéb példat nyerhetiink a
linearis fiiggés fogalmanak bevezetésével, itt azonban egyrészt célszeri végtelen vektor-
rendszert is megengedniink, masrészt egy vektorrendszerben lehet t6bb azonos vektor is,
a szokott € azonban csak kiilonb6z6 elemeket engedne meg. Ezen a ,,C” jellel segitiink:
DEFINICIO: Az A ,C” R™ jelentse azt, hogy a € A = a € R™ (de itt csak egyszer!).
DEFINICIO: § # A ,,C” R" és v € R” esetén azt mondjuk, hogy a v linearisan fiigg
az. A-t6l, ha a v el6éllithato valamely véges sok A beli vektor valos egyiitthatés linearis
kombinéciojaként.

A lineéris fiiggés és a lineéris Osszefiiggés kapcsolatat mutatja a kdvetkezs két allitas.
TETEL: k > 2, aj,...,a; € R™ esetén

ap,...,a; O <= Ja;, ami linerisan fiigg az a1, ...,a;-1,a;41, ..., a; vektorrendszertsl.
[Bizonyit4s: = : Az O definicidjat felirva, barmelyik olyan a; megfelel, amelynek nullatol
kiilonb6z6 egyiitthatdja van, az ilyen a;-t ki lehet fejezni a tobbivel.

«<: Az a;-t —1 egyiitthatoval, a tobbit az adott linearis kombindciobeli egyiitthatéval
véve egy nullvektort add nemtrivialis linearis kombinéciot nyeriink.|

TETEL: ay,...,ar,b € R* aj,...,a; L és aj,...,a;,b O esetén b linearisan fiigg az
ay,...,ap-tol.

[Bizonyit4s: Az el6z6 tétel bizonyitasa alapjan vilagos, hogy az O definiciojat felirva, azt
kellene belatnunk, hogy b egyiitthatoja nullatol kiilonbozik. Valdban, ha nulla volna,
akkor ay,...,a; O, ami most ellentmondas.|

DEFINICIO: ) # A .7 R™ esetén W(A) = {v|v € R", vlinearisan fiigg A-t61}.
TETEL: Tetszéleges () # A ,,C” R™ esetén W (A) < R”, tovabba A ,C” W(A).
|Bizonyitas: Az altér definiciojanak (1/4) 1., 2., 3. feltételét kell ellendrizniink.

1l: Ja€ A, de a € Aesetén a = la € W(A), igy egyuttal A ;S W(A) is kész.

2.: A W(A) tetszoleges két eleme véges sok A beli vektor lineéris kombinaciojaként irhato,
mégpedig elérhetd, hogy ugyanazon véges sok vektoré: ha egy A beli vektor csak az egyik
linearis kombinaciéban fordulna elé, akkor a masikba is beirjuk 0 egyiitthatoval. Igy a két
vektor: aja;+...+agay illetve B1a; +...+ Bra, alakd, ahol ay, ..., a; € A, az egylitthatok
pedig valos szamok. Ekkor az 6sszegiik: (a1 + (1)ay + ... + (ax + Br)ar € W(A).

3.: Ha aja; + ... + aga € W(A), ahol a;,...,a; € A, ay,...,ap € R, tovabba \ € R,
akkor a A-szoros: Aajaj + ... + Aagay € W(A).]

Igy mar sok alteret konstrualhatunk R™-ben, példaul n > 2 esetén
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Wy és Wy alterei R™-nek, de W7 U Wy mér nem altér (mindegyikbdl egy nullvektortol
kiilonb6zo vektort véve, ezek Osszege mar nem eleme az egyesitésnek). Két altér egyesitése
tehat altalaban nem altér. Ezutan meglepd lehet, hogy két altér, s6t akarhany altér
metszete mindig altér:

TETEL: {W; <R", Wy <R"} = W, N Wy < R™.

|Bizonyitas: Az altér definicidjanak 1., 2., 3. feltételét kell Wy N Wa-re ellenérizniink,
kozben persze Wi-re (i = 1,2) felhasznalhatjuk a harom feltevést, hisz 6k alterek.



1: 0 W1,0 € Wy, igy 0 € WiNWs,, tehat 0 75 W1iNWs, mig W1 NWsy g R" nyilvanvalo.
2.: Ha a,b € Wy N W, akkor a,b € W, (i € {1,2}), tehat a+b € W; (i € {1,2}) (hisz
alterek), igy a+ b € Wy N Ws.

3. Hao A e Résaec Wy NWsy, akkor A € R és a € W, (i € {1,2}), tehat Aa € W, (i €
{1,2}) (hisz alterek), igy Aa € Wy N Ws.]

Hasonloan igazolhato az is, hogy akarhany (akéar végtelen sok, s nemcsak megszamlalhato
sok) altér metszete is altér, csupan az {1,2} helyére kell irni a megfelel§ indexhalmazt.
DEFINICIO: 0 # A, 7 R™ esetén tekintsiik az R™ Osszes, az A-t ,tartalmazé” alterének
a metszetét. Ennek neve: az A altal generalt (kifeszitett) altér, jelolése: Span (A) vagy
(A). Véges A esetén, amikor pl. A = {aj,...,ar}, a Span (A) helyett inkabb azt irjuk,
hogy Span (ay, ..., a).

A fenti definici6 értelmes: van mit metszeni, hisz ismeriink A-t tartalmazo” alteret, ilyen
pl. maga az R"™, de ilyen a W (A) is; akdrhany altér metszete is altér, igy tényleg altérhez
jutunk.

TETEL: () # A ,,C” R™ esetén Span (A) = W(A).

[Bizonyitas: &: Mivel A ,C” W(A), és W(A) altér, azért W(A) szerepel a metszendsk
kozott, tehat Span (A) € W(A). 2: Legyen W' < R™, melyre A ,&” W’ (azaz W’
a metszenddk egyike). Legyen v € W(A). Ekkor v = aja; + ... + aga, alakid, ahol
at,...,ap € R és ay,...,a, € A. Utébbi miatt aq,...,a; € W' is teljesiil, tehat linearis
kombinacidjuk is ebben az altérben van: v € W', tehat W(A) & W', azaz W(A) benne
van a metszenddSk barmelyikében, igy a metszetben is.]

DEFINICIO: Legyen V < R". G generatorrendszer V-ben (réviditve: G (V-ben)),
ha ) # G ,£” V és Span (G) = V.

Igy mar a bazis definiciojat is révidithetjiik: B (V-ben)= L és G (V-ben). [Ez
elvben végtelen vektorrendszerre is érvényes lesz, ha L-et definialjuk erre az esetre: Egy
végtelen vektorrendszer L, ha barmely véges részrendszere L.|

A gyakorlaton szerepld feladatokkal kapcsolatban jegyezziik meg, hogy Wi, Wy < R”™
esetén az altaluk generalt altér: Span (Wp, W) = Span (W U Ws). [Utmutatas a vizs-
galatdhoz: célszerd megnézni a wy + wy alaku vektorokat, ahol w; € W;.]

Ha W = {0}, akkor nincs benne fiiggetlen rendszer, igy bazis sincs.

TETEL: Ha V < R™; V # {0} és V-ben van véges generatorrendszer, akkor létezik bazis
V-ben, s6t barmely véges generatorrendszerbdl kivalaszthatod bazis.

[Bizonyitas: Legyen g, ..., gn egy véges generatorrendszer. Ha ez L, akkor méaris B. Ha
viszont O és legalabb 2 eleme van, akkor van olyan eleme, pl. g;, amelyik linearisan
fiigg a tobbitsl. Igy erre valojaban nincs sziikség a generalashoz: ha v kifejezhetd
g1,..., i, -, Em linedris kombinacidjaként, akkor tudvin, hogy g, kifejezhets g1, ..., g1,
git1,.--Bn-mel, mar v is kifejezhets ezekkel. Kideriilt tehat, hogy g1, ..., 8i—1,&i+1, ---8m
generatorrendszer. Most erre alkalmazhatjuk a fenti gondolatmenetet, és igy tovabb,
mindaddig, amig legaldbb 2 elemiink van. Ha egyik lépésben sem jutottunk bazishoz,
akkor végiil egyelemii generatorrendszeriink adodik, pl. g;. Ekkor ez lesz bézis, mert
g: # 0 (a 0 nem generalja V-t, hisz V' # {0}).]

A fenti bizonyitasban tulajdonképpen minimaélis generatorrendszert kerestiink (amibél
akarmelyik vektort elhagyva mar nem kapunk generatorrendszert), s errdl deriilt ki, hogy
bazis. Természetes bizonyitasi itnak tlinik maximalis linearisan fiiggetlen vektorrendszer
keresése is, itt azonban problematikus, hogy leall-e a keresés, nincs-e véletleniil végtelen
sok elemi linearisan fiiggetlen rendszer. Ezt az R™ altereinél a kovetkez6 tn. ,kicserélési”
tétellel ki fogjuk zarni, s végre Gsszehasonlithatjuk a bazisok elemszamat is.



